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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Появлен1е предлагаемаго курса алгебры вызвано, съ одной стороны, 
желашемъ дать руководство, стоящее на уровнЪ современныхъ воззрьни 
на количество, оппрающихся на изелфдовавя Гамильтона, еъ другой сторо- 
ны, —желащемъ пополнить пробълы общепринятыхъ у насъ куреовъ (Да- 
видова; Сомова п др.). не отвзчающихъ современному состоянию препода- 
ван1я алгебры, какъ оно поставлено во Франши, которая, пзъ веъхъ странъ 
Запада, является единственнымъ образцомъ, достойнымъ подражаня въ за- 
нимающемъ иаеъ дЪл8. : 

Особенности налего курса виднфе будутъ йзъ нижеслвдующаго пе- 
речня ихъ. 

Въ началЪ курса (глава ГП) дается отчетливое изложеше теорн отри- 
цательныхъ количествъ указатемъ направленя величины, какъ элемента, 
отличаюшаго количество алгебраическое отъ ариеметическато. - 

Выводу правиль для-азгебраическихъ дЪйствй предшествуетъ предва- 
рительное изучене основныхъ свойствъ суммы п разности, а затвиъ и 
произведеня. ДалЪе эти законы распространены на несопзмвримыя чиела, 
и наконецъ на комплексы. : 

Статья о разложенш многочленовъ на множители пополнена новымъ, 
по сравнешю съ другими курсами, снособбмь двучленныхь дълителей. 

Дано ‘указае объ употребленйт двойнаго знака при нвадратномь кор- 
н%, къ сожальню; обыкновенно опускаемое составителями учебниковъ. 

Данъ строг п ясный выводъ править извлеченя кв. и куб. корней 
изъ-чисель: обычное изложене этой статьи, по несовершенетву предла- 
гаемыхъ премовъ объясненя, обыкновенно. затрудняетъ учащихся. 

Введена статья о нредфлахъ, обыкновенно неизлагаемая въ существую- 
щихъ курсахъ. а 

Стать объ уравнешяхъ предшествуетъ какъ введеше глава, посвя- 
шенная изучению особыхъ Фхормъ алгебраическихъ выражен; ихъ изуче- 
н1е, весъма важное для теорш уравнен!, обыкновенно опускаетея въ суще- 
ствующихъ у насъ курсахъ. 

Подробно уяснены начала, на которыхъ основывается рзшене уравнений. 
Этотъ пунктъ, обыкновенно, излагается поверхностно, а теорема объ умно- 
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женш уравнен!я на, множитель съ неизвфетнымъ даже обыкновенно излагается 
неправильно. Неправильное выражен!е Этой теоремы, кажется, впервые 
появилось въ алгебр Давидова, а оттуда перешло и въ другя руковод- 
ства, между прочимъ даже и въ алгебру Шапошникова — лучпий изъ суще- 
ствующихъ у насъ краткихъ курсовъ. 


Съ большею полнотою, нежели обыкновенно принято, изложена у насъ 
и статья о неравенствахъ: за общими началами, относящимися къ одному 
и къ совыфетнымъ неравенствамъ, указаны методы пров$рки задаваемыхъ 
неравенствъ, затЪмъ кромё рЬшен!я неравенствъ первой степени, указано 
и р»шен!е неравенствъ высшихъ степеней и иррашональныхъ, Особенное 
вниман!е на эту статью обращено въ виду того, что она находится въ т%с- 
ной связи съ изсльдоващемь вопросовъ. 

Тщательно обработаны статьи, относяцияся къ изсльдованио вопро- 
совъ, приводящихь къ ур—мъ первой степени и квадратнымъ. На изел®до- 
ван!е ур—!й первой ст. приведено 12 примёрныхъ подробно разобранныхъ 
задачь. Изелъдован1ю вопросовъ 2-й ст. предшествуеть подготовительное 
изучене измЪненй нЪкоторыхъ простёйшихъ Функшй (квадв. и бикв. три- 
нома и нЪк. др.); самое же изелБдоване пояснено тщательнымъ разборомъ 
23-хъ образцовыхъ задачъ, гдё и развиты надлежапия методическ!я ука- 
зая. Методъ изслЪдованая систематически проведенъ новый, основанный 
на свойствахъ квадратнаго тринома. Статья эта, даже въ курсахъ прило- 
женя алгебры къ геометр!и, излагается, обыкновенно, крайне неполно и 
наш куреъ въ первый разь въ русской литературъ даетъ ‘обетоятельныя 
по этому предмету указаня. Самая статья о квадратныхь ур—н1яхъ изло- 


жена съ большою полнотою, сопровождаясь множествомъ различнаго рода 
приложен. 


Въ статьф о шахипа и шшипа хункшИ приведены всевозможные эле- 
ментарные пр1емы опредВлен1я максимальныхъ и минимальныхъ значенй 
Функшй, съ грахическпиь пояснешемъ и также съ большимъ числомъ при- 
мЪзрныхъ задачъ. 


Анализъ соединен, кромё обычнаго матер!ала, содержитъ и статью 
о соединен1яхъ съ повторешями. | 

Въ элементарной теор1и рядовъ, въ видё приложеня теор, изложе- 
ны элементарные методы Жохеруз для разложен!я п въ безконечные ряды. 

Что касается разложен1я хункшй (бинома, показательной и логариеми- 
ческой), въ безконечные ряды, то шлемы даны совершенно строше, т. е. 
основанные не на способЪ неопредфленныхъ коэеФищентовъ, примёнен!я 
котораго въ данномъ случа слбдуетъ избзгать. Тамъ, гдё этотъ методъ 
умвотенъ, примёнен!е его разъяснено на задачахъ, въ различныхьъ отдё- 
лахъ курса. 

Теор1и логарибмовь предшествуеть предварительное изслздоване 
свойствъ показательной Функц: теор1я логариемовъ является непосред- 
втвеннымъ короллар1емъ этого изслёдовавя. 


Наконецъ, теор1я непрерывныхъ дробей пополнена, изученемъ иероди- 
ческихь кробей. 


—ШЫ— 


Изелфдован!я измёнев! хункШИ сопровождаются грахическимь пред- 
ставленемъ хода измъненй. 

Изложене сопровождается историческими примфчаяни. 

Доказательства выбраны безукоризненно—стротя. 

Отдфльныя главы сопровождаются богатымъ подборомъ примфровъ и 
задачъ, большею част!ю не встрёчающихея въ нашихъ учебникахъ. 

Что касается изложен!я, то въ первыхъ главахъ доказательства изло- 
жены съ надлежащею полнотою, въ виду того, что книга назначается не 
для однихъ учениковъ, занимающихся подъ руководотвомъ учителя, но и 
для самостоятельнаго чтен1я. Зат$мъ, постепенно, изложен!е принимаетъ 
сжатый характеръ. 

ОтвЪты на задачи не приложены, съ цю развит1я въ читателяхъ 
большей самостоятельности и надлежалцаго навыка въ провфркЪ получае- 
мыхъ результатовъ. 

Въ налпемъ курс ничего не говорится о ршени кубичнаго уразнен1я 
въ общемъ видЪ и о разложен!и тригонометрическихъ хункшй въ строки: 
эти статьи войдутъ въ приготовляемый къ печати „куреъ тригонометрии“, 
который будетъ составленъ въ томъ же духЪ, какъ и курсъ алгебры, являясь 
такимъ образомъ естественнымъ дополненемъ послёдняго. Въ курсъ три- 
гонометр!и войдетъ и изелдоваве вопросовъ съ тригонометрическими 
величинами, а также и шаха и шшива тригонометрическихъ Функц. 

При составлен!и курса, авторъ пользовался всзми выдающимися сочи- 
ненями по элементарной алгебрЪ (хранцузскими, нёмецкими и анг йЙеки- 
ми), начиная съ Лакруа и кончая курсами восьмидесятыхъ годовъ. 


1 Февраля 1888 г, 
Н, Маракуевъ. 


ЗАМЪЧЕННЫЯ ПОГРЪШНОСТИ: 


Часть 1, 
Отранииа. Строка. Напечатано. Должно быть. 
53 19 сверху (а 5} (&-- 5): 
78 1 снизу АЗ — В3 АЗ-|- В 
106 3 снизу осталокъ х осталовъ В. 
189 На черт. 9: въ пересфчени окружности съ да- 
гональню должна быть буква М. 
206 10 сверху —2а Уа — 24а У 
215 2 снизу ЗМ /2—п 32 (/2—1) 
217 Зад. 102 д. 6. от ПРЕЕЕ 
233 2 сверху давно бы дало бы 
в ув 


238 8 сверх — —` 


ОТД-БЛЪ ПЕРВЫЙ. 


АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


ГУГА.А. т. 


Предварительныя нонятя и опредфленя. 


1. Пусть дана задача: найти два числа, которыхъ сумма равняется 138, а 
разноеть 24? 

Рьшимъ эту задачу ариеметическимь путемъ. Такъ какъ разность иско- 
мыхь чисель, по условю, равна 24, то большее число равно меньшему, сло- 
женному съ 24; поэтому сумма двухъ искомыхьъ чисель состоитъ изъ меньшаго 
числа, сложеннаго съ меньшимъ и съ 24, илн изъ удвоеннаго меньшаго числа, 
сложеннаго съ 24. Итакъ, мы имфемъ сумму 138, которой одно слагаемое 24 
извЪетно, а другое — удвоенное меньшее число — неизвфетно; вычтя изъ вуимы 
извфетное слагаемое. находимъ остатокъ 114, равный удвоенному меньшему чи-_ 
слу; раздфливъ этотъ остатокъ на 2, получаемъ, что меньшее число равно 57. 
Придавъ къ нему 24, находимъ большее число 81. | | 

Повфрка покажеть намъ, ч10 искомыя числа найдены вЪрно. 

Наши разсуждев1я значительно сократятся, если мы неизвфетныя будемъ 
обозначать особыми буквами, а дЪйствя особыми знаками, что допускается и 
въ ариеметик®. 

Обозначимъ же меньшее число буквою х; тогда большее, превышая мень- 
шее на 24, изобразится суммою х-- 24; 06% же части вмЪст® равны 2 х-- 
-- 24, или короче 2х-- 24. Эта сумма, по условшю, равна 138, сл®д. 

2% 24 —138, 
откуда неизвфетное слагаемое 22 —138 — 24 —=114, а отсюда х —=114: 28—57. 

Придавъ 24 къ 57, найдемъ большее число 81. 

Отсюда ясно, какимъ образомъ введен!е знаковъ для обозначеня дЪйетвй 
и буквы х для обозначеня неизв®стнаго сокращаетъь рёчь и этимъ самымъ ус- 
коряеть рёшенше задачи. Ч%мъ сложнфе задача, тёмъ важнЪе введене этихъ с0- 
кращающихьъ рёчь знаковъ. 

2. Окончательные результаты, полученные нами при ршени задачи (т. 
е. числа 57 и 81) не носятъ на себ сляЪда данныхъ чиселъ, потому что при 
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выполнени хаждаго дЪйетвя данныя числа зам®нялись новыми; результаты 57 
и 81 не даютъ намъ никакого поняя о томъ, каюя дфйствя надо проязвести 
надъ данными числами для нахожден!я неизвфетныхъ. Для того чтобы сугить о 
томъ, какя дЪйстыя и въ какомъ порядкЪ елфдуеть произвести надъ данными 
числами для опредфленя неизвЪстныхъь, нужно только обозначать ДЪйствя, 
Удерживаясь отъ всякихъ вычисленй. Поступая такъ, мы найдемъ, что мень- 
шая часть въ рЬшенной нами задачЪ выразится сз$дующимъ образомъ: 


_ 138 — 24 


а. 


Изъ этого выражен!я видно, что для нахожденя меньшаго числа слфдуеть изъ 
данной суммы вычесть данную разность и остатокъ раздфлить на 2. Это пра- 
вило будетъ служить для рёшев1я вефхъ задачъ одного рода съ данной, т. е. 
отличающихся оть нея не содержанемъ, а только иною величиною данвыхъ Чи- 
селъ; это потому — что какимъ образомъ числа 138 и 24 входятъ въ составъ 
выражен!я (1), такимъ же точно образомъ будуть входать и веяюя друпя зис- 
ла, взятыя вмфето нихъ. 

Такимъ образомъ выражен!я, подобныя (1), служатъь общими ришетями, 
или выражаютъ обийя правила для рьшеня вефхъ однородныхъ задачь; ихъ 
называють также ариометическими формулами. 

Однако, для того чтобы ариеметическая Формула ясно и отчетливо говорила 
уму © тёхь дАйствяхъ, которыя слфдуетъь производить вадъ данными числами 
для опредфленя нейзвфетныхь, необходимо соблюдене слфдующихь условй: 

1) чтобы данныя величины были выражены небодыпими числами; ибо ина- 
че Формула будеть не достаточно роста; 

2) чтобы числа эти были разнообразны, ибо иначе Формула будеть лише- 
на ясности; 

3) велфдетые выполненя н%которыхъ дЪйствЙ, котораго избфжать нельзя, 
могуть войти числа одинаковыя съ данными, а это влечетъ за собою опять не- 
достаточную ясность хормулы. Примфромъ можеть служить слёдующая задача: 

сумма трехъ чиселъ равна 238; второе число больше перваго на 4 едини- 
цы, а третье равно сумиё двухъ первыхъ; найти первое число? 

Пусть первое число =; тогда второе будеть =х-|-4, а третье х-- х-- 4 
или 25 -|-4, сумма же вефхъ трехъ чиселъ будеть х-- 2--4--2х--4 или 
42 -|-4Ж2. По увловю 42--4 Х2=238, откуда 42—238 —4Ж2, ся. 
238 —4х2 

=—- 


Соединеше вифетф вебхъ 2-овЪ ввело чиело 4— окиваконое съ даняыиь, й х64я 
по происхождению этого числа его не трухно отличить оть даннаго; ввв же ‹ор- 
мула потеряла полную ясность. 

Неудобства, подобныя этому, очевидно, будутъ возрастать выЪфетф въ у6ло- 
Жжненемъ задачъ. Въ виду устраненя такихъ неудобетвъ условилиеь не тольно 
искомыя, но и ханныя числа обозначать буквами. РАжимъ нашу задачу, ббобна- 
чая и данных и иекомыя чиела буквами. 

Сумма двухъ чиселъ равна 5, а разность 4; найти этя чиела? 


И ыы 


Пусть меньшее число =; тогда большее будеть х--@; по условю, 
д =-- 4—5, или 25-- 4=8, откуда 25 =з— а, и сад. 


в=—..... (2). 
Формула (2) опредфляетъь меньшее число. Большее число будетъ 9+ 4, 
пли —. или наконець: 
84а 
="... (3). 


Изь Формулъ (2) и (3) ясно вытекаетъ правило: дяя нахожденя большаго чие- 
ла нужно къ данной суммЪ придать данную разность и результатъ раздвлить 
на 2; а для. нахожденя меньшаго числа слЪдуеть изъ данной суммы вычесть 
данную разность и остатокъ раздфлить на 2. 

Выражен1я, подобныя (2) и (3), указывающёя порядокъ дфйств, которыя 
нужно совершить надъ данными числами для нахожден!я неизвфстныхъ, служатъ 
дяя рёшеня вефхъ задачъ, однородныхъ съ данною: для этого надо только 
выЪ%сто буквъ подставить числа ин и выполнить указанныя дЪйств!я. Такъ, если 
данная сумма — 500, а разность 200, то, подетавивъ 500 выЪето зи 200 выфето 
4, найдемъ, что: 
большая часть — о — “> = 350 

500 — 200 300 


а ненышая часть = 5 = ^^ = 150. 


Преимущества буквенныхъ Формулъ передъ числовыми, какъ видно изъ выше- 
извложеннаго, заключаются въ саЪдующемъ: 


1) Подъ буквами можно разумЪть кавя угодно числа, поэтому рёшен!е вы- 
раженное буквенною Фориулою, пригодно для воЪхъ однородныхъ задачъ: бук- 
венпая Формула даеть рьшен!е цфлаго класса задачъ. 


2) Алгебрическая Формула даетъ наиболфе ясное рёшене задачи, ибо въ 
ней наиболфе ясно изображаются порядокъ и послфдовательность дВйствай, кото- 
рыя надб совершить надъ данными для нахожден1я искомыхъ; между тьмъ какъ 
въ ариеметической хормулЪ эта ясность, какъ мы видфли, иногда теряется. 


3) Результатъ, представленный алгебрическою хормулою, выражается обык- 
новенно коротко. 


4) При помощи алгебрической Форхулы легче запомнить самое правило. 
Наука, занимающаяся обобщенлемь вопросовь 0 числахь и с10с0б0въ ить 
рюшеня, называется амеброю. 


3. Знаки, употребляемые въ алгебр, часмю тфже самые, что и въ арие- 
метикЪ, часто друге. Ихъ можно раздфлить на три группы: 1) знаки, упо- 
требляемые для изображен!я чиселъ; 2) для изображеня дВйетв!Й надъ числами; 
и 3) для изображеня соотношений между числами. 

1. Знаки для изображеня чиселъ. Чиеза изображаются въ алгебр не цио- 
рами, какъ въ арнометикь, а буквами; это обозначение было введено оранцуз- 
скимъ математикомь второй половины ХУ вёка Въетомь (1540—1603). Вьеть 


о 


употребяялъ больнйя литеры; малыя буквы введены англЙеким»ь математикомъ 
Томасомъ Гарротома. 

Для обозначен!я извфетныхъ чиселъ употребляются первыя буквы латин- 
ской азбуки: а, В, с, а, ер..... ; Для обозначеня неизвЪетныхъ — по- 
слёдвя буквы: В и, 9, х, у, 2,..... 

Иногда при буквахъ ставять значки или указатели (индексы), когда хо- 
тятъ сохранить въ обозначени анало!ю, существующую между изображаемыми 
количеетвами. 


т т ти ту ; 5 
Такимгь образомъ пишутъ: аа, а,а’,..... ; ИЛИ: @,, 45, а, 


а, ..... (Ъ тою же цфлью употребляютъ еще буквы греческаго алеавита, 
соотв тетвующя латинским: а, В, 1 б,Е..... 

Числа, изображенныя буквами, называются общими числами, потому-что 
подъ каждою буквою разумфютъ не одно какое-либо число, но какя угодно 
числа. | 

2. Знани для изображеня дЪйствй. 


Сложенае обозначается знакомъ -|- (плюеъ); такъ «--6 означаетъ сумму 
количеств а и 6. 


Вычитаще обозначается знакокъ — (иинусъ); такь а — $ означает раз- 
ность между а и 6. 

Знаки -- и — введены во всеобщее употреблеше н®мецкими математика- 
ми ХУ столфмя. Полагаютъ, что первый началъь ихъ употреблять Пурбать 
(1423—1461). Въ «Алгебрв» Рудольфа, напечатанной въ 1525 г. и въ «АгИЪ- 
шейса ицесга» Стифеля, напечатанной въ 1544 г., примфнены уже эти знаки. 

Умножене обозначается знакомъ ЖХ, или . (точкою), или же между со- 
множителями не ставится никакого знака; такимъ образомъ @ ЖЪь, а.Ъв, и а 
одинаково означаютъ произведене & на 6. 

Нужно замфтить, что знакъ умножен!я нельзя опускать, когда числа изоб- 
ражены циорами; произведеше 4 на 7 нельзя представить въ видф 47, такъ 
какъ 47, по принятому способу изображен!я чиселъ, означаеть не произведене 
4 ва 7, а число сорокъ семь. 

Опущене всякаго знака умноженя между различными Факторами произ- 
ведешя впервые вотрфчаетея у Стихеля (АтИвтейеа 1544); знакь Ж (косой 
кресть) введенъ Узиредомь (Оп гей) въ сочинени (С]а\1з таеш. 1631); 
знакъ . (точка) введенъ Лейбницемь во второй половинф ХУП столфия. 


‘ В а 
Дълене обозначаетстя или двоеточемъ, или чертою; такъ а: Ви -; бКи- 


наково означають частное отъ раздфленя а на $. 

Полагаютъ, что знакъ: введенъ во всеобщее употреблен!е Лейбницемъ; знакъ 
— (черта) ветрёчается уже въ сочинени Фибоначчи Пизанекаго (1202 г.) 

3. Знаки соотношенй. Для изображеня равенства двухъ количествъ упо- 
требляетея знакъ =; такъ, выражен!е . 

А—=В 

означаежъ: А равно В. 

Звакъ,, равенства (—) введенъ англ йскимъ математикомъ Рекордомь, ко- 
торый въ ‘первый разъ употребилъ его въ своемъ сочинении «Брусокъ для ума> 


т. Е 


(Те \Увеб\{опте оЁ 1), изданномъ въ 1557 г. Во всеобщее употреблен!е знакъ 
этоть вошолъ сто ть спустя. 

Слово больше изображается знакомъ >>; слово меныше знакомъ <. Такь 
а_> 6 означаетъ: а больше 6; а << 6 означаетъ: а меньше 5. 

Когда хотятъ выразить, что два количества неравны, не указывая, кото- 
рое изъ нихъ больше, ихъ отдфляютъ знакомъ 5; такъ аз означаетъ, что 
а неравно 6. 

Чтобы выразить, что @ не меньше $, пишуть а \6. 

Такимь же образомъ «< означаетъ, что а не больше 6. 

Знаки > и < введены ангйскимь математикомъ Гарр1отомъ въ 1623 г. 

ВБоэооиц1ентъ. — Если какое нибудь произведене, наприм. аб, тре- 
буется повторить слагаемымъ нФсколько разъ, напр. пять, то сумма будетъ == 
аё -- ав -- 46 а аб. Очевидно, что такй способъ изображеня суммы не- 
укобенъ, когда число слагаемыхъ велико: письменное изображене суммы заня- 
ло бы въ этомъ случаЪ много времени и м%фета. Въ видахъ устрапенёя такого 
неудобства ввели сокращенное обозначене суммы равныхъ слагаемыхъ, усло- 
вявшиеь слагаемое писать одинъ разъ, а передъ нимъ ставить число, показы- 
вающее, сколько разъ взятое выражен!е повторяется слагаемымъ. Такимъ обра- 
зомъ наша сумма сокращенно выразится въ видф 545. 

Число 5, показывающее, сколько разъ слфдующее за нимъ выражене по- 
вторяется слагаемымь, называется коэффиияентомь или предстоящимь. В09®- 
ФиЩенту можно дать и другое опредфлене. Въ самомъ дфлЪ, повтрить аб пять 
разъ слагаемымъ, — это все равно, что аб умножить на 5; сяФд. коэффииенть 
есть числовой множитель, стоящий передь буквеннымь выраженщемз. 


Е 2 2 : 
Такъ, въ выражевяхь 79, зи", множители Ти з` СУТЬ козоФищен- 


ты. Иногда и буквенные производители разсматриваютея какъ коэефищенты по 
отношннию къ сафдующимь за ними произведенямъ; такъ въ выражени а6с 
можно @ считать коэФоищентомъ произведен1я 6с. Если произведене состоитъ 
изъ однихъ буквенныхъ сомножителей, то коэффищентъ его есть 1; напр. ко- 
эФФищенть произведеня афс есть 1, такъ-какъ это произведеше можно напи- 
сать въ видё 1. ас. | 

Степень. — СОтеменью называется произведене равныхь множителей. 

Если число берется множителемъ два раза, то произведене называется 
второю степенью или квадратомь этого числа; такъ 5 Ж5 или 25 есть квад- 
рать пяти. Когда число берется множителемъ три раза, то произведене назы- 
вается третьею степенью или кубомь этого числа; такъ 5.5.5 или 125 есть 
кубъ пяти. Произведене четырехъ равныхъ множителей наз. четвертою сте- 
пенью; напр. &.а.а.а есть четвертая степень числа &. — Очевидно, что если 
число равныхъ множителей велико, то письменное изображеве степени займеть 
много времени и мета. Для устранен!я этого неудобства введено слЪдующее 
сокращенное изображен!е степени: перемножаемое само на себя количество пи- 
шутъ одинъ разъ, а надъ нимъ справа ставятъ число, показывающее, сколько 
разъ это колнчество берется множителемъ. Согласно этому условию, 
количества а, т. е. произведен!е а.а сокращенно нишетея въ вид: 
т. в. произведене 2.а.а сокращенно изображается въ видф: дз; ` ая сте- 


Ви. о 
пень а, Т. 6. 4.4.а.а — въ вид а“ ит. д. — Важный изъ равныхъ иножите- 
лей называется основанлемь степени; такъ въ Формулв а‘ основан! веть @. — 
Числа 2, 3, 4 ит. д., стояшйя надъ основавнемъ, называются яоказателями 
степени. Итакъ, показатель степени есть число, которое ставится надъ бук- 
в0ю и означаеть, сколько разь эта буква берется множителемь. 
Показатель 1 не пишется, а подразум$ вается; такъ, вмЪфето $' пишутъ 6. 
На основаыш сказаннаго, произведене аааабЪЬсс@ сокращенно пишутъ въ 
вид а163с*4. Обратно, а? ееть сокращенно написанное произведене 56555. 
Дъйстве нахожденая степени данноло числа называется возвышенемь 
в степень. Такъ; возвысивъ 7 въ кубъ, т. е. взявъ 7 множителемъ три раза, 
получимъ 343. Возвысивъ 5 въ четвертую степень, т. взявъ 5 множите- 


телемъ четыре раза, найдемъь — ит. д. 
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Полезно знать на аки квадраты и кубы по крайнфй мЪрф первыхь де- 
сяти чиселъ, которые мы и помфщаемъ въ слфдующей таблиц; 


Числа: т 2, 5 4, В. 6, г 8. 9, 10. 
Квадраты: 1, 4, 9, 16, 025; 36, 49, 64, 81, 100. 
Вубы: 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 1729, 1000. 

Борень. — Корнемъ второй степени или квадратным изъ даннаго числа 
называется такое число, квадратъ котораго равенъ данному числу. Такъ, квад- 
ратный корень изъ 9 равенъ 3, потому-что квадрать трехъ даетъ 9. 

Вубичнымь корнемъ изъ цаннаго числа называется такое число, котораго 
кубъ равенъ данному числу. Напр., кубичный корень изъ 64 равенъ 4, пото- 
му-что кубъ четырехъ равенъ 64. 

Борнемъ четвертаго порядка изъ раннаго числа называется такое, четвертая 
степень котораго равна данному числу. Такъ, корень четвертето порядка изъ 16 
равенъ 2, ибо 2“ —16. - 

Вообще, корнежъ, и-го порядка изъ даннаго числа наз. такое число, кото- 
раго я-ая степень равна данному числу. Такимъ образомъ корень ®-го порядка 
ИЗЪ а” есть а. 

Для обозначеня корня употребляютъ знакъ / , подъ которымъ ставятъ 
данное число, называемое поэтому яодхореннымь числомь. Въ отверст!е этого 
знака ставятъ число, которое показываеть, въ какую етепень должно возвысить 
корень для получен!я даннаго числа; его называютъ яоказателемь корня. 

Такъ, чтобы обозначить письменно, что корень четвертаго порядка изъ 16 


равенъ 2, пишут: / 16=—2; здесь 2 есть самый корень, 16 — подкоренное 
число, 4 — показатель корня. 


Если показатель корня равенъ 2, то его не пишуть, а подразунваютъ. 


1 1 
Такъ, для обозначеня, что квадратный корень изъ < Равенъ =>» пишуть: 


2 
ее 
4 2 
Коренной знакъ (/_) называютъ также радикаломь. Дьйстве нахожде- 
ня корня называется извлеченемь корня. 


Ей. РЖ 


Первые сяфды употребленя паказателей находятся у Лароша (Аизшейае 
её Сеотейче, 1520); онъ употребляеть показатели 1, 2, 3. — Знакъ \/ нахо- 
Димъ впервые у Христана Рудольфа (1524).— Окончательно же эти знаки вве- 
дены Декартомь. — Знакъ \/ веть ничто иное какъ искаженная буквах 
(начальная буква слова га@х — корень). 

Скобки. — Для обозначеня дЖйств! употребляютъ еще особыя знаки, 
называемые слобками. Имъ каютъ видъ: ( ), или [ |], или { }. Скобки 
перваго вида называютъ яростыми, втораго — квадратными, третьяго — 
фиурными. 

Такъ, для обозначеня, что разность &— 6 нужно умножить на с, пишутъ: 


(&—5).с 
Если это выражен!е написать безъ скобокъ, т. 6. вЪ вид» 
а—ф.с 


то омысль его былъ бы иной, именно: оно выражало-бы требоване — вычесть 
изъ а произведене 6 на с, между тёмъ какъ требуется разность а — 6 умно- 
ЖИТЬ на с. 

Если бы требовалось сумму а-Е В возвысить въ кубъ и результать умно- 
жить на разность с — @, то елфдуетъ сказанныя дЪйств!я обозначить такъ: 


(а-Н 5). (с — а). 
Если опустить скобки, т. е. написать 
а-- 5. — а, 
то смыелъ новаго выражешя не былъ бы согласенъ еъ требовашемъ, потому 
что послфднее выражен1е означало-бы слфдующее требован!е: къ а придать про- 
изведен!е куба © на с и изъ полученной суммы вычесть 4. 

Скобокъ не ставятъ всяк разъ, когда и безъ нихъ обозначене дЁйствий 
не представляетъь недоразум$ й, или когда для обозначеня дЪйствй вводится 
особый знакъ, устраняющий необходимость скобокъ. Напр., еслибы требовалось 
выражене а*-|- (а—6)с раздЪяить на 2?—я?, то обозначая дфлев!е знакомъ 
двоеточ1я, необходимо и дфлимое и дёлитель заключить въ скобки, написавъ: 


[4 - (@—5) в]: (®*—”). 
Но вели вифето двоеточя знакомъ дфлен1я взять черту, проведя ве подъ 
вефмъ дфлимымъ, то она устранить необходимость закаюченя дфлимаго и дЪ- 
лителя въ скобки; частное изобразится въ тавомъ случаЪ въ видь 


а -- (а—5)с 
та -— ла Е 


Точно также для обозначеня, что изъ выраженя а-|- 6 —с надо извлечь 
кубичный корень, сл$дуетъ данное выражене заключить въ скобки, написавши: 


Уе--ь—0. 
Но если протянемъ горизонтальную черту радикала надъ всфмъ даннымъ 


выражешемъ, то послфдняя устранить необходимость заключеня выражен 
а-- 6 -с въ скобки; дЪйстве изобразитея слЪ д. обр.: 


Уа-Р— с. 


и 


== 10 — 


Употреблене скобокъ въ первый разъ ветрёчается въ сочиневши Альберта 
УАипрара: «Шуепйоп почуеШе 4апз Ра]оефге е{©.>, изданномь въ Амстердам 
въ 1629 г. 

4., Классификащя алгебраическихъ фориулъ, — Алаебраическимь вираженлемь 
или формулою называютъ совокупноеть буквъ, чиселъ и знаковъ, указывающую 
рядь дЪйств!Й надъ числами, которыя подразумваютея подъ данными буквами. 
Такимъ образомъ: 

8-4, За? — да -|- 3% 18а (У -- Ус) 
з я— 8—9 
вуть алгебраичеекня выражен!я или Формулы. 

Всякое алгебраическое выражене, не содержащее радикаловъ, называется 
рампональнымь, оно называется иррашональниымь, если содержитъ радикалы. 
Нервыя два изъ вышеприведенныхь выражен! ращональныя, третье — ирра- 
щональное. 

Ращюональныя выражен!я раздЪяяются на уюлыя и дробныя; цфлымъ на- 
зываютъ ращональное выражене, не содержащее бухвенныхъ дфлителей; дроб- 
нымъ, — вырожев!е, содержащее буквенныхъ дфлителей. Такъ, выраженя 


476 | 17а, ти, 19а" За оы 


суть алгебранчесвя цфлыя, хотя второе и третье и содержать числовыхъ дзаи- 
телей; выраженя же 


ао 8а? — 4а6 -- 35° 
а—Ъ” 8—5} 
алгебрически дробныя, такъ-какъ имфютъ буквенныхъь дфлителей. 
Одночленомь называютъ такое выражене, въ которомъ буквы не соедине- 


ны знаками |- п —. Такъ, выражен!я 
— 3 РИ 
с Та3Ь? За 5 | 
Та36с, тт г 


суть одночлены. 
ИМнозочленомь наз. выражеще, состоящее изъ нфеколькихъ  одночленовъ, 
отдфленныхь одинъ отъ другаго знаками -|- или — 
Такъ, выраженя 


З р 43, 
аз — 3а% -|- За6*— 53, Е 2 5 -ф. © 


в 


еуть многочлены. 

Одночлены, составляющее многочлент, называются его членами. Знакъ, 
предшествующий одночлену. считается составною частью члена; такъ члены пер- 
ваго одночлена суть 

—- 3а3, — 3%, --3ам, — 63. 

Если передъ первымъ членомъ не поставлено знака, то нужно подразум- 
вать +. 

Многочленъ, состоящий изъ двухъ членовъ, напр. 4°— 65°, наз. биномомь 
или двучленомь, состоящй изъ трехъ членовъ, какъ а* — 2а6 -- 5% — трино- 


момь или третчленомъ; если же число членовъ больше, то многочлену не да- 
ютъ 0с0баго названия. 


мии 


— 41 — 


Изм$ рен: е. — Число буквенныхь множителей цфлаго одночлена назы- 
вается его излиьренмемь;, такъ, одночленъ 4а35?с будетъ шестая измьренй, по- 
тому-что, представивъ его въ вид 4 ааафбе, видимъ, что онъ водержитъ шесть 


_буквенныхь множителей. Сложивъ показателей, получимъ 3--2--1 или 6; сл. 
< для опредёлешя измфрення цфлаго одночлена нужно взять сумму показателей 


его буквъ. 


Целый многочлен, состояний изъ членовъ одинаковаго изм решя, называет- 
ся однороднымь; измфрене каждаго члена такого многочлена называется также 
измфрещемь самого многочлена. Напр. выражен! а*— 34% -|- 3а5* — 53 есть 
однородный многочленъ третьяго измфреня или трехъ измфренй. Многочленъ, 
котораго члены неодинаковаго измврешя, наз. разнороднымь; напр. многочленъ 
я — За? -|- «53 -- с — разнородный. 

Отепенью многочлена относительно одной какой-либо буквы называется 
высний показатель этой буквы въ многочлень. Такъ 


8ах3 — За? | Тат а 
есть многочленъ третьей степени относительно буквы х. 


5. Числовая величина формулы. — Числовою величиною Формулы называет- 
ся то число, которое получится, если буквы замфнимъ числами и выполнямъ 
указанныя знаками дЪйствя. 


Такъ, если требуется вычислить числовую величину выражен!я 
2а?-|- Уаз 
3с 
при а=4, 2—3 и с—1, то, подотвавивъ вмфете буквъ данныя числа, чай- 
демъ 


2х 42 -|- 48-38 2х16-- /16-Е9 __ 32/25 _32--5 _37__191 
3х1 == Е] И В 2 . 
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1 
12; и есть числовая величина данной Формулы. 


6. Задачи. 


1. Пароходь въ стоячей водЪ и въ тихую погоду проходить Я сажень въ мину- 
ту; течеме рфки сообщаеть ему скорость 3 сажень въ минуту, & вфтеръ — скорость 
0 саж. въ то же самое время. Какое разстоян1е пройдеть пароходъ въ минуту: а) 
по теченпо рфкн и по взтру; Ь) по теченю р%ки, но противъ вфтра; е) противъ те- 
чен1я, но по вфтру, и а) противъ течен1я и противъ вфтра? 


Для числовато приложен1я взять: 4 —491; $—71; @ = 100. 


2. НЪкто начинаеть играть, ныя а руб. Онъь вынгрываеть $ пар и въ ка- 


ждую по с руб.; но затЪмъ пронгрываетъ 4 партй, н въ каждую по [ руб. Сколько 
онъ имфль въ вони игры? 


3. Найти прибыль, приноснмую въ $ дней капиталомъ с, отданнымъ по 2% го- 
довыхъ? Коммерчесвй годъ принимается въ 360 дней. 

Дня числоваго выражен1я взять: с= 2348 р.; #—56; р=5%. 

4. Два пофзда вышли въ одно время изъ Москвы и Петербурга навстрЪчу другъ 
другу. Пофздь, идушйй изъ Москвы, дфлаеть @ верстъ въ часъ, а пофзль, идущий 


й 
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изъ Петербурга, 6 верстъ. На какомъ разстояни отъ Петербурга оба нофзда встр%- 
тятел, если между Москвою п Петербургомъ с верстъ? 
Для численнаго приложен!я взять: @=24; 6 —36; с — 609. 


5. НФкло доаженъ профхать путь въ а версть; отъфхавъ 6 верстъ отъ начала 
пути, онъ окончиль остальной путь, дфлая каждый день по с верстъ. Во сколько 
дней окончилъ онъ остальной путь? 

Для численнато приложен!я взять: а — 1000; 6 — 150; с—=50. 
6. См5щано а фунтовъ табаку по 6 руб. за фунть съ с фунтами по 4 руб. за 


фунтъ. Почемъ нужно вродавать фунтъ смфси, чтобы на всемъ получить прибыли [ 
рублей? 


Для численнаго приложевя взать: @—10; 6—4, 5; е=12; 4=3; /=5. 

7. Кунець имфль @ аршинъ сукна и продалъ его за 6 руб. Сколько онъ полу- 
чилъ прибыли, если ему самому каждые с аршинъ стоили 4 рублей? : 
8. Написать общая формулы всякаго четнато и всякаго не четнато числа. 

9. Написать число, состоящее изъ < сотенъ, В десятковъ и с единицъ. 
10. Написать вычитаемое, если уменьшаемое есть @, а разность 4. 


11. Перюдичесыя дроби а,556.... и @,сссс...., тдЪ а, Вис цфлыя однозначныя 
числа, обратить въ обыкновенныя, 


12. ДЬлимое а, дБлитежь 4, частное 4, осталовъ г. 
Выразить каждое изъ этихъ четырехъ чнсель посредствомъ трехъ остальвыхъ, 
Упростить сх$дуюния выраженя: * 
13. ва а&--%. 
14. ааа-|- ааь -- аа -- аа -- о5Ъ - а6ь -|- аб -|- 665. 
15. роза о, 
16. "РР - жтитрр -- эиитрр : 
аа-- ча-- ча-- 94а 
Написать безъ коэффищентовъ выразжен1я 
17. 5а6с; 4аь -|- 3с4 — 524. 
Написать безъ вкоэффищентовъ и показателей: 
18. 3476; 563; 6а359с; Зх?уз -|- 248; Ат?у — 3ту?. 


19. Найти числовыя величины степеней: 


103; 25; 0,019; 0,033; (3); 0,23; (1); (3); 101. 
Найти числовыя величины корней: 


а И. р Е т; ва: 8 В 
20. /144; уе: ЧаЕ! \0,64; 0,125; \81; те 32; Уаз; у; 
у: 

21. Указаль смысль выраженй: 

а—6(е— а); (т? — п?) (та - из); а-- 35(с-- а); 3а5; (3а}з; 

а(63-- са) —2@-—Г); У; а 2—4; т—{®—[р—(-3)]}; 
| —[@-+а:4. 
22. Написать: 
Произведен!е разности чисель @ и В на сумму ихъ квадратовъ. 
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Произведене куба суммы чисель @ и Ь на разность ихъ квадратовъ, 

Частное отъ раздфлен1я разности кубовъ чисель ри 4 на квадратъ ихъ сумиы. 

Утроенный квадратъ разности чисель а и 65. 

Квадрать утроенной разности квадратовъ чисель а и 6. 

Разность кубовъ сумм а и с-- 4. 

Утроенный корень пятаго порядка изъ произведен1и суммы чисель х ну па 
кубъ ихъ разности. 


Кубичный корень изъ частнаго отъ раздфлен!я разности кубовъ чиселт ри 4 на 
квадрать нхъ суммы. 
23. Найти числовую величину слФдующихь выражен при а—1, 6—2, е—=3, 
4—4 ие—5. 
хе 
ый 
а 352 а - 68 _ с а? 
ай -| 6? те _м с? ^ 
28 12 4 
а Е а*— а Ка а 
ес - 54а |7 ея -: 
4) с 52’ 5) $8 а? 
Найти числовую величину: 
РЕ $8 — с2-|- 205 


2) 


3) 


1 
6) с; Я — 85 при @ —4, 5—5, в—1. 
7) а/я — за-- х/2-- За при #=5, в=8. 
а? 1-На, 1-а о за 
а а 


9) 6—9 @—5@-9 а 
@— у -- = -- Ха—2)6-Ру) при а=16, 6=10, #=5, у=1. 


10) Ув 5. у-- Ув =) — 2) Уч—Ь).а пря а=2, 6—3, 2—6 
ни 9—5. 


ГУТ АЛВА. ТТ. 


Положительныя и отрицательныя количества. 


7. Изображен!е количествъ букваши выето ниоръ не воставляеть еще еу- 
щественнаго отлич1я алгебры отъ ариеметики: и ариеметика, при дожазатель- 
ствф теорем и при рЕшен и задачъ, также пользуетея для изображежя Чиселъ 
бунвами, хотя въ ней употреблене буквъ и не такъ систематично каюъ въ ал- 
тобрь. Сужеетвенная разница между этими науками состоятъ въ томъ, что въ 
раземотрее величинъ алгебра ввокить идею о направлении, соверненно чуж- 
Дую ариометик®. 


не 


Вее, что можеть увеличиваться или уменьшаться и быть измряемо, назы- 
вается математическою величиною. Такъ — весь, объемъ, время, темпера- 
тура, скорость, сила и т. п. суть величины. 

Измтрить величину значить сравнить ее съ другою однородною съ нею 
величиною, называемою при этомъ единицею мьры; точнЪе говоря, это значить— 
найти кратное отношене измфряемой величины къ единиц м®фры. Такъ, изм%- 
ряя вфсъ тфла, мы узнаемъ, сколько разь въ немь содержитея единица вЪса 
(пуль, Фунтъ п т. п.) или какая нибудь Доля ея. Поэтому результатомъ изм*%- 
ренйя всегда является число отвлеченное. Цфлое или пробное отвлеченное чис- 
ло, измёряющее данную величину, называется абсолютнымь числомъ; вмфетв 
съ назвашемъ единицы мфры оно даетъ намъ точное понят!е о разсматриваемой 
величин%. 

Есть величины, для полнаго опредфлешя которыхъ достаточно знать ихъ 
отношее къ единиц м$ры и значене самой единицы; таковы — площадь, 
объемь, вфоъ, капиталь и т. п. Ихъ называють абсолютными величинами. 
Часть математики, изучающая свойства абсолютныхъ чиселъ и дЪйетвя надь 
ними, называется ариеметикою. 

Но есть тая величины, для полнаго опредёленя которыхъ недостаточно 
знать ихъ отношен!е къ единиц® мёры и значен!е самой единицы. Такъ, вели 
мы скажемъ, что точка А, находившаяся въ начал въ нЪкоторомъ мфетЪ на 
прямой ММ, удалилась изъ своего прежняго положеня на 3 дюйма, то этимъ 
новое положеве точки еще не будетъ вполнф опредфлено; надо еще указать — 
въ какую сторону относительно своего первоначальнаго положевя удалилась 
точка, — вправо ила влфво. Еще примфръ. Еслы мы скажемъ, что часы изм$- 
нили свой ходъ въ течеши сутокъ на 2 минуты, то этимъ мы не даемъ вполн® 
яенато понятя о величин измфнен!я; въ самомъ д%лф, мы должны указать 
еще направлене измфненя, т. е. сказать, что часы ускорили или замедлили 
свой ходъ на 2 минуты. Трей примфръ. Если мы скажемъ, что температура 
воздуха измфнилась на 10 градусовъ, то этимъ мы не опредфлимъ еще вполнф 
это измфнен1е; для полнаго опредЪленя изм нен!я температуры надо указать — 
повысилась она на 10 градусовъ или понизилась, т. е. опять надо указать 
направлене измёненя. 

Большинство величинъ, существующихъ въ природ$, имфютьъ два противо- 
положныя направленя, и потому называются иротивоположными величинами; 
таковы — время, которое можно считать въ направлен! будущаго и прошед- 
шаго относительно даннаго момента; яространство, проходимое- прямолинейно 
движущимся тфломъ; ускорене и замедлене пвижешя; температура, потому 
что она можеть быть выше нуля и ниже нуля; прибыль и убытокъ, ибо они 
изм няють капиталь въ двухъ противоположныхь направлешяхъ; наконецъ 
лини, наносиныя на неограниченной прямой отъ нфкоторой постоянной. точки, 
называемой началомъ. 

Такого рода величины, взятыя въ одномъ направлени, называются яоло- 
эеительными, а въ противоположномъ — отрицательными. Отъ насъ зави- 
ситъ, въ какомъ направлени считать противоположныя величины положитель- 
ными, и въ какомъ — отрицательными; но, во избфжаше недоразумВ ий на 
этоть ечеть, условились считать положительными: 1) разстояне вправо отъ 
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начала, 2) время будущее, 3) ускоренше, 4) прибыль, 5) капиталь, 6) темпе- 
ратуру высшую нуля. Противоположныя этимъ величины, т. е. разетоян!е 
влВво оть начала, время прошедшее, замедлене, убытокъ, донгъ, температуру 
ниже нуля — будемь принимать отрицательными. 

Существують два способа изображеня противоположныхъ ведичинъ — ра- 
фическй и алебраическай. 


1. Условимея каждую единицу разсматриваемой велячины изображать пря- 
мой лишей опредфленной длины, нпр. лншей аб (черт. 1); отложивъ лин аб 


РИ ИВЕЕЫ 
Черт. 1. 
на неограниченной прямой столько разъ, сколько въ разсматриваемой величин% 
находится единицъ, мы и получимъ графическое изображение абсолютнаго зна- 
чен!я этой величины. | 
Для изображеня противоположныхь величинъ, какого бы рода они не 
были, условимся представлять ихъ прямыми, наносимыми на неограниченной 


0 


анны 


т —- 


х. 
Черт. 2. 


прямой (называемой осью) хх’, начиная отъ нфкоторой точки ( (ее называютъ 
началомь); причемъ положительныя величины будемъ наносить по направлено 
0, а отрицательныя по 0х’ ибо лини 0х и 05’ сами суть величины противо- 
положныя (черт. 2). 

И такъ, абсолютныя значеня противоположных величинъ можно пред- 
ставлять длинами извфетныхь лиШЙ, а направления — яоложендемь этихъ ли- 
вй относительно начала. 

При такомъ представлеши противоположныхъ величинъ каждая изъ нихъ 
имфетъь опредфленное начало и конец. 


Примъчане. Граоическимь представленемъ противоположныхь величинъ 
пользуются при доказательствахъь тамъ, гд% чисто-ахгебраическе методы трудно 
прим$нимы. Въ преимуществамъ грахическихь методовъ принадлежить ихъ на- 
глядность, позволяющая легко усвоять истины весьма отвлеченнаго характера. 
Ниже мы воспользуемся этимъ методомъ при доказательствВ теоремъ, отноея- 
щихея къ свойствамъ суммы. 

2. Другой способъ изображемя противоположныхъ величинъ состоитъ 
въ слёдующемъ. Абеолютное значен!е величины изображаетея или циФрою или 
буквою, направлене же знаками: -|- я —, причемъ положительныя величины 
означаютъ знакомъ --, а отрицательныя знаком —. Такимъ образомъ, вм%- 
ето того чтобы говорить: «пять Футовъ вправо», говорятъ: «плюсъ пать Фу- 
товъ», (письменно: -|-5 Фут.); выфето: «семь лётъ тому назадъ» говорятъ: 
«минубъ семь яФТЪ» (письменно: — 7 лфтъ), ит. п. 

ЗАВеь самъ собою возникаетъ вопросъ: почему дня обозначения направленя 
величинъ взяты знаки: -|- и —, Т. е. знаки дФйствй сложеня и вычитан!я? 
Въ отвЪть на это замфтимъ, что положительныя величины одного рода ел%- 
дуеть разематравать какъ слагаемыя между собою; дйствительно, имфя какую 
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нибудь прибыль, мы всякую новую прибыль будемъ прикладывать къ прежней, 
такъ какъ она служить къ увеличению уже имфющейся прибыли; если точка, 
находящаяся на прямой, перемфщена вправо, то веякое новое перемфщен!е 
вправо будетъь прикладываться къ прежнему, и т. д. Потому-то положительныя 
величины, какъ слагаемыя между 60б0ю, и сопровождаются знакомъ илюсъ. 
Отрицательныя величины одного рода, по отношеню къ полижительнымъ, с4%- 
дуетъ разсматривать какъ вычитаемыя. ДЪйствительно, имя капиталъ, мы 
веяюй доягъ будемъ изъ него вычитать, такъ какъ долгъ служить къ умень- 
шен!ю капитала. Веяый проигрышъ, служа къ уменьшен!ю капитала, должно 
разематривать какъ вычитаемое. Всякое перемфщев!е точки вафво, служа къ 
уменьшению существующаго перемёщеня вираво, есть вычитаемое, ит. д. 
Потому-то отрицательныя величины, какъ вычитаемыя по отношен!ю къ поло- 
жительнымъ, и сопровождаютъ знакомъ минусъ. 

8. Мы обобщили понят!е объ ариометическомъ количеств, введя въ ‘это 
поняте новый элементъ — наиравлене, причемъ самое обобщеве вывели изъ 
разематриван!я величинъ. Но къ тому же обобщен ю можно придти еще другимъ 
путемъ—изъ раземотрёв1я дфйетвЙ надъ числами. 

Пусть изъ нфкотораго числа а требуется вычесть 6: разность выразится 
Формулою а— 5. Зифеь слфдуеть раземотрёть три случая: 

1) Когда а больше 6, то-есть уменьшаемое больше вычитаемаго, то вычита- 
не таков всегда возможно. Тавъ, если а—10 и 6—4, то Числениая величина 
разноми &— 6 равна 6. 

2) Ели 4—6, т, 6. вычитаемое равно умевыпаемону, 3ю вИч#ю снова 
возможно, потому-что отъ а всегда можно отнять столько единии, окожько ихъ 
въ немъ находится: но обстафокь вычитаня уже неё НренетавляетЪ никакого 
числа: ойъ есть нуль, выражающий отсутстве всякой величины. Однако, уже и 
въ ариеметик$ принято и нуль называть числомъ. 

3) Когда а <Ь, 1. е. вычиТаенов больше ушенымаемаго, то ВЫчиФаше не 
вседа возможно; разсмотримъ, когда оно возмомно и когда ВЫ. 

Раземотрижь сначала величину ариожезическую, т. #, тавую. кая йоторой 
не сущеетвуеть прогивоноложной. Различиыя бостояней такой величины можно 
предетавлять графически разсфоянтямя Точейь прямой, Вебграниченно простира- 
ющейся тольно 55 одну сторону ОТ своей начальной течки, напр. отъ точки 
0 вправо (вю направавню 0х). 


ие ео х.| 
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Черт. 3. 


Вычитан!е $ изъ а выразитея Графическа нанесенемъ лиши @ вправо отъ 
точкя 0 — въ направлени возрастающихь разстеявй, а вычитавтй лини 6 
оть ковца М лини ОМ—а въ нанравлеши, противоположнеиь направлентю 
возрастающихь разотоявй т. в. взфво отъ М (черт. 3). Самое построение по- 
казыраемь, что вычитане возможно до т6хъ поръ, пока 6 — или < @. Если же 
Ь большё а, то поетроеве укажетъ невозможность дъйетея, потому-что ко- 
нець М лини И№Ы—Ь упадеть въ этомъ случаЪ вяЪво ОТ точки 0, такъ 


М —: 


сказать въ пустоту, ибо лишя Ох, простираясь только вправо оть 0, нё 
имфетъ точекъ влЪфво отъ 0. 
— Пусть а=5, $=7; тогда 
а—6—5—7; 
разность 5 —7 можно выразить однимъ числомъ; въ самомъ дЪлЪ — вычесть 
7 изъ 5 вее равно что сперва вычесть 5, а затфмъ 2, слд. 


5—7—5— 5—2; 


не 5—5—0, сл. 5 —7—=0—2; опуская 0, получимъ въ остаткЪ — 2. 
Разность выражается отрицательнымъ чиеломь — 2; но это отрицательное число 
въ данномъ случаЪ ничего не предетавляетъ, не имфеть никакого реальнаго 
значеня. 

Но если разсматриваемая прямая простирается не только вправо, но и 
влЪво ‘отъ точки 0, представляя такимъ образомь величины, имфюцИя два 
противопеложныя награвленя, то дЪйств!е вычитан!я большаго числа изъ мень- 
шаго, бывшее въ первомъ случаЪ невозможнымь, теперь становится возмож- 
ным, ибо лин 2/2 имфетъ точки влЪво отъ 0, и разность а —6 — — 2 иметь 


Черт. 4. 


совершенно реальное значеше, представляя лишю 0№\, лежащую влфво отЪ 
начала 0. 

Итакъ, при вычитавши большаго числа изъ меньшаго получается отрица- 
этельное число; оно не имфеть никакого реального значеня въ случа абеолют- 
ныхъ величинъ, и напротивь иметь совершенно реальное значеше въ случа 
величинъ противоположныхъ. 

Самое правало вычитан!я большгаго числа изъ меньшаго легко вид®ть изъ 
приведеннаго примЪра 

5—7=— 2, 
именно: нужно изъ большаго числа вычесть меньшее и передъ остатком по- 
ставить знакъ (—). Е 

Въ противоположноеть отрицательным числамь, числа, получаемыя при 
всегда возможномъ вычитани меньшаго числа изъ большаго, называется поло- 
жительными и обозначаются знакомъ -|. 

Такъ, если а=5, с—=3, то 

а-е=5—3=-2. 

Легко видфть на чертежЪ , что значеше положительнаго числа противоположно 
значению отрицательнаго: въ то время какъ отрицательное число а—6—— 2 
означаеть линю ОХ, лежащую влюво отъ точки 0, положительное число 
а—с=--2, выражаеть линю ОР, лежащую вяраво отъ начала. 


9. Алгебраическое количество. — Количество, состоящее изъ двухъ элемен- 
товъ: 1) изъ численной величины, которая можетъ быть ифлая или пробная, 


2 


эн 


{003 


==, {8 = 


и 2) знака (--) или (—), указывающаго направлен!е величины, и называется 
собственно аллебраическимь количествомь. Такъ 


45, —6, 5, — 25 Ча, а, 309, — 50 


суть количества алгебраическя. 
Если въ количеств отбросить знакъ, то получитея ариометическое число, 
которое называется абсолютной величиной или числовымь значенемь количе- 


1 1 
ства. Такъ, количества -|-Зи — 5 ИМЪЮтЬ абсолютными величинами 8 и 5: 


10. Выгоды, происходящя отъ введешя отрицательныхъ количеств. — 
Введене отрицательныхь количествъ въ алгебру имфеть чрезвычайно большое 
значен!е, такъ какъ оно даетъ математическимь выводамъ ту общность, которая 


безъ отрицательныхь величинъ была бы недостижима. Пояснимт это примрами. 


Примзръ Т. Куплень поверь за а 1р46., а проданз за Ъ руб.; 
Какое измтъненае произошло отз этою оборота вз капиталь? 


Для опредленя измфиен!я капитала вычтемъ изъ 6 руб. а руб.; найдемъ 
$ — а. 
ЗдЪеь могутъ быть три случая. 


1) Если 6>а, то разность 6 — а будеть положительная и выразить 
собою прибыль, полученную при продаж товара, потому что цфна (5), за 
которую проданъ товаръ, больше цфны (а), за которую онъ купленъ. 

2) Если 6 — а, то разность 6 — а равна 0, и означаетъ, что при продажь 
не получено нж прибыли, ни. убытка, что очевидно. 


3) Если 6<а, то разность 6 —а будеть отрицоянельная и выразить 
убытокъ, полученный при продаж товара, потому-что цфна (5), которую ку- 
пецъ беретъь, продавая товаръ, меньше цъны (а), которую онъ самъ заплатилъ 
за товаръ. 

И такъ, вс частные случаи, которые мотуть вотрётиться при рёшени 
данной задачи, можно соединить въ одной ФормулЪ: 6 —@, которая и выра- 
жаеть собою измЪнен!е капитала во вефхъ случаяхъ, причемъ положительный 
результатъ означаеть прибыль, а отрицательный — убытокъ. Правда, мы могли 
бы избфжать получен!я отрицательныхь выводовъ, еслибы при 6 < а стали 
дфлать вычислен!е по Формулф @ —6; но такое дроблене задачи и Формулы на 
нЪеколько отдфльныхъ задачъ и Формуль соотвфтетвенно частнымъ значенямъ 
буквъ не соотвфтетвовало-бы духу алгебры, етремящейся обобщать какъ самые 
вопросы, такъ и ихъ рёшенйя. 


ПрРимьрь П. Нжоторое собъите случилось спустя & лытз посль 
Р. Х., а доуюе событие п зодами раньше. Козда имъло мюсто вто- 
фое собылте? 
Время втораго событя найдемъ, вычтя я изъ & сябд. оно выразится 
Формулою 
$— п. 


Здфеь опять возможны три случая: 


бы 


1) Если #>ю, разность # — положительная; напр., если первое событ!е 
имфло мфсто спустя 600 яЪть послЪ Р. Х., а второе 400 годами раньше, то 
подставивъ въ Формулу { — я выфето # число 600 и 400 вмЪето ®, найдемъ 


$ —п— 600 —400 —-- 200. 


Очевидно, этоть положительный результатъ означаетъ, что второе событ!е им ло 
мЪето черезъ 200 лЬтъ яосль Р. Х. 

2) Ели #—", то разноеть & —я=—0. Нулевое р®шене, очевидно, озна- 
чаетъ, что второе событе совершилось въ самое Р. Х. 

3) Еели, наконецъ, #< я, то разность # — я будетъ отрицательная. Есля 
положимь, что первое собые совершилось спустя 600 лфтъ послЪ Р. Х., а 
второе за 800 лёть до перваго, то подставляя въ Формулу #— ® эти числа, 
найдемъ 

}{—п—600 — 800 — —200 1. 


Ясно, что отрицательный результать означаетъ, что второе событе соверши- 
лось за 200 п. до Р.Х. 

И такъ, замбтивъ, что положительный“ результать означаеть время лоелЪ 
Р. Х., а отрицательный — время до Р. Х., мы въ формул #—ю иыфемъ рё- 
шене всфхъ частныхъ случаевъ данной задачи. И здесь мы могли бы избёжать 
отрицательнаго вывода, вели бы вторую задачу рЬшили по иной формул: 
®— 1, но такое проблене задачи и Формулы не соотвЪтетвовало бы духу 
общности, составляющей отличительный характеръ алтебры. 

И такъ, введея!е отрицательныхъ количествъ даеть возможность какъ самые 
вопросы давать въ совершенно общей хормф, такъ и рёшене вефхъ чаетныхь 
случаевъ выводить изъ одной общей хормулы. 

11. Свойства положительныхъ и отрицательныхь количествъ. — Если имфемъ 
нфеколько примфровъ вычитаня, въ которыхъ уменьшаемыя равны, то остатки 
будуть тёмъ меньше, ч$мъ больше вычитаемыя. Такъ, вычитая изъ 5 послЪдо- 
вательно 1, 2, 3,..... ‚ получимъ остатки 


5—1=-4 
5—2—--3 
5— 3—2 
5—4=-1 
5—5= 0 
5—6 —— 1 
5—1=— 4 


5—8——З ит. д. 
величина которыхъ становится все меньше и меньше. Сравнивая между собою 
остатки, находимъ такимъ образомъ, что 
4 > --3>-2>-1>0>—1> —2>—З ит. д. 
Отсюда сяфдуеть что: 
1) Всякое положительное количество больше нуля; 


2) Веяков отрацатезьное количество меньше пуля, 


3) 0 составляеть границу, отдёляюшую положительныя количества отъ 
отрицательных; 


2* 


о 


— 20 — < 


4) Изъ двухъ отрицательныхъ количеетвъ то больше, котораго абеолют- 
ная величина меньше. 

Въ пояснеше выводовъ — втораго и четвертаго приведемъ елфдующе при- 
ифры. Пусть изъ двухъ лицъ А и В первое ничего пе вмфетъ (ни имущества 
ни долга), а второе, не имфя никакого имущества, имфеть долгъ въ 50 руб. 
Долгь и имущество величины противоположныя, причемъ, согласно съ выше- 
привехеннымъ услоемъ, долгъ есть величина отрицательная, а имущество — 
положительная. Такимъ образомъ, состояве А равно 0, состояе В равно 
— 50 р. Лицо, имфющее только долгъ, имфеть менфе лица, ничего не имфющаго, 
поэтому мы вправЪ сказать, что отрицательное имущество В ( — 50 р.) мень- 
ше нулеваго имущества А. Въ этомъ мы имфемъ новое подтверждене вывода: 
отрицательное количество меньше нуля. Положимъ теперь, что А и В не 
имфютьъ никакого имущества, но А имфетъ долгу 30 р., а В — 80 р.; соетоя- 
ще перваго выразитея отрицательнымъ чиеломъ — 30 р., втораго отриц. чис- 
ломъ — 80 р. Очевидно, что лицо, имбющее долгу 30 р., богаче лица, долгъ 
котораго равенъ 80 р., ел®к. — 30 р. > — 80 р. Въ этомъ — новое подтвержде- 
не вывода: изъ двужь отрицательныхь количествь то больше, которало чис- 
ленная величина меньше. 


УГ А Р А ТТТ. 


Цфль алгебрачческихь дфйствЙ. — Завонъ Ганхехля. — Свойства суммы и разности, — 
Свойства полинома.-—Сложеше и вычитане. 


12. — Цвль ариеметическихь дЪйстый состоитъ въ нахождени окончатель- 
наго результата. Иное ДЪло въ алгебр®. Количества, выраженныя буквами, не 
могутъ славатьея, поэтому никакое алгебраическое дфйстве не можетъ быть до- 
ведено до конца. Такимъ образомъ, алгебраическтя дЪйств!я имфють цфлью: ука- 
зать знаками ироизводимыя дъйствия и преобразовеить полученный резуль- 
тать, съ тлъмь чтобы сдълать выражене ео бодъе короткимъ или болте 
яснымь Въ самомъ ДЪлЪ, очевидно, что далфе идти нельзя. Приэтомъ, такъ 
какъ алгебраическое количество состоитъ изъ двухъ элементовъ — абсолютной 
величины и знака, то и правило каждаго алгебраическаго дЪйствя должно состо- 
ать изъ двухъ частей: правила абсолютныхъ величинъ и правила знаковъ. 

13. — Приступая къ какому-либо дфйствию, надо прежде всего опредВлить 
смысль его. Приэтомъ, уже въ ариеметикЪ мы видфли, что обобщеше поняйя 
0 числ ведетъ къ обобщению опредъленй вамыхъ ДЪйстый, въ тЪхъ видахъ 
чтобы избфжать накопленя частыхъ случаевъ и вс эти случаи соединить въ 
одно общее выражене. Такъ, опредфлеве дфйстия умноженя расширяется при 
переходв оть пфлыхь чисель къ дробнымъ. При этихъ послфдовательныхь 0бо- 
бщешяхъ могутъ иногда утратитьея тф или друйя свойства дёйствй. Такъ, мы 
увидимъ далфе, что извлечеше корня, — дёйствые, въ ариеметическомъ смыелъ 
дающее одинъ результатъ, въ алгебраичеекомъ смысл приводить къ нфеколькимъ 


фе 


различнымъ результатамъ; въ данномъ случа, сл$довательно, обобщенное дЪй- 
стве теряетъ свойство давать одинь результатъ. 

Но если, въ видахъ обобщеня, и можно откинуть то или другое свойство 
операцш, необходимо условиться не прибавлять никакихъ новыхъ свойствъ къ 
твиъ, которыя имфли м$сто для дЪйсть надъ количествами менфе общими, и 
это въ тфхъ видахъ, чтобы всякое правило, установленное дяя обобщеннаго 
ДВйствя, было приложимо и къ менфе общему случаю, содержа въ себ, какъ 
частный случай, правило, найденное ранфе для дЪйствя, раземзтриваемаго въ 
болфе узкомъ смыслв, совершенно такъ-же, какъ мемЪе облий видъ количеетвъ 
содержится какъ частный случай въ количеетвахъ обобщенныхъ. 

Это начало, которое слфдуетъ соблюдать при обобщени опредфленй коли- 
чествъ и дЪйств надъ ними, названо Ганкелемъ началомь постоянства правиль 
вычислещя. Въ вилу этого начала, всякое правило, относящееся въ колизествамъ 
обобщеннымь, должно прилататься и къ количествамь носшаго порядка, такъ 
какъ обобщен!е не вводить новыхъ свойствъ, а стало быть и не даетъ м%ета 
такимъ правиламъ, которыя не вытекали бы уже изъ свойствъ ранф® лринятыхъ. 


14. — Установлене правилъ вычисленя зависить единственно ‘отъ свойствъ 
ДЪЙйстый; отоюда необходимость предварительнаго изученя этихъ свойствъ. Озна- 
комимея превие всего съ хундаментальными свойствами суммы и разности. 

При выводф этихъ свойствъ мы для краткости будемъ означать противо- 
положныя величины — каждую одною буквою; такимъ образомъ подъ буквами: 
а, 9, с, а,..... будемъ представлять противоположныя величины, т. е, абсолют- 
выя величины съ сопровождающими ихъ знаками. 


Свойства суммы. 


15. Поняше о сложении есть основное, а потому и не поддаетея никакимъ 
опред лешямъ. 

Мы видфли, что каковы бы ни были противоположныя величины (скорости, 
времена, температуры), ихъ всегда можно представлять прямыми ливями, нано- 
симыми на неограниченной прямой въ томъ или другомъ направлен. Поэтому, 
вели мы желаемъ сложить нЪоволька вехичивъ, то должны помфетить ихъ одну 
за другой, кажкую въ направлен, опредфляемомъ ея знакомъ; т. е. начало 
второй помфстить въ конц первой, нанося ее въ направлени, указываемомъ ея 
знакомъ, и т. д. Суммою будетъ разстоян!е отъ начала первой до конца послЪд- 
ней. Это геометрическое представлене сложеня полезно какъ облегчающее сред- 
ство при доказательств нфкоторыхъ изъ нижеслдующихъ теоремъ. 


ТЕОРЕМА [. — Придоть кз даннному количеству посльдовательно 
нъсколько друзихь — все равно что придать иль сумму; т. с. 
ао -е=а-- 6-5. 
Этою теремою выражается такъ называемый законъ сочетолтельный ВЪ 
сложении. 
ДоклзлтеЕльство. — Пусть напр. а==-|-я, = — В, с=-Е у, гв <, 
Ви 7 суть абсолютныя величины. На лиШи Х/Х отъ точки О нанесемъ снача- 


2 99 ыы 


ла а: придемъ въ нфкоторую точку М. Затёмъ наносииъ — В, сообразно съ 
‚знакомъ этого количества, влфво отъ точки М: придемъ въ точку №. Наконецъ 


Черт. 5. 


оть точки № внраво наносимъ отр®зокъ “у: приходимъ въ точку Р. Сумма а -|- 
--о--с выразится лишей ОР отъ начала перваго слагаемаго до конца третьяго. 

Но 6-|-с составляеть въ тоже время сумму МР, ибо М есть начало слагае- 
маго 6, а Р — конецъ слагаемаго с; ел. представляя линю ОР суммою ОМ- МР, 


и замфчая, что ОМ = а, а МРЕФ-Р с, имфемъ: 
ОР=а--(6+0..... (1). 


А раньше мы нашли, что 


е ОР—= а 6--е..... (2). 


Изъ {1} и (2) заключаемъ, что 


ао е=а-[- (6--с), 
такъ какъ оба эти выраженя представляютъ одну и туже линшю ОР. 
Теорема Н. — Сумма не измънится отз перемьъны порядка сла- 
заемыль. 
Этою теоремою выражетея законь перемъетительный в5 сложещи. 


ДоклзлтеЕльство. Г. Докажемъ эту теорему сначала для двухъь сла- 
таемыхъ, т. е. что ^ 


а. —0--а 
Доказательство это, въ свою очередь, распадается на нфеколько случаевъ, 
смотря по знакамъ количествъ а и 6. 


1} Пусть а и ВБ — положительныя колячества. Наносимъ а по лини ОХ, 
начиная отъ точки 0: придемъ въ точку М. ЗатЪыъ, отъь точки М въ томъ же 


и о о и+4? 


Черт. 6. 
направлени наносимъ 6, и такимъ образомъ приходимъ въ точку Р. Сумма рав- 
на лини ОР оть начала перваго слагаемаго до конца втораго: 
а--6—=0Р..... (1). 


Если теперь на лини 0Р отложимъ часть 00 —, то остальная ея часть 


ЧР будеть равна а; садов. линю ОР можно разсматривать также какъ сум- 
му линй фиа: 


в а—0Р..... (2). 
Изъ (1) и (2) слёдуетъ, что 


а —о-на. 


2 Эа 


2) Составимъ сумну а-- 6, полагая, что а положительно и равно -|- я, а 
Ь отрицательно и равно — В; похожимъ сверхь того, что а > В. 

Нанесемь « на линто ОХ: придемъ въ точку М; оть точки М наносииъ 
линию $, сообразно съ ея знакомъ, влфво отъ точки М: придемъ въ точку Р. 
Сумма а-|[-6 выразятея лишей ОР отъ начала перваго до конца втораго сла- 
гаемаго: 

а--6—=0Р..... (3). 


Черт. 7. 

Нанесемъ теперь ©, сообразно съ знакомъ этой линш, вафво отъ 0: при- 
демъ въ точку (; очевидно, что лишя {ФР — ОМ (ибо каждая состойтъ изъ 6, 
еложеннаго съ 0Р); а потому, нанося а отъ точки (} вправо, придемъ въ точ- 
ку Р, и сумма 6--а выразится линей ОР отъ начала слагаемаго 6 до конца а: 

в Та—=0Р..... (4). 
Изъ равенствъ (3) п (4) находимъ опять, что 
а-ь—=в-а, 
ибо та и другая сумма выражаютъ одну и туже линю ОР. 
Пусть х < В. Нанеся а на лин ОХ вправо отъ начала, продемъ въ точ- 


я: м ж х. 
ЕЙ -?. : 


Черт. 8. 
ку М; оть точки М наносимъ $ въ направлени 0Х!; такъ какъ В > а, то при- 
демъ въ нфкоторую точку Р, лежащую влфво оть 0. Сумна «-|-6 выразитея ли- 
ней ОР, отъ начала перваго до конца втораго слагаемаго: 
а--ь—=0Р..... (5). 

Отложимъ оть точки 0 влёво линю 04— МР —6; очевидно, что ОР 
будеть равна ОМ пли а. СлЪк. лишя ОР будеть выражать сумму ливй: 
00 —=— Ви ОР=-|- а, т. в. 

БТ а—0Р..... (6). 

Изъ равенетвъ (5) и (6) заключаемъ: 

ао = -|- а. 

3) Если бы количества а и $ были оба отрицательны, то доказательство 
было бы тоже самое, что и въ случа 1), только 00% лиши пришлось бы от- 
кладывать влфво отъ начала. 

Итакъ, теорема доказана для двухъ елагаемыхъ. 


П. Докажемъ теперь, что если имфемъ сумму трехъ слагаемыхъ, то можно 
изыфнить порядокъ двухъ послёднихъ. Въ самомъ дЬлв, на основави теоремы 


Г имфемъ: 
ао -е=и-- 6-0) 
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измфнивъ въ скобкахъ порядокъ слагаемыхъ, отъ чего, по теорем® П для двухъ 
слагаемыхъ, сумма ихъ не измфнитея, находимъ 


ан е=а-+ (е-- 5); 
отсюда, замфняя, на основани теоремы Т, выражене а-- (<--5) равныхъ ему 
а--е--Ь, получаемъ 
а--ь-- ем а-е- 5. 
Ш. Въ сумм, состоящей изъ еколькихъ угодно слагаемыхъ, можно изи%- 
пить порядокъ двухъ посафднихъ. Въ самомъ дфлф, такую сумму можно раз- 
сматривать какъ состоящую изъ трехъ слагаемыхъ. 


[У. Во вской сумм можно перемфнить м%ета двухъ иослфдовательныхь 
слагаемыхьъ, гдф бы они ни находились. 


Въ самомъ дфлв, на основанш пункта ПГ имфемъ 
а е-а=а-ь-ра- с; 
прибавляя къ равнымъ величинамъ по-ровну (по е), получимъ равныя, сад, 
а -не-ра-е=арьра--е-е: 


отсюда таклмъ же образомъ 


ан еа-Ре-- [= а-- ра се-Ре-Е Г, ит. к. 
У. Можно измфнить какъ угодно мФеста слагаемыхъ въ сумм%. 


Въ самомъ 51, перемфщая два послфдовательныхь члена одинъ на мВето 
другаго, можно всякое слагаемое помфстить на какомъ угодно мфет$. 


Теорема. ПГ. Нюсколько слааемыхь можно замънить их сум- 
мою (вычиесливъ ее), % наобороть — одно слазаемое можно замъилить 
ньсколькими, которыхь сумму оно представляетз. 


Доклтельство. — Г. Помфстамъь въ начал веб слатаемыя, которыя 
мы хотимъ суммировать; вычиелимь ихъ сумму, сообразно съ ихъ знаками; 
наконецъ, полученный результатъь помЪетлиъ тамъ, гдЪ хотимь. Эти преобра- 


зованя, законность которыхъ выше доказана, доказываютъ первую часть т6о- 
ремы. 


П. Помфстемъ на первомъ мфетф слагаемое, которое желаем разложить; 
разложимь его на части, сумму которыхъ оно составляетъ; наконецъ, разм$- 
стимъ какъ угодно эти части въ данной суммз. Ве эти преобразованя, кото- 


рыл по вышедоказанному всегда можно сдлать, служатъ доказательствомъ вто- 
рой части теоремы. 


Свойства разности. 


16. Опредълеше вычитаня. — Вычитане есть дьйствае обратное сло- 
женю. Вычесть изь первой величина вторую значить найти такую третью 
величину, которая будучи сложена со второю, давала бы первую. Итакъ, 
вычитан/е служить для ршеня сл5дующей задачи: «по данной сумм а двухъ 
количествъ и одному изъ нихъ 6 найти другое». 
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Дьйстве вычитаня и результать его, называемый остаткомь пли раз- 
ностью, обозначается сяфдующимъ образомъ: 


а— 5. 
Назвавъ остатокъ буквою $, по опредфлению вычитан!я имфемъ 
а—=6-[ 5. 
ТЕОРЕМА 1. — Вычитаще какой улодно величины всезда можно за- 


мьзлить придатлемз величины ей противоположной (т. е. противопо- 
ложнаго знака). 


Доклзлтельство. Занфтимъ сначала, что сумма двухъ количествъ а и а”) 
одинаковой абсолютной величины, но противоположныхъ знаковъ равна нулю; 
т. в. | 


а--а=о 
Въ самомъ ДБлЪ, пусть наприм. а есть количество положительное и вы- 
ражается отр5зкомъ ОМ; придать а значить отъ точки М ваЪфво отложить ли- 
ню МО: придемъ въ точку 0. Такимъ обр. сумма, т. е. разстояве отъ начала 
перваго до конца вторато слагаемаго равно 0. ‘См. черт. 3). 


Состояв!е лица, имЪющаго 5 р. капитала п 5 р. долга, очевидно, равно 
нулю, сл. -|- 5р. - (— 5р) =0; ит. п. 

Пусть теперь изъ а нужно вычесть Р. По опредфленю вычитаня, это 
значить: найти такое третье количество, которое, будучи сложено съ Ъ да- 
вало-бы а. Такимъ свойствомъ обладаетъ количество а-|-6; въ самомъ дВаЪ: 


а Ь=а-| {6-5 Ъ} 
по теорем 1 свойствъ суммы. Но, въ силу только — что сджланнаго зам чан!я, 
количество въ скобкахъ равно нулю; сл®д. 


а—— а 6, 
что и требовалось доказать. 


ТеорЕмА П. — Чтобы вычесть сумму, нужно вычесть посльдова- 
зпельно всъ ея члены. 


Доклзлдтельство. — Въ самомъ д%л, пуеть нужно вычислить выражен!е 
№— (еее; =” 
назвавъ разность буквою 6, мы, по опредзленно вычитан!я, имфемъ равенство 
М=е- (а--о-е а), 
или, по теорем | свойствъ суммы, 


Ха е-а, 


а перемёнивъ м$ста слагаемыхъ: 


Ма о-ра-че-ьь, 


*) Въ этой теоремВ и въ теоремЪ Г мы обозначаемъ равныя, но противополож- 
ныя количества одинаковыми литерами разныхь начертавй. 
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или, по той же теорем$: 


№—а-- (6-- а е--ь. 
Злфсь № есть еумиа, б-р а--с--В— одно слагаемое, & — другое; по опредвае- 
ню вычитания (по данной суми® № и одному елагаемому, @ другое опредфляется 
вычиташемъ) имфемъ: 


Х—а—=б--а--е- 6. 


Такимъ же точно разсужденемъ, изъ посл®дняго равенства находимъ посд®до- 


вательно: 
М — а 6—2 (5-1 а); 
№М—@а— в —е=о-а; 
Х—а—в—с—@=5. 
Подетавивъ выЪсте 0 равную ему величину, паходамъ 
М — ‘в-Но-е--а) =М-а—ь-с-—а, 
что и требовалось доказать. 


Принципъ, выражаемый этою теоремой, служить, между прочимъ, основан!емъ 
теори вычитаня цфлыхъ чисель: изъ уменьшаемаго послфдовательно отнима- 
ють веБ части вычитаемаго, разсматривая его какъ сумму единиць, десятковъ, 
сотенъ ит. д. 


ТЕОРЕМА Ш. — тобы придать разность, нужно придать умень- 
шаемое и изъ результата отнять вычитаемое. 


Доклзлательство. — Пусть будеть дана разность 


а—Ь=5; 
по опредфленю вычиташя, имфемъ | 
а—=6-|-ь < 


Придавая равныя къ равнымъ, получимъ равныя величины (придане 6--Ь 
означаемъ скобками); сл. 


М а=м-- (8-5); 
отсюда, по теор. Гов. сум. имфемъ: 
М-Ра—=м№--5--5, 
а по опредфленю вычитания: 
М--а—5=\--5, 
или, замфнивъ 6 его величиною, получаемъ 
№ а—-6—=М-- (@— 5), 
что и требовалось доказать. 
ТеорЕмА Г\. — Чтобы вычесть разность, нужно вычесть уменъ- 
знаемое и къ результату придать вычитаемое. 
Доклзлательство. — Изъ равенства 
а—в=9. 
иифемъ 


а=6-Р6. 
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Придавая въ обфимъ частями по Ъ. вмфемъ: 
а = 6--Ъ=5; 
вычитал равныя изъ равныхъ, получимъ: 
М— (а =\М-—5; 
отсюда, по теор. П св. разн., имфемъ 
М а—6=№М— 5 
но вычесть В — тоже самое, что придать 6; сяЪд. 
М —а--6=№—6=М- (а, 

что и требовалоеь доказать. 


СлъдствтЕ. Придавая или вычитая разность, вседа, можемь измънить 
порядокь двуль производимыть бъйствай. , 


ДоклзаАтелЬьство. — Чтобы доказать теорему для случая приданя раз- 
ноств, напишемъ равенство 


Х-Ра—Ь=а-- МВ, 
справедливое потому, что въ сумы$ К -|- а можно перемфнить порядокъ слагаемыхъ. 


Вторую часть равенства, на основаши теоремы Ш св. разн ‚ можно пред- 
ставить въ видЪ: а--(№—6); сад. 


М-Ра—6—=а-+(М— 5); 
перемфнивъ снова мЪ$ста слагаемыхъ во второй части, полузимъ 
Та—5—(М-В-Ра; 
опустивъ скобки, такъ какъ и безъ нихъ смыелъ дЪйств!Й ясенъ, имфемъ 
5 ма—6=М--ЬВ-ра. 
Для случая вычитан!я разности, на основан случая приданя прямо имфемъ: 
Ха =м-Ь— а. 
ТЕОРЕМА Г. — Разность не измюнится, если къ уменьшаемому 


и выпииптаемому придать или изъ нихь вычесть одно и тоже коли- 
чество. 


ЦоклзатЕлЬьстТво. — Въ самомъ дфлЪ, изъ равенства 


а—ь=— 8, 
по опредфленю вычатаня, имфемъ 
а—6 -- 5. 


Придавая къ равнымъ по-ровну, получимъ количества раввыя, слк. 
а т=о ож, 


или по теорем | св. суммы: 


а--т=8-- 6 т). 


Отоюда по опредфленю вычитаная, 


(а--т) — $ т) =5, 


ИЕ, Си 


пли, замфнивъ 0 его величиною, имфемъ 
(а--т) — 6--т) =а—6. 
Совершенно аналогичнымь премомъ докажемъ что 
(а—т) — (6 —т) =@а— 5. 
Слъдствте. — Всякая разность равна обралщенной разности, взятой 
60 знакомь минусз. 
Доклзлательство. — Имфя разность а —6, мы не измфнимъ ее, вычтя 
изъ обопхъ членовъ ея по а; поэтому 
а—6=—(а— а) — 6—а,; 
пли а—6—=0— (6 —а); 
опуетлвъ ноль, получимъ окончательно 
а—5—=—{%— а). 
ТЕОРЕМА \Т. — Количество не измпнится, если кз нему придать 
и затъмз вычесть одну и туже величину. 


Доклзлтехльство. — Въ самомжь д%л%, по теорем$ Ш о придаши раз- 
ности имемъ: 


Р--а—а=Р-- (а—а) 
=Р-- 0 
=. 


Свойства полинома. 


17. Выражене вида 
а —с—-4—е 
указывающее рядъ сложешй и вычптанШ, называется полиномомь или мною- 
членомь. Члены, предшествуемые знакомъ -|-, называются золожеинельными, 
а предшествуемые знакомъ — ‚ отрицательными. Если передъ первымъ членомъ 
не находится никакого знава, вадо подразумЪвать -|-. Члены полинома суть 
количества, которыя сами по себф могутъ быть или положительныя, или отри- 
цательныя. Отдфльный членъ, называемый одночленомь или мономомь, всегда 
можно разематривать какъ двучленъ или биномъ; въ самомъ дЪлЪ: 


а—а-- 0—=О-а=@— 0. 
18. ТЕОРЕМА. — Во всякомз полиномь можно какз у0дно измт- 


нать порядок членовз, сохраняя перед ними их знаки: величина 
полинома отз этою не измънится. 


Доклзлтильство. — Г. Сначала докажемъ, что можно изыфнить поря- 
докъ двухъ послёднихъ членовъ; т.е., назвавъ совокупность предшествующихъ 
чденовъ буквою Р, докажемъ справедливость равенствъ: 

Ра =Р--6-а, 

Ра в=Р—В— а, 

Р-а—6=Р—В-а. 
Въ самолъ дфлЪ, по теорем$ И свойствь суммы, величина суммы ие измт- 
нитея оть перемфны м%фетъ слагаемыхъ; сяЪд. 1-е равенство доказано. 
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Для доказательста втораго припомнимъ, что на основами теоремы П 
свойствъ разности имфемъ 


Р^а—6—=Р— (а 5); 
измфнивъ въ сумм «--ф мФета слагаемыхъ, получимъ 
Р^а—6—=Р— (6- а}; 
отеюда, основываяеь опять на теор. П св. разн., вторую часть зам няемъ 
Формулою РВ — а, поел чего окончательно находимъ 
Ра в—=Р—Ь— а. 
Наконецъ, на основан слФхствя теоремы 1\ св. разн., прямо имфемъ 
Рав —=Р—Ь-а, 
й третье равенство доказано. 


П. Докажемъ теперь, что можно измфвить порядокъ двухъ послФдователь- 
ныхъ (рядомъ стоящихъ) членовъ волинома. 

Въ самомъ дЪлЪ, всяюе два рядомъ стоящие члена суть послЪди!е члены 
полинома, составленнаго изъ нахъ и имъ предшествующихь членовъ; а по | 


пункту нашей теоремы таке два члена могуть быть переставлены одинъ на 
мфото кругаго. 


Ш. Можно измфнить °какь угодно порядокъ членовъ. Въ самомъ дфлф, 
переставляя два послдовательные члена одинъ на м%ето другаго, можно какой 
угодно членъ полинома перевести постепенно на какое угодно мЪето. 


19. Приведене подобныхъь членовъ полинома. — Два члена, состояще изъ 
одннаковыхь буквъ и надъ одинаковыми буквами имфющ!е одинаковых по- 
казателей, а коэооищенты и знаки которыхъ могутъ быть какже угодно, назы- 
ваются подобными. Короче, подобными одночленами называются таще, у ко- 
торыхь буквенная часть одинакова. Такъ, 3а?53с и — 1а53с — подобны; также 


4 (5 — у) и — 5(@ — 9)*=3 — подобны между собою. 


Когда многочленъ содержить подобные члены, его можно упростить, соеди- 
вивъ подобные члены въ одинъ. Соединене подобныхь членовъ въ одинъ 
называется зриведенемь. 

При вывод® правилъ приведен!я нужно раземотрть елфдуюнщие случаи. 

1) Знаки подобныхь членовь одинаковы. Нусть данъ двучленъ, состояний 
изъ положительныхь членовъ, напр. 396 -- 54%6. Знакъ --, подразум ваемый 
передъь членомъ 345, показываеть, что слфдуеть придать 3а%6; -|- перед 
вторымъ членомь означаетъ, что хридается 546; но придать За, а зат м 
5476 — все равно что сразу придать 8а%, елфдовательно 

За?ь -- 50 —-|- 8а5. 

Возьмемь двучленъь — 453 — 5а6°. Знакъ (—) передь нервымъ членомъ 

показываетъ, что нужно отнять 445; тотъ же знакъ передъ вторымъ членомъ 


означаетъ, что нужно отнять 5463; но отнять 4963 и затёмъ 55° — все равно 
что сразу отнять 945%; втакъ 


— 4а53 — 553 —= — 9а53. 


Отсюда правило: если знаки подобныть членовъ одинаковы, то для приведеня 
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члёновь в5 одинь нужно буквенное выражеще оставить безь перемъны, коэф- 
фищенты сложить, а знакъ поставить обийи. 

2) Знаки приводимыхь членовь различны. Возьмемъ выражеше, состоящее 
изъ двухъ подобныхъ членовь съ разными знаками, напр. 54’? — 3463. 
Знакъ (-|-), подразумваемый передъ первымъ членомъ, означаетъ, что нужно 
придать 54°5*; (—) передъ вторымъ зленомъ показываетьъ, что нужно вычесть 
3а'6*. Прикать 5 разъ а753, а затфмыъ вычесть 3 раза а'53 — все равно что 
придать 2 раза а°53; ел. 

Баз — 363 —-| 24253. 

Въ выражени: — 55? -|- 2а*5* знакъ (—) передъ первымъ членомъ по- 
казываетъ, что нужно 5 разъ вычесть а°68; (--) передъ вторымъ членомъ 
показываетъ, что нужно придать 2 раза а"53; но это — все равно что отнять 
3 раза 2163. Слёд. 

— 54153 -- 2475 — — 34363. 
Отсюда правило: Козда знаки подобныхь членовь разные, то для соединенля 
членовь въ одинь нужно — буквенное выражене оставить безь измъненчя, 
изъ большало коэффииента вычесть меньший и передь разностью поставиять 
знакь большило коэффииента. 

Можетъ случиться, что подобные члены имфютъ одинаковые коэфоищенты, 
но разные знаки, напр. --2а — 2а; очевидно, что тавше члены взаимно уничто- 
жаются т. е. даютъ въ результат ноль. Сад. 

-- 2а — 2а—=0. 

При помощи этихъ правилъь можно дЪлать приведеше подобныхь членовъ 
полинома, сколько бы ихъ ни было. Въ самомъ дёлё, примЗняя первое прави- 
10, мы соединимъ въ одинъ членъ всё подобные члены, имфюние одинаковые 
знаки; послЪ этого придется сдфлать приведене членовъ съ разными знаками, 
примзняя второе правило. Пусть, напр., данъ полиномъ 

71а — 5445? -- 5а\6? —- 3а*63 -{ 8а\5* — 13016 -|- а — 5. 

Членъ 748, не имзющ себ подобнаго, остается неприводимымъ. Члены: 
— 52451 и -|- 5951, какъ подобные члены съ разными знаками и равными 
коэФФоищентами, взаимно уничтожаются. Затфмъ: — 32° и — 13а? даютъ, 
по первому правилу, — 16а*6°; члены: -- 84? и -|- а*ф?, по тому же правилу, 
даютъ -- 9453. Члены: — 16410 и -- 9а*5*, по второму правилу, даютъ 
— 7а*Ъ?. Наконець — 6, какъ не инфющй себ подобнаго, остается не при- 
водимымъ. Такимъ образомъ данный полиномъ приводится къ слфдующему 
сокращенному виду: 

71а — 1а153 — 55. 

20. Расположене многочлена по степенямъ главной буквы. — Когда пока- 
затели иФкоторой буквы въ послФдовательныхъ членахъ идуть постоянно 
уменьшаясь или увелизиваяеь, то говорятъ, что полиномъ расположенъ по 
стененямъ этой буквы, которая вЪ такомъ случа называется злавной. 

Такъ, полиномъ 


бабай 


расположенъ по возрастающимъ степенямъ буквы х. 


— 31 — 


Многочленъ 
5а ба? ЗаА 
4 з * 
ыы мы = — 
3% 92 р - Е 
расположенъ по убывающимъ степенямь буквы х. 
Многочлень 


Зах‘у — 1259 - Таз?" 
расположенъ одновременно по убывающимъ степенямъ буквы х и по возраета- 
ющимъ буквы у. 
Многочленъ называется яолнымь, если показатели главной буквы идутъ 
увеличиваять или уменьшаясь постоянно ва единицу и если имфется членъ не 
содержащй главной буквы. Таковъ напр. многочленъ 


ах вхз- сх? - ах е: 

это есть полный многочленъ относительно буквы х. 

Если же нфкоторыхъ степеней главной буквы недостаетъ, многочленъ 
называется неполнымъ. Напр. 

2‘ — 32-251 

есть неполный многочленъ четвертой степени относительно буквы х: въ немъ 
недостаеть члена, содержащаго 2. 

21. Задачи. 


Сдфлать приведен!е въ сл%дующихь многочленахъ: 
1. 3996 -[- 7а63с — а -|- 15453 -- 9а3 — 4ае — 5а35. 
2. 823 — 522у — 72" -- 423у — 993 — 523 — 1429 -- 2829? — 602 -|- 2053. 


] 1 1 1 5 1 17 15 1 
В Вы В р Е аВЫ ыы вт 
3. тре аи — уе Зе — бурая ив -- БУ 
4. 12,49т2и — 3,722 -- Тот -- 2,93 — 6,39? -- 5рз-|- 3,729. 


1 
5. 952 — в 3,6е-| зиз-Е 0,1бу — 4. 


Слоежеше. 


22. Сложеще полиномовъ. ГЕОРЕМА. Ч70бы придать полиномь къ 
какому нибудь количеству, надо всъ члены полинома приписать къ 
этому количеству — каждый с5 пмьмь знакомз, какой передь нимз на- 
ходится. 

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. — Оно основано на правилв придан!я сум- 
мы или разности. Пусть требуется къ Р придать нолиномъ а- 5-|-с — а; КВй- 
стве обозначаемъ, заключивт, многочленъ въ скобки: 


Р-Н (а— 6-е —4а). 
Разсматривая 4 какъ количество вычитаемое изъа—6-- с, обозначаемъ 
это двйстне, заключивь в —В--с въ новыя скобки; такимъ образомъ полу- 
ЧИМЪ: 


Ра — 5-е — 9) =Р+ @—в-9—4. 


Разсматривая а—6-Ё-с какъ одинъ членъ разности, а @ какъ другой, й 
припоминая, что по теор. Ш св. разн. дая придан!я разности надо придать пер- 
вый члеяъ и отнять второй, найдемъ: 


Р--(&а—6-е— а) =Р- (а—6--9 — 4. 


Разсматривая «а —Б какъ одинъ членъ суммы, а с какъ другой, что 0603- 
начаемь соотвЪтетвующими скобками, имфемъ: 


Р--(@ в е—а)=Р--[(а—8)-- с] — а. 


На основанши теоремы Ш св. сумзы можно членъ [(а—5)-- с| зам нить 


« 
вуммою составляющахъ его членовъ; так. обр. (( 


Р-- (а ь--е—а)=Р- (аа. 
Наконець по теорем о придав разности получимъ окончательно 
РЕ (ав -е-—а=Р--а—в-е—а. 


ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. — Оно проще перваго. Разематривая прида- 
ваемый полиномъ какъ одинъ членъ, мы, перемфняя мФета слагавмыхъ, мо- 
жемъ написать: : 


Р-- (ао -е— а) =(а—в-ф-е— а) Р. 
Вторая часть равенства означаетъ, что изъ @ надо вычееть 6, затфиь при- 


дать с, вычесть 4 и наконецъь придать Р; но тоть же смысль будеть имфть это 
выражение, если въ немъ опуетить скобки; сл. имфемъ право написать 


РН (ао е— а) =а— 6-е —а-Р. 


Переставивъ затфиъ послфдвй членъ второй части на первое мФето, по- 
лучияъ окончательно 


РЕ (а—в-е-а)=Р-а-—ь-е—а. 

Итакъ, дня сложешя многочленовъ надо члены одного многочлена припи- 
сать къ другому, каждый съ т6мъ знакомъ, какой передъ нимъ находится и, 
если можно, сдЪлать приведене. На практик, для удобства приведеня, нишутъ 
члены одного многочлена подъ другимъ, наблюдая, чтобы подобные члены на- 
ходились въ одномъ вертикальномъ столбцф. Такъ, пусть требуется сдфлать 
сложение: 


453 — Бах -|- 1а2? — а3-|- (8а° — 23| 4ах* — Зах) | (497% —3ж-- а”). 

Располагая многочлены еказаннымъ образомъ, имфемъ: 
| 453 — Ба?д-- Та2 — а 

— 23 —Зах-- 4а27-р 8аз 
\ — 22492 = & 

Сумма... 2 — 4х -|- 11ах*-- ваз 
или, располагая члены по убывающимьъ степенямъ буквы а: 
З3аз — 4тх -- Маж- 23. ы 


23. Сложеше мономовъ. — Правило этого дфйствыя можетъ быть введено на 
основавш правила сложеня полиномовъ, такъ-какъ всяюЙ мономъ можно раз- 
сматривать какъ биномъ. | 


Слагаемыя 


— 35 — 


Уменьшаемое. ..... 5235? — 10263 | 8а6* — 65 
Вычитаемое .... . `` 2035? Та 3 — За6* = 65° 
Остаток... ... о. 39708 + 5а5* -- 56° 


25. Вычиташе иономовъ. — Правило вычитан1я одночленовъ можно вывести 
на основани правила вычитан1я многочленовъ, такъ какъ всявй одночленъ мож- 
но разсматривать какъ двучленъ. 

Пусть изъ какого нибудь количеетва Р, подъ которымъ можно подразум$- 
вать или многочленъ, или одночленъ, требуется вычесть -|- а. Разематривая -|- & 
какъ бинонъ о--а, на основан правила вычитав!я многочленовъ находимъ 

РЫ— (а) =Р— (о а)—=Р—о— а; 
опустивъ о, имфемъ: 
Р— (Та)=Р-а.... (1). 

Разсматривая — @ какъ биномъ о— а, подобнымъ же образомъ найдемъ: 

Р— ([—@)—=Р — (о —а)=Р—ора=Р-а. . . (2). 

Такимъ образомъ, вычитаемый одночлень надо приписывать къ уменьшае- 
мому 65 обратнымь знакомъ. 

Наприм$ръ 

5а362с — (— 24303) —= 505% -|- 2а*3е — Та36с. 
Такимъ же образомъ найдемъ: 
1) 3— (45) =3—5=— 2. 
2) 3— (—5) =3-5=-8. 

Замфчая, что остатокъ перваго вычитан!я (—2) меньше уменьшаемаго, 
между тЬмъ какъ остатокъ втораго (- 8) больше уменьшаемаго, заключаемъ, что 
съ алгебраичеекимъ вычитаемъ не всегда соединяется понят!я объ уменьшении: 
вычесть положительное число — значить уменьшить, вычесть отрицательное — 
значить увеличить. 

Примьчане. — Правило вычитаня одночяеновъ можно-бы было вывести 
непосредственно, основываясь на опредфленши этого дВйетвя; такой выводъ ни- 
Ч%мъ не отличается отъ втораго доказательства правила вычитан!я многочленовъ, 
нотому мы его и опускаемъ. 


Употребленте екобокъ. 


26, Если многочленъ или нЪсколько его членовъ заключены въ скобки, от 
можно ихъ опустить, ваписавъ многочленъ. безъ скобокъ. ДЪйетве это наз. рас- 
крытаемз скобокз, а правила его непосредственно вытекаютъ изъ правилъ сло- 
жешя и вычитавя многочаеновъ. При этомъ слфдуеть раземотрёть два случая. 

1. Если передъ скобками стоитъ знак --, то можно опустить скобки вмЪе- 
т съ знакомъ, который передъ ними находится, перепивавъ члены, стоявиие 
въ скобкахъ, съ ихъ знаками. Такъ, выражен!е 


а-- (-в-е—а--е), 


по раскрытми екобокъ, даетъ, по правилу сложения, 


а—в--е-—а-е. 


3+ 


— 96 — 


2. Если многочленъ или часть его заключена въ скобки, передъ которыми 
стоитъ знакъ —, то можно опустить скобки выфст№ съ знакомъ, который имъ 
предшествуеть, перемфнивъ знаки у вефхъ членовъ, стоящихъ въ екобкахъ. 
Такъ, многочленъ. 


—* а—в—(—е--Г— 1), 


согласно съ правиломъ вычитанн, по раекрытш скобокъ дастъ: 


а—ьеЫ— 1-й. 

Если многочденъ содержить несколько паръ скобокъ, то ихъ можно уничто- 
жать послфдовательно, начиная или еъ внутреннихъ, или съ наружныхъ, руко- 
водетвуяеь каждый разъ вышеприведенными правилами. Такъ, въ выражени 
а— [6+ (се — а)] раскрывъ сперва наружныя скобки, найдемъ 

а—в— (е— а), 
принимая на-время с —@ за одинъ членъ. Раскрывая оставиИяся скобки, нахо- 
димъ окончательно 
а—в— са. 

Наобороть, раскрывая сначала внутренн!я скобки, т. е. вида (), въ вы- 

ражения 


а—{—6-- [с — (9—6), 
а— {1—6 [«—а-е]}; 


раекрывъ затёмъ квадратныя скобки, найдемъ 


а—{ —В-е—а--е}; 
раскрывъ, наконець, Фигурныя скобки, получимъ окончательно: 
а —с{а—е. 

Наоборотъ, можно мноточленъ или часть его заключить въ скобки, такъ- 
чтобы передъ ними быль опредфленный знакъ Здфеь опять надо раземотрёть 
два случая. 

1. Если многочленъ или часть его желаемъ заключить въ скобки со зна- 
комъ -- передъ ними, то у членовъ, вносимыхь въ скобки, слёдуеть сохранить 
ихъ знаки. Такъ въ выражени а - 6 —с--@—е внося три поелфдн!е члена 
въ скобки съ знакомъ -|- передъ ними, получимъ 

в--Ъ--(—-е--а— 9); 
справедливоеть этого преобразовав1я подтверждается тВмъ, что, раскрывъ скобки, 
находимъ данное выражеше а--6— с-- @—е. 

2. Если же многочленъ или чаеть его требуется заключить въ скобки со 
знакомь — передъ ними, то у членовъ, заключаемыхь въ скобки, надо знахи 
перемфнить на обратные. Такъ, если три средыйе члена многочлена а—6-{-/— 
—1-Р А нужно заключить въ скобки съ знакомъ — передъ ними, то найдемъ: 


а— (у ь) К; 
справедливость преобразовашя доказывается тфиъ, что, раскрывъ скобки, нахо- 
димъ данное вырнжене 

а у— В-ГА. 


получимъ 


— $7 — 


Можно въ данный многочленъ вводить и н®сколько паръ скобокъ. Такъ 
напр. многочлень а—6-- с —@-е—{ можно написать въ видь 


а [5-е —@—е- 1). 
29. Задачи. 
Сложить многочлены: 
1. 4а3х — 15а?лу | Таз?у -- (Заху? — Тузх) - (402? -|- Баху — 894). 
9. 153 — 423? | Пау*-Р (95 — 22уз-- 42) -- (352у3 — 10у3-|- 94397). 
3. 94 -- 752 —1--5%- (243 —4%-- 1122) | (8 — 52-7 — =. 


4. 0,8а2 — 3,47а5 — 17,25ас | 3,756 | (— г а? -|-.0,47аб -- 125 ав — т $5). 
5. 26 — 6028 -|- За — 28а3х3 -|- 94152 — 54а -- 2708; 

— 325 -- Таз — 9 авай — ола - В лай -|- ЭТабв — ай; м 

1248 -|- аа | 2824 -- 344323 — Зы — 255 — 28а; 

— 706 -- г а - тролля — 114323 — 7а4х? -|- 15952 — 7а5; 

— 3468 — 20458 — Зари - 6а348 — Замй-- 13а5х -|- 345. 


6. 4219326 — Зала -- 17аузй — Вуаез Г (1422324 | 4хуаз | БлЗуйеЗ 
— 3219526) -|- (— 247526 — За3уёез -|- дла -|- 1952у324) | (231 -- Буза — Табу еб 
- 922321) | (— 12223 |- 451 узе6 — 1ба2уЗей — Зуй 5) -|- (Зиузеб -- 41узи 
— 2313 -|- 70932). 
7. а" -|- ба" -- 104-362 -- 64-353 -- 64; 
— 76” — 32” 62 -|- 74" 353 -|- 8а” Г 4а”-5; 
8а"-263 -|- 34-63 — бат + 3 -- ва"; 
— 34" -- 597-252 -|- За" — 561 — За" 353. 
8. ил — | (ат — тп атуч-- 9") -- (— 5ав? -- Зав -- 
—- 84" — а=*) -- (а — З6= -- тат -- 1499) -- (36с27 — 4 -|- Зтае-Ё и"). 
9, Изъ 1-1 3443 — 2642 -- Зе —44 вычесть 34% -|- 943 — 49452 — 3% |- а. 
10. Изъ 724% — 7843, — 10238 -- 172у3 -- Зу4 вычесть — 21 -|-- 3623 — 17хуз — 
— 84494 -|- 1053. 
11. Изь 104” — 150" — сР-- 544 вычесть — 9а" -- 25" | с? — 541. 


12. Изъ ту — 4,459 -- 19 = 3 -- 0,85425 — 1,75% — 98 — 9,5 вычесть 
47,5476 — 2 -{ 1,125, — 95+ 0,2522, —4 си — 0,6253. 


13. Изъ многочлена 44 — Заз —- 89242 — 9а3х —4а^ вычесть сумму многочлс- 
новъ: 224 523 — 12475 — а3х — 304, 512 — 2ах3-- 80252 — Тазх — в п За -|- 
— а23 — а. 

14. Изъ многочлена 92 — 223 -- а25? — 635-64 вычесть сумму многочленовъ: 
524 -|; 3653 — баба? — аз&-|- 64, 224 — ажз-|- 10252 — 2635 — 0\, 24 —4алз -- За — 
— 4965 — 2а24°. 


— 38 — 


15. Вычислить выраржене: Р-Р'--Р"—Р"--Р”—Р°, вь которомъ 
Р = -- аа? -р ах; 
Ру — 6-9; 
РИ 23 -|- 028 -|- 692; 
РИ 48—93 -|- 23; 
Ра? 6? -|- 027; 
Р` = 225 — у -- се. 

16. Упростить выражене: 

44% -Р [48у — (62 Зу— 72) -- 4] — [48у — 82 -- 22 — (4=-- 9)]. 
17. Упростить выражен1е 
ба-|- {4а — [86 — (2а-- 45) —228]} — {75 -|- [9а — (36 4а) - 8] -- ба}. 


18. Вычислить выражен!е 
у— {#—#— (9-91, 


х— 3а? — 2а5 -|- 553; у— Тай — 8а6-- 55°; 
2 — 942 — баб -- 383; $ — 1102 — 396 -- 48°. 
19. Найти числовую величину выражен1я 
а-- 22 — Б-у— {а—#— 6—2), 


еели а—=9, 6—3, #=6, у—5. 


въ которомъ 


20. Упростить выражене 
9дЗу — 72? -- у: — [49 — 2а3у — { За у? -- 294 — (553, — 223) } 1. 


21. Представить въ видф суммы, различными способами, каждый изъ слфлую- 
щихъ полнномовъ: 


(1) а—-6—с—а (2) 1--4—а—65 
(3) 23—74? —4=--1 (4) 13 — у -- 4142 -|- 43. 
25. Представить въ видЪ разности, различными способами, каждый изъ слФдую- 
ЩиХЪ ПОлИНоМоВЪ: 
(1) @— а? — 8 (2) 23 — 2аву 3 ву — 26 
(3) 2—7 4 — бх1 (4) зу — т --4лу — 4. 
23. Въ важной изъ слфдующихь шести группъь представить полиномы Ри ©: 


одинъ — въ вндф суммы двухь полиномовъ, другой — въ видф разности такихъ же 
ТОЧНО НОлИНОМОВЪ. 


(1) Р=Т-аБ-Ра-ь 9—1—--а—. 

(2) Р=а-в-е— а 9=а-Рь—е— 9. 

(3) РЕЗ 4422 —4х--1 9—2 — 42—45 —1. 

(4) Р—аз-- 36 -| Зав 53 © — 43 — 30% -|- 3а5? — 53. 

(5) Р=а-Н 0 -| 68 — 206 -- 2ас — 2% 9—=@---- с -- 205 — 2ае — 90с 


(6) Рам — Заду — дал? | Зауз-р у 9=4 | 3239 — 422? — Заз у. 


НХ 


ГУГАЮВА ТУ- 


Умножеше. 


Опреджлен!е. — Правило знаковъ. — Зажонъ перемфстительный. — Умножене одночле- 
новъ.—Умножен!е многочлена на одночленъ и обратно.—Умножеве многочленовъ.— 
Замфчательные случаи умноженя.— Задачи. 


28. Опредфлене. — Если для умноженшя даны два ариеметичесвя цфлыя 
числа, напр. 5 и 4, то умножать первое на второе значитъ взять первое сла- 


4 
гаемыъ 4 раза. Но если бы требовалось умножить 5 на т’ то данное опре- 
Алене теряеть смыель въ примфнеши къ этому случаю, потому-что нельзя 
4 | : 
взять 5 слагаемымъ т раза. Такимъ образомъ, опредфлене дЪйстыя умноже- 


ня, въ случа умножешя на дробь, должно быть измнено, но такъ, чтобы 
оно не противорёчило опредфленю умноженя на ифлое число. Умножая 5 на 
4, мы повторяемъ множимое слагаемымъ четыре раза, т. е. составляемъ изъ 
иножимаго новое число такъ, вакъ множитель составленъ изъ единицы. Распро- 
страняя такое понят!е объ умноженш на случай пробнаго множителя, т. е. 


| 4 . 
понимая подъ умножешемъ наприм. 5 на я — оставлено изъ 5 новаго числа 


4 : 
Такъ, какъ т составлено изъ единицы, мы даемъ такое опредёлене умноже- 


я, которое осмысливая случай умноженя на дробь, не противорфчить въ тоже 
время опредзленю дЪфйствя умноженя на цлое число. Распространяя это 
опред лете и ва алгебраичесыя количества, Лакруа даеть слфдующее общее 
опредвлене умноженя: умножить одно количество на друюе значить — изь 
множимаяо составить новое количество танъ, какъ множитель составлено 
изъ положительной единицы. 

29. Правило знаковъ. — Примфнимъ это опредфяене къ выводу правила 
знаковъ при умножени. 

Пусть требуется положнтельное количество (--5) помножить на положи- 
тельное количество (-| 4). Это значить: изъ -- 5 составить новое количество 
такъ, какъ множитель -- 4 составленъ изъ положительной единицы. Но для 
составленя --4 изъ --1 надо 1 повторить слагаемымъ четыре раза; въ са- 
номъ два: (-1)--СВО-СО-СО=41+1+1+1=-4 а 
потому для нахождешя произведеня надо и --5 взять слагаемымъ четыре 
раза. Находимъ 


(5). ЕЕ = 5-5 =-20......(1). 

Пусть требуетея (—5) помножить на (--4). По опредфлен!ю, это значить 
пзъ (—5) составить новое количество такъ, какъ (|4) составлено изъ поло- 
жительной единицы, т. е. надо (— 5) повторить слагаемымъ четыре раза. 
Находимъ 


(—5). +4) =(-5Э+СЭ-+сС-+ (= 5—5 5—5=Ы—20......(2). 


— 40 — 


Дано: (1-5) помножить на (—4). По опредёлентю, надо изъ (--5) соета- 
вить новое количество такъ, какъ (—4) составлено изъ (-- 1). Шо для соста- 
влешя (—4) изъ (--1) нужно у (-- 1) перемвнить знакъ на обратный, и съ 
этимъ измфненнымъ знакомъ взять ее слагаемой четыре раза; дЪйствительно: 


(+++ =-4 
Совершая надъ множимымъ тЪже дЪйствя, что и надъ (-|-1), должно: у 
(--5) перемфнить знакъ на обратный, вслЪдетв!е чего получимъ (— 5), а за- 
тёмъ — 5 повторить слагаемымъ четыре раза. Найдемъ 
(1 5).(—-9=(-Э-(--+(---С-)=—5—5—5—5==-—2......(). 
Пусть, наконедъ, требуется (—5) помножить на (— 4). Согласно опредж- 
ленно, нужно у (—5) перем$нять зизкъ на обратный, и съ этимь измжиен- 
нымъ знакомъ взять его слагаемымъ четыре раза. Получимъ 
(—5).- == 5-55 5=+20......4). 
Результаты: (1), (2), (3) п (4) приводятъ къ сллующему правилу: ири 
умножении двужь количествь надо перемножить ихъ абсолютныя величины и 
передь результатомь поставить знаке -, если множимое и множитель 


имюють одинаковые знаки, и (—), если оба сомножителя импють энаки 
разные. 


При вывод этого правила мы брали числа цблыя. Возьмемъ теперь дроб- 


ныя числа; пусть, напр., требуется аа х (— 5): Пот едфленио умно- 
р., требу \—3 7 р 


ь 2 5 
женя, надо изъ (- 3) составить новое количество такъ, какъ (- 7) состав- 
ь 5 
лено изъ (-|-1). Но для составленя (- т) изъ (--1) надо: 1) --1 раздёлить 
. 1 1 
на 7, велфдетв!е чего получимъ (+ т} въ самомъ дЬлЪ, помноживъ т на 
1 1 7 
7, т. е. повторивъ слагаемымъ 7 разъ, найдемь (+ я)-=(+ =) а ее 
1 
или -|-1; 2) зат ]ь слЪдуеть (+ =) повторить слагаемымъ пять разъ; сд®- 
5 
лавъ это, найдемъ о; и 3) въ результат перемЪнить знакъ на обратный, 


5 2 
что и даетъ (- 7): Поступая съ (- 3) такъ, какъ сейчасъ мы поступали 


9 . 2 
3ъ (--1), дламъ, во-первыхъ, —з на 1, велфуотве чего находинъ — 55; 
2 5 
повторяемь, затёиь, —.:; слатаемымъ пять разъ, что даеть т нако- 
нець, въ результатв перемфняемъ знакъ и находимъ Е 5х >, из х= 
Итакъ: 


2 5 25 
(-3).(-7=+з-т, 
что согласно съ вышеприведеннымъ правиломъ. 


Такимъ образомъ, обозначая буквами & и В абсолютныя чиела, Цин ИЛИ 
дробныя, имфемъ: 
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(+9. (+В =-а. В. 

и. 

му, Гав 

Обобщене правила знакевт. — Пусть а и 6 будуть два количества, кото- 

рыя сами по себф предотавляютъ числа положительныя или отрицательныя; и 
распростравимъ правило знаковъ и на этоть случай. Докажемъ напр, что 
каковы бы ни были знаки а и 6, всегда (— а).(— 5) =-- аб. Раземотрамъ 
четыре елучая: 


Г. Пусть а=-Р а, 6=-Р В, тд6 х и В — числа абсолютныя, цфлыя или 
дробныя. Въ такомъ случа: —а=— (+) =—а, —6=— (4 В) =— В; 
слЪдовательно 


(-4).(-/=—х. — В= ав. 
Съ другой стороны 
+= (а. + = (+8) = ав 
Итакъ, количества (—@)(— 5) и -- 46. какъ равныя порознь одному и тому 
же количеству -|- «8, равны между собою, сл®д. 
([-[«).(-6В=- 45. 
П. Пусть а=— а, 6 = 8, гдВ я и В числа абеолютныя. 
Въ этомъ случа: а= — (=, и —6= — (-- В) = — В; ва. 
(—4). (== а. —8=— вв. 
Съ другой етороны 
4% =- (а. Е В) = (98) = — вв. 
Заключаемъ опять, 310 и въ этомъ случа 
(—а).(- 5) = аб. 
Ш. Пусть а=-а, = — В; отсюда: —@= — (= фа и 
—5=—(-=-Е м. (—а).(- = а. ЕВ =— ав. 
Но 6—5 (а. —В)=-(- ав) =-— ав. 


Опять находимъ, что 
(-9. = 8. 
[У. Пусть, наконець, а=— <, 6—— 8; въ такомъ случаз: 
—а=—(—@= а; —5—=--(—В)=-Р В; саж. 
(- Иа. В=-ав. 
Нон |0 = (а. — = (8) = 28. 


Снова имфемъ 


(—а).([-В)=-- $. 
Итакъ, каковы-бы нибыли знаки количествь о и, всегда имфемъ: 
(4). (-5=4+-4. 


Такимъ же точно образомь можно доказать, что вышедоказанное правило 
знаковъ распространяется и на три остальныя случая; такъ-что, каковы бы ни 


й 
О 
| 
} 
У 
Ее 
1 
| 
| 


пе: о 


были количества а и 6 — положительныя или отрицательныя, и каковы бы ни 
были ихъ абеолютныя величины — ифлыя или дробныя, всегда имфемъ: 


(+4). =; 
(-а).(-9=—45; 
(--а).(—5)=— 5; 
(— а). (—-6) = 4. 
Правило знаковъ при умноженш, въ сокращенной Форм%, выражаютъ такъ: 
одинаковые знаки дають въ произведении плюсь, & разные — минус. 


Слёдствтя. — Укажемъ нфкоторыя слфдетвя правила знаковъ: 
1) Произведеше положительныхъ количеств всегда положительно; такъ, 


2. =-. 

2) Знакь произведеня отрицательныхъь множителей зависить оть числа 
ихъ, именно: если число ихъ четнов, то произведеше будеть положитель- 
ное, потому-что въ такомъ случа его можно разбить на пары, изъ кото- 
рыхъ каждая даетъь знакъ (--); если же число отрицательныхъ множителей не- 


четное, то произведен!е будетъ отрицательное, такъ-какъ въ этомъ случа бу- 
деть одинъ отрицательный множитель, для котораго нётъ пары. Такъ: 

1) (+9).(- 5.9) =(-49.-)=-80; 

2) (+-3).(— 5).(- 2).(- 3) =(+-80).(—-3)=— 240; 

3) (+ 8).(-— 5).(- 2).(— 3).(—= 7) = (- 240).(—Т) =--1680 и т. под. 

Пуимъчане. — Правило знаковъ вотрёчаемъь уже у Дзофанта (365 по 
Р. Х.), но безъ доказательства. Знаменитый Эйлерь въ своей алгебрв даетъ 
слфдующее доказательство: (—а).(—6) равно или -|- аб, или — аб; третьяго 
результата быть не можеть. Этимъ результатомъ не можеть быть — аб, потому- 
что таков произведене происходить или оть (— а)(-- 5) или оть (— 6). а). 
Поэтому, произведене будетъ —=-- а6. Очевидно, это доказательство, какъ и 
доказательство Арамна, не выдерживаетъь критики. Крампъ въ своей всеобщей 
Ариометикь, говоритъ: «Теорема, въ силу которой два отрицательные множи- 
теля даютъ произведен1е со знакомъ, противоположнымъ минусу, и сд. по- 
ложительное, сводится къ извфотному правилу грамматики: дарех песайо а{- 
Игшаф. 

30. Теорема. — Произведене не измъняется отз перемтны по- 
рядка сомножителей. Эта теорема составляеть такъ называемый закон 
перемьъстилтельности в5 умноженди. Докажемъ ее: 


1) Для цфлыхъ положительныхьъ сомножителей; 
2) Для дробныхъ положительныхь производителей; 
4) для отрицательныхь, цфлыхъ или дробныхь, производителей. 


Имфемъ два цёлыхъ положительныхь числа д и 6; умножить а на ® зна- 
чить повторить а слагаемымъ 6 разъ; сл. 


а. $ = ата аа. ..... (6 разъ}; 
но а = 1--1-1-41--.......(@ разъ); саж. 


а. —=(1--1--1--1+...... @аразъ) \ 
а 
+-а--1--1-41+....... № ры 

| 
) 


о ве 


ныхь етрокъ =. 


— (1-11-14. ....... 

Приходится составить сумму единицъ, содержащихея въ этихъ 6 строкахъ, 
Это можно сдфлать двоякимъ образомъ: 

1) Складывая единицы въ каждыхъ скобкахъ, число которыхъ равно 6, 
зы получимъ Б слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое — а; такимъ образомъ нуж- 
но а повторить $ разъ слагаемымъ, что и даеть намъ произведене @.5. 

2) Можно взять сумму единицъ, составляющихь первый вертикальный 
рядъ и равняющуюся 65; затфмъ сумму единицъ втораго вертикальнаго ряда, 
равную также 0, ит. д., а какъ вофхъ вертихальныхь рядовъ а, то прихо- 
дитея 6 повторить а разъ слагаемымъ; найдемъ 


ЬРЬНЬ..... (4 разъ) =Ъ.а. 
Итакъ, сумма одного и того же числа единищъ можеть быть представлена 
произведенями 4.5. и $.4; т. е. 
ар — фа. 
Возьмемъ теперь произведене н%еколькихъ цжлыхъ положительныхъ 60- 
множителей, и назовемъь буквою Р произведене вефхъ ихъ, кромф двухъ по- 


слВднихъ; можно доказать, что въ произведени Ри межно перемфнить мета 
цвухъ послфинихь множителей, не измЪняя этимъ величины произведеня, т. 
в. что Рим = Рит. Въ самомъ дьль 
| Рт=РАЕР--Р--..... (м разъ). 
Произведене Р»х предетавляеть сумму ® слагаемыхь, изъ которыхъ каж- 
дое = Рж или, что тоже, =РАЕРЕР..... (т разъ); слФдовательно 
Рит == (Р-ЕР-ЕР-..... (т разъ) 
а в 19 
Е 


Число горизонталь- 
ныхъ строкъ ==. 


фо . о 


у—Ш8—Й—Ш—=——Щ——— 


Эту сумну можно вычислить двоякихь образомъ: 


1) Въ каждыхъ скобкахъ имфемъ и слагаемыхь, изъ которыхъ каждое 


=Р; поэтому, каждыя скобки дають Ри; это количество повторяется слага- 
емымъ % разъ, сл. сумма —= Ри. 


2) Иначе: въ каждомъ вертикальномъ ряду имфемъ ю слагаемыхь, изъ 
коихъ каждое —Р; сш. каждый вертикальный рядъ даетъь Рю; а какъ вобхъ 
вертикальныхъ рядовъ т, то общая сумма =— Ритж. Итакъ 


Рти —= Рит. 


Основываясь на этомъ выводф, докажемъ, что если дано произведене изъ 


Нфоколькнхъ цфлыхъ ноложительныхь чисель, то каждое изъ нихъ можно по- 
мФетить на каждомъ м%етф. 


В Е 


Такъ, имя произведене афс4е, можемъ, на основан и предъидущей теоремы, 
замфнить его произведеемъ абгей. ЗатЪмъ, разсматривая с и е какъ два поел дне 
множителя пронзведещя абве, замфняемъ послфднее равнымъ ему произведенемъ 
афес, тавъ-что афсеа — абеса. Разематривая $ и е какъ два послёдн!е множите- 
ля произведеня афе, замфняемъ послёднее равнымъ ему произведешемъ еб, 
такъ-что абес4 — аефса. Наконецъ, перемфняя мЪ%ста множителей произведеня 
че, находимъ аефса — еабса. Такамъ образомъ, послфдовательно имфемъ 


афсае = абсе —= афес4 — аефса = вабса, 


откуда видимъ, что множитель е можеть быть поставленъ на каждомъ мЪетЪ 
произведеня, не изм®няя величины его. 

Это справедливо относительно каждаго множителя; елЪд. въ произведени 
цфлыхь положительныхь множителей можно каждаго изъ нихъ помфетить по- 
слфдовательно на каждое мЪсто, не измфняя этимъ величины произведешя. 

П Пуеть множители будуть положительныя дроби. Означая буквою Р про- 


21] т Г 
извед: Не, предшествующее Двумъ послЪднимъ множителямъ а И и припоми- 


ная правило умноженя дробей и замфчая, что правило знаковъ доказано и для 
пробныхъ множителей, находимъ 
у 7% 


ИД у т 
Рх-х-— —- — —х-. 
* > х- — И —=Р же РОК 4 
Такамъ образомъ и здЪсь Не не измфняется отъ перестановки 
двухъ послёднихъ множителей. А отсюда, примфняя вышеприведенныя разсуж- 
деня, находимъ, что 


асе й т 
И 


ь а г 
т асе Ъ 


а. е.е. и. ‚ — 
Галич рав тг 


пара 

т. е. въ произведен нЪеколькихъ дробныхъ положительныхъ множителей мож- 
но последн изъ нихъ помфетить на какомъ угодно мфетЪ произведеня, не 
измёняя величины послфдняго. Правило это справедиливо и дия воёхъ дробныхъ 
положительныхь множителей. 

Ш. Если множители произведения будуть отрицательные, робные или цф- 
пые, то произведен!е, по абсолютной величин, равно будетъ произведеню тфхъ 
же множителей, но взятыхъ съ положительными знаками. Но, по доказанному, 
въ произведени положительныхь множителей можно измфнять порядокъ ихъ 
какъ угодно, не измфняя этимъ величины произведешя. Поэтому абеолютная 
величина нашего произведеня не измфнитея отъ перемфны м%фетъ множителей. 
Слфдовательно, если измфнен!е порядка множителей можеть оказать какое ни- 
будь вяне на величину произведея, то это вшаяне можеть простираться 
только на его знакъ. Но выше было показано ($ 29, Сл. 2), что знакъ пройз- 
веден1я отрицательныхъ множителей зависить только отъ числа, но не отъ но- 
рядка, въ которомъ они разифщены; а какъ число ихъ при производимыхъ пере- 
становкахъ остается тоже самое, то и знакъ произведеня всегда будетъ одинъ и 
тотъ же. Итакъ, измёняя порядокъ множителей въ произведеши отрицательныхъ 
чиселъ, мы этимъ не измфнимъ ни величины, ни знака произведен. 


р | 


Сльдствая. [. Чтобы умножить данное количество на произведеше н*- 


околькихъ другихъ, пужно его посл®довательно умножать на множители этого 
произведеня. 


Въ самомъ дфлф: 
т(афе) — (абс)т, 
по закону перемфетительному; выражен!е во второй части показываеть, что @ 
нужно умножить на 6, произведеве на с, и новое произведене на 0; опустивъ, 
для сокращеня, скобки найдемъ 
т(а6с) = афст, 
но по закону перемст., абст —тафе, сл. окончательно 
т(а6с) —= тафс. 

П. Чтобы умножить произведене на нЪфкоторое количество, нужно на это 
колич. помножить одного изъ производителей. 

Зъ самомъ дёлЬ: 

(аБса)т — афеат (опустивъ скобки) 
—стафа (по закону перемфетительноети) 
== (ст)аба (по смыслу скобокъ) 
— а6{ст)а (по закону перем%ет). 

Ш. Во всякомъ произведении можно: нфеколько множителей замфнить ихъ 
вычисленнымъ произведенемъ, и обратно, какой угодно множитель — другими, 
которыхъ произведеню онъ равенъ. 

Въ самомъ дЪлЬ: 

1). Всегда возможно разематриваемые множители перемФетить такъ, чтобы 
они стояли рядомъ; составить затВмъ ихъ произведен!е; и помфетять послфднее 
куда угодно какъ множителя. 

2). Веёгда возможно множителя, который желаемъ разложить помфстить на 
первомъ мЪфотЪ; замфнить его сомножителями, произведен которыхъ опъ 
равнялся бы; и наконецъ расположить этихъ множителей, какъ угодно. 

31. Правило показателей. — Разсмотримъ умножен!е степеней одного и того 
же основашя. Пусть, напр., требуется умножить а’ на а. Мы знаемъ, что аз 
—4.4.4.в.4 и «3 —а.а.а; сафдовательно @^.а? —= а.4.4.4.в.а.а.а==а*. Отеюда 
заключаемъ, что произведене имфетъ то же самое оеноваше, а показатель его 
равент, сумм показателей множителей. Пусть вообще дано помножить @” на а”, 
гдВ а какое нибудь количество; аж и *х — числа цфлыя и положительный. 
Замфчая, что 

а” — 4.4.4. ......... Г @ повторяется множителемь т разъ, 


й 4'=4.4.4.4..........., ТВ а беретея множителемъ я разъ, 
находимъ, что 


т 2435 п раз5 
ре Е ЕО СЕ — иены. 
"м —а.а.9а.... Е И = 
а воров а ое — а” 
ое о ки: ль 
тт разь 


Итакъ: а”.а" —=а”"". бл. имфемъ правило: 
Произведеще двухь степеней однозо и тою же основашя есть дрлая 


степень тою же вамало основаня, которой показатель равенз суммь пока- 
зателей сомножителей, 


еее 


32. Уиножене одночленовъ. — Пусть дано перемножить одночлены 
баз? сзА Х Ба еР. 
Перемфнивъ порядокь множителей 6,4°,6°,с3,4,5,а? и т. д., отъ чего величина 
произведения не измфнитея, даемъ произведению видъ 


6.5.42.а?.5?.66.с3.с.а*.Р; $ 
примфняя сюда правило показателей ($ 31), имфемъ 
6.5.а758сайР. 
Итакъ 
6453 с'4* Ж Базе р? — Заза. 
Отсюда вытекаеть сафдующее правило умноженя одночленовъ: 


1) Коэффииенты сльдуетъ перемножить. 

2) Затльмь написать одну за друою всъ различныя буквы, влодяийя въ 
оба одночлена, и при каждой поставить показатель, равный сумм показа- 
телей этой буквы въ сомножителяхь; если же буква входить только въ одинь 
изь сомножителей, ее пииуть въ произведении с5 ттльмь показателемь, какой 
она имъеть. 


ПримърЪъ. Умножить: — 72"у52*(и — 0) на Затуци —5):. 


Замфчая, что знакъ произведеня долженъ быть (—), и она найден- 
ное правило, получинъ въ произведени 


— >. 2” (и — 9). 


Умножее многочлена на одночленъ. 


33. Пусть требуется умножать а 6—с на @, гдз подъ буквами @, Би 
с можно разумть вакя угодно числа. Что же касается множителя 4, то слфдуетъ 
различать изсколько случаевъ. 

1. Пусть Я есть цёлое положительное число, напр. 4 =4. Припоминая опре- 
ДЪлене умноженя и замфчая, что 4 составлено повторешемъ положительной еди- 
ницы, какъ слагаемаго, четыре раза, заключаемъ, что и множимое надо повто- 
рить елагаемымъ столько же разъ. Получимъ 


(ав — 6) 4=@-ь—--а--—д--а-ь -Э+@-ь-—9= 
4-46 — 46. 


Результать показываетъ, что для умножен!я многочлена на цфлое положительное 
число нужно каждый членъ множимаго отдфльно помножить на это число, воблю- 
дая правило знаковъ. 


2. Пусть @ равно вфкоторой положительной дроби, напр- =. По опред%- 


з 3 
лепю, умножить а —с ИЯ ЗВ изъ множимаго составить новое коли- 


._8 
чество такъ, какъ множитель составленъ изъ -- 1. Но для составлен! я__ изъ 1, 


ЕЕ Е 


. 1 1 
надо отъ -|-1 взять четверть, вслФдетве чего получимъ -|- 4’ а затёнъ -- а 


3 
помножить на 3, что и даетъ дёйствительно т" Итакъ, мы должны: 1) взять 


четверть отъ а-- $ —с, и 2) полученный результать умножить на 3. 

Можно доказать, что для раздфленя многочлена а--Ь —с на 4 нужно каж- 
дый его членъ раздфлить на 4, удерживая передъ каждымъ изъ отдльныхъЪ 
частныхь тотъ знакъ, какой имфеть дфлимый членъ, т. е. что 


ме во. 


Для доказательства помножимъ частное на 4; по извфетному уже правилу 
умножешя многочлена на цфлое положительное число найдемъ: 


ь с 
Замфчая, что 2 пли о. умноженная на 4, дает а или а, ит. Ц., 


4. 4. 
находимъ, что 


(+ 2—5). 4 = а — с. 


Итакъ, помноживъ частное на д®лителя, мы нашли въ результать дЪлимое, а 
потому ифйствительно 
а ь—с 1 1 1 
= па -ф — —с. 
4 4 т 7 4 
Это выражене надо умножить на 3. По извфетному уже правилу умножен1я на 
цфлое положительное число получаемъ 


(а Ра? — 40) 3 = 44.3 463 — 42.3, 


1 
или. относя 3 множителемъ В! найдемъ окончательно: 


3 3 3 3 
(а-5—©). ть 


т. е. пля умноженя многочлена на положительную дробь нужно каждый членъ 
множимато умножить отдльно на эту дробь, соблюдая правило знаковъ. 

3. Пуеть 4 равно н®которому отрицательному цфлему числу, напр. =: — 3. 
По опред лешя умноженя, нужно съ множимымъ поступать такъ, какъ съ -- 1 
при составлени изъ нея — 3, т. е. перемфнить у множимаго знакъ, что даетъ 
— («+6 — с), и затфмь повторить это выражене слагаемымь три раза. Итакъ 


(ан — с). — 3 — — (а 6 — в) — (а — с) — (а ь—е.) 
Но раскрыт скобокъ и по приведен, находимъ 
(а 6—5). 3 = — За — 35 -{ 3с. | 
Результатъ этотъ приводить къ тому же заключеню, какъ и два первые случая. 


4. Пусть наконецъ а=—5. т. е. отрицательной дроби. ЗамфтивЪъ, что 


| 
52| в 


= ах —1, имфемъ: 


— 48 — 


2 9 
(#ь— о). =[(@--5—0).]х —1 
Отсюда видно, что нужно «--Ь—с умножить сперва на положительную дробь 


г а затёмъ результь на отрицательное н®лое число — 1. Производя эти дв% 


операщи, для которыхъ правила уже найдены, находимъ ны 


@- 6—6). =[@е-+ь—9.3].—1=(5а36—з0).-1= 
‘Заза 
Отеюда тоже заключене, что и прежде. 
Итакъ, каково-бы нибыло 4, имфемъ 
(«-- 6 — в). а=аа-ЕЪа — ва, 
откуда правило: для умножешя мноючлена на одночлень нужно каждый 


члень множимоло помножить на множителя, соблюдая правило знаковъ. — 
Этимъ с: выражается законъ А — 


ПрРимБРЪ [. (5 я — 4 аа — 3). — Заи=-Зых Же -|- 
4х Хх зе -- са х за 3. За — 275% а: В рез — паза | 
о 


ПРимФРЪ П. (42 --1)Р— За(2-- 17-1 -|-5 (2-1) Х 
Ее За"(21 + реа — — РТ Е —- Т)зре -- ба” (27 + ре —10а”(2? Тм, 


Умножене одночлена на многочленъ. 


34. Нуеть требуется одночленъ умножить на многочлень: 4 ва а—6-}-с. 


Замфчая, что отъ перемфны м$етъ производителей произведене не изм®няется, 
имфемъ: 


4(а—ь с) = (а о.а. 
На основани & 33, («—6--с).4= аа —а--с@; измфняя въ каждомъ 
член этого произведеня порядокъ сомножителей, получимъ 


4(а—5-|- с) = да — 4% -- 4, 


откуда правило: для умножензя одночлена на мнозючлень надо одночленъ по- 
множить на каждый членё мнозючлена, соблюдая правило знаковъ. 


Такъ 


р — ббуи-№ бузе" — 49уР — З9у- т -|- Зутн. 


Умножене многочлена на многочленъ. 


35. Пусть требуется умножить + — В--с нар —9--х. Представивъ себ\ 
на время, что буквы множителя замфнены опредфленными числами, и выпол- 


— 49 — 


нивъ указанныя въ немъ д®йствя, мы предетавимъ множителя н®которымъ чис- 
ломъ. Означивъ это число буквою У, приводимъ вопросъ къ умноженю мно- 
гочлена на одночленъ, и по известному уже правилу находимъ: 


(&-— 6 -| в). У = у —ВУ-Е о. 
Подставляя еюда вмфсто У данное выражен1е р—9--х, имфемъ: 


(@—6 ср а) =а(р-ч-) — р-Фа--” Е «ю—а-”). 

Но по правилу $ 34 имемъ: 

а(р—а--") = ар — а м5 (р —а-") —= р — 9-8; (р —а-” = 
ср — а -Р су. 

Сл довательно 

(ав (р —ч-/”) =ар — ааа" — р— 9-м) (9— а). 
= ар — а аг— 9 — м-р — (ва “. 

Разематривая составъ произведеня. зам чаемъ, что первые три члена его 
представляють произведеве перваго члена множимаго на каждый членъ множи- 
теля, слдующ!е три члена — произведене втораго члена множимаго на каждый 
чденъ множителя, а три послфдые — произведен!е третьято члена множимаго 
на множителя. Полное произведене состонтъ, слдовательно, изъ частныхъ про- 
изведен каждаго члена множимаго на каждый членъ множителя, составленных 
съ соблюдешемъ правила знаковъ; такъ членъ с’, представляющий произведеше 
членовъ, имфющихь одинаковые знаки, является въ произведени съ знакомъ 
--, а членъ — с4 — произведене членовъ, инфющихьъ разные знаки, являет- 
ся въ произведен!и со знакомь —. Итакъ, имфемъ 

Правило. — Для умноженя мноючлена на мноочлень нужно каждый 
члень множимоло помножить на каждый члень множнтеля, соблюдая пра- 
вило знаковъ, и если окажется возможно, сдълать приведеще. — 


Существенное въ этомъ правил — то, что каждый членъ множимаго сл$- 
дуетъ помножить на каждый членъ множителя съ соблюдешемъ правила зна- 


ковъ; порядокъ же частныхъ умножен члена на чяенъ остается совершенно 
произвольнымъ. 


Но во избфжане ошибокъ (повторен или пропусковъ) соблюдаютъ опре- 
двленный порядокъ, поступая двоякимъ образомъ: 


1. Длаютъ умножене въ томъ порядк®, на который мы натолкнулись 
при вывод$ правила, т. е. умножаютъ сначала первый членъ множимаго на 
каждый членъ множителя, затЪмъ второй членъ множимаго на каждый членъ 
множителя, и т. д. Или 

_ 2. Умножають каждый членъ множимаго сначала на первый, зат®тъ на 
второй, и т. д. члены множителя. 

Если многочлены содержать одну и туже букву, то для облетченя приве- 
дешя подобныхъ членовъ удобнфе расположить оба многочлена или по убываю- 
щимъ, или по возрастающим степенямъ этой буквы. ЗатЪмъ, подписываютъь 
одинъ многочленъ подъ другимъ, проводятъ горизонтальную черту, умножаютъ 
множимое на первый членъ множителя и подписываютъ это частное произве- 
ден1е подъ чертою 

4 


вр 


Умножають множимое на второй членъ множителя, и второе чаетное про- 
изведене пишутъ подъ первымъ, такъ чтобы подобные члены находились въ 
одномъ вертикальном столбцз. 

Составляють и располагаютъ такимъ же образонъ и пругя частныя про- 
изведен1я; наконецъ, дфлаютъ приведен. 


Примьрь [. Умножить 
851 — 5421? — 2а3-|- За? - а^ ча 2ах*-Р Таз — бах. 
Расположивъ оба сомножителя по убывающимъ степенямъ буквы х, и ©0- 
ображаясь съ сказаннымъ, производимъ умножене такъ: 


Множимое: 824 -- Зах — 54%? — да -- а^ 

Множитель: 242? — базх - Та 

1-ое частн. произв. 1642°-- ба’ — 10435“ — 44‘2-- 2а57 

2-ое частн. произв. — 48425? — 18а -- З0а^хз -- 12а5х* — бах 

3-ье частн. произв. - 5байх* -|- 1а\29 — 35454 — 140" -- Та? 


Полное произв. 16425 — 4247 + 28а 4Талх" — ЭЛазай — 204% + 7а' 


2 
ПримърЪ П. Умножить — Зи Е В аяая 1 — 32 на 2 -- 


а, Е 
ай 5 аа. 


Располагаемъ оба сомножителя по возрастающимъ етепенямъ главной бук- 
вы л и производим дфйств!е слфдующимъ образомъ: 


а За рай — Эй 2 
за’ аа д 
8 6 — 1 5 5 8 :_4 32:3 2 24 
52° — 542 -- 345 92 302 
-- аа — Зам —- ты а‘ -|- ах’ 


2 
ах 37.3 А Я лв 6 
54 За -- 5 —@т НН 


Ч 161 

[о 5 47% @3 Е 3. 5 $ 

15% еа-- рай 1 а "Заяаи -|-5 —ах =. 
Примвръ Ш. Умножить 82$ — 34328 — Бах -- а* на 12° — дах -|- а*. 


Располагая дВйстве такимъ же образомъ какъ и въ предъидущихь при- 
мфрахъ, оставляя пустое место тамь, гАВ во множимомъ должны бы были на- 
ходитьея члены, содержащ!е ‘и <', имфемъ: 


82° — 343 — Бам {а 
2 — Зад-р а? 
бал — 21а3ж — За -- Лаз 
— 6448 — 24а^ 3 -- 40455? — Забх 
- 80 — Зе — Баеа 


567 — 64ах° -|- Зал — 21а? — 11а*х*-- 44а? — 13485 -- а", 


— 54 — 


Свойства произведен1я двухъ полиномовъ. 


36. 1. Число членовъ произведеня. — Умножая множимое на первый члену 
множителя, получаемъ первое частное произведеще, имфющее столько членовъ | 
сколько ихъ и во множимомъ. Произведене множимаго на второй членъ множителя 
содержитъ опять столько членовъ, сколько ихъ во множимомъ, ит. д. Поэтому, 
если частныя произведеня не содержатъ подобныхъ членовъ, то число членовъ 
произведеня равно будеть произведению числа членовь множимнаю на число 
членовь множителя. Напр., есля множимое пмфеть 7 членовъ, а множитель 5, 
то въ произведени будеть 7Ж5 или 35 членовъ. 


Но произведен!е двухъ многочленовь можеть еодержать члены подобные; 
велвдетв!е соединеня нЪеколькихъ подобныхъ членовъ въ одинъ, число членовъ 
произведеня можетъ уменьшиться, но никогда не можетъ сдёлаться меньше 
двухъ. Въ самомъ дфлЪ, легко доказать, что въ произведен двухъ полино- 
мовъ, содержащихъ одну и ту-же букву <, всегда есть по крайней мЪр® два 
члена, которые не имфютъ себф подобныхъ между другими членами произведе- 
я, и потому неприводимы. Для доказательства замфтимъ, что всяй члену 
произведеня происходить оть умноженя какого-либо члена множимаго на одинъ 
изъ членовъ множителя, и показатель главной буквы въ немъ равенъ сумм по- 
казателей тойже буквы въ членахъ множимаго и множителя, отъ ноторыхъ онъ 
произошелъ. СлЪФдовательно, помноживъ высший относительно главной буквы 
чденъ множимаго на высш членъ множителя, мы получимъ членъ произве- 
дешя, въ которомъ показатель главной буквы будетъь равенъ сумиф наибол»- 
шить показателей той-же буквы, каше имЪютея въ сомножителяхъ; очевидно, 
что такой чденъ произведения будеть имфть главную букву съ показателемъ 
большимъ ея показателей въ другихъ членахъ произведен!я; поэтому означен- 
ный чденъ не можеть имЪть себф подобныхъ между остальными членами про- 
изведеня и сл. есть члень неприводимый. — Номножая ниспий относительно 
главной буквы членъ множимаго на нисний членъ множителя, получимъ членъ 
произведеня, въ которомъ главная буква будеть имфть показатель, равный 
сумм наименьшихъ показателей тойже буквы въ сомножителяхъ, елЪд. показа- 
тель главной буквы этого члена будетъ меньше чфмъ въ пругихъ членахъ про- 
изведеншя, а ному это будетъ также члень неприводимый. Заключаемъ, что 
произведен двухъ многочленовъ содержитъ, по меньшей мЪрф, два неприводи- 
мыхь чнена — выспий ия ниспий относительно главной буквы. Итакъ: 


наибольшее число членовь произведеная равно произведензю числа членовь мно- 
жимало на число членсвх множителя, наименьшее же — два члена. 


Примьчаще. Котда множимое и множитель расположены по нисходящимъ 
или восходящимъ степенямъ главной буквы, то неприводимые члены (высний и 
низний) занимають крайн!я мЪета произведеня. 


Нижесл®дуюний примфръ предетавляеть одинъ изъ случаевъ, когда прояз- 
ведене имфеть только два чяена, 
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ба 


ао жа 1 
—1 
о оби о а В 

— 3—2 —д—1 
2 . —1 


|. Свойство произведевя однородныхъ“ иногочленовъ. — Произведене двухъ 
однородныхъ многочленовъ есть многочленъ однородный, а измфрен!е его равно 
еумиф измфрешй множителей. Въ самомъ дл, произведене двухъ какихъ-ни- 
будь членовъ множимаго и множителя имфетъь изм реве равное сумм® показа- 


телей перемножаемыхъ членовъ; но оба многочнена однородны, сли. эта сумма 


во вебхъ членахьъ произведеня будетъ одинакова, т. е. произведен!е само будетъ 
однородно, а его измфреве равно сумм измфрешй сомножителей. 


Такъ, многочленъ 2^ -- 235-- а?2*-|- ах*-- <" есть однородный многочленъ 
четырех измфренй; а — х есть однородный двучленъ одного измвревя; произ- 
ведеше же ихъ а*— 2? — однородное выражене пяти измфренй. 


Зам чательные случаи умножения. 


37. Раземотримъ нЪфкоторые часто вотрёчающиеся особенные случаи умно- 
жения. 


1. Пусть требуется суму а-Е® возвысить въ квадратъ. Для этого надо а Е 
помножить само на себя: 


а--ь 
а--6 
аб - 5? 
а?-|- 26 -{-5°. 
Итакъ: (@-- 5) —а*-- 2а6 | 5, т. е. 
квадрать суммы двухъ козичествъ равенъ: квадрату перваго члена, -|- удвоенное 
произведеше перваго члена на второй, -- квадратъ втораго. 


Напрамръ, (52° -- 2) *— (52°) 2.527.2у-|- (24) = 25 -[- 202 -|- 4у". 


П. Возвысимъ въ квадратъ разность а — 6: . 
а—6 
-а—Ь 
@ — а 
—@-- 5 
а — Зав. 


Сл®довательно: (а — 6) — а — 46-69, т. е. 


квадрать разности двухъ количествъ равенъ квадрату перваго члена, — удвоен- 
ное произведен!е перваго на второй, -|-- квадратъ втораго. 


Напр. (0,3ах — 2?) = (0,3а=)* — 2.0 Зах? -|- (2?) —= 0,094? — 0 бал". 


== бы 


Ш. Умножимъ сумму двухъ количествь @ и 6 на ихъ разность: 


а--ь 

а— 6 
а*-|- аб 

— 6—5 
а? — в. 


Итакъ: (&@--5)(а—6 =? — $, т. е. 


произведеше суммы двухъ количествъ на ихъ разность равно разности ихъ квад- 
ратовъ. 


2 2 2 4 
Напр. (42?и-|- 529*)(42?у — 52) = (42у)*— (зау? += 16а — балу. 


[№. Найдемъ кубъ суммы а-РЬ. Замфчая, что (а-- 5) = (а--5)*.(а--5), 
и что (@--5)=а'- 26-5, мы найдемъ искомый результатъ, умноживъ 
а*-|- 26-- 6? на а-- 6: 
а? Заф -- 5 
а--ь 
аз 245 - аб* 
-- 86 За 53 
аз -- 3а?5 -- За6? -- 53, 
Слфдовательно: (а-- ь} —а*- 3а95 -|- За6*-|- 63, т. е. 
кубъ суммы двухъ количествъ равенъ: кубу перваго члена, -| утроенное произ- 
веден!е квадрата перваго члена на второй, -- утроенное произведеше перваго 
члена на квадратъ втораго, | кубъ втораго. 
Напр. (242 -|- 463) — (242)3- 3.(2а)з.45°-| 3.(2а^) (46)? -{- (453) — 8а* -- 
—- 48а? -- 9ба?5" -|- 6455. 
У. Такимь же образомъ найдемъ (& — 5), умноживъ (4 — 5)* или а* — 246 
5? на а— 6: 


а — За -- 5 
а&а— 
а — 241 -|- а6* 
— 25 -|- 2а5* — 63 

4? — 3485 -|- 3а6* — 63, 
Слёдовательно: (и — 0) = а — 3а25 -- 3а6? — 63, т. е. 
кубъ разности двухъ членовъ равенъ кубу перваго члена, минусъ утроенное 
произведене квадрата перваго члена на второй, -- утроенное произведене пер- 
ваго члена на квадрать втораго, минуеъ кубъ о члена. 


ны 


Ня — Эа. 


38. Форнула п°П можеть быть выведена изъ Формулы п° Т, если въ 1пос- 
афдней положить 6—=— 5; находимъ 


[+ (== 38-9) (8). 


Я 


Замфтивъ, что а-Р (—5') =а-—6'; зат6мъ, что + 24( — 6’) = — 2а5', и чо 
(—6')*=-- 6”, имфемъ 

(а— 6) = а — 26 -НЫ*. 
Такимъ же образомъ, подставляя въ Формулу п° Г\ выфето © количество — 6, 
получаемъ 


Ее зая -5)--3а И (0). 
Зам®чая, что а-- (—В')=@— 8’, что -{- 3а*(—') = — За’, что -- 3“(—6')* 
—-{- За? и что (—5')3 = — 63, имфемъ 
(&—5') = а — За’ 3а5* — 53. 


Приложеня. 


39. Приложимъ Формулы $ 37 къ нфеколькимъ примфрамъ. 
ПримъРЪ [. Возвыеить 79 въ квакратъ. 
По Формул® п’ [ омфемъ: 


79° — (10 -|- 9)*— 4900 -- 1260 -|- 81 = 6241. 
Примфръ ПН. Возвыейть 97 въ квадратъ. 
По оормузЪ п° И инфемъ 
9172 — (100 —3)*=10000 — 600+ 9 =9409. 
ПриузРрЪ Ш. Помножить 103 на 97. 
По Формул6 п® Ш находимъ: 
103 х 37 = (100-- 3)(100 — 3) =10000 —9=9991. 
Примзръ [\№. Преобразовать: 
(342 — За - 36) {За? -Ё аб — 36’). 
Первый множитель можно представить въвид® Зи” — (26 — 36%); второй — 
вЪ виДф За? -- (246 — 36”); примфняя Формулу п’ Ш, получимъ: 
(32)? — (2а6 — 35°), 
или, выполняя дфйствя: 
Эй — 4475: | 1253 — 9%. 
ПримзРъ Г. Умножить с--у--2— на ру 2--# 
Предетавивъ данныя выражен!я въ вид% 


, <. Н-да +) —6@—9 


В примфняя Формулу п’ Ш. находимъ 
>. 
С (#- у)" — (@— 9. 


Призагаяж- сюда теоремы пп. Ги П, получимъ 
(2-Е ву у) — (#—3а-Н И), 
| или, раскрывъ скобки: 


да ау у — 21-3 — В. 
Примвръ ТГ. Составить произведене 


(ан -- с) (ао —)(а—в-Ее)(—а--5--о). 


те 


Первые два множителя можно представить въ вид» 
ася (@--9—в 
ихъ произведене = 
(а-- 5)? — с* или а? 26-6 —*..... (1) 
Тремй и четвертый множители пишемъ въ вид% 
се + (&—5) ис — (а—5); 
ихъ произведене равно 
 — (а—5)* или с* — а*-- 26 —№..... (2). 
Предетавивъ (1) и (2) въ оорм% 
2а6- (а - 5* — с*) и 245 — (а 6% — с*) 
и перемноживъ эти выражен!я, имфемъ: 
(2аф)* — (5 — с?)* или 4а25* — (@--5° — с*}?. 

Чтобы триномъ 4*--63— 6* возвысить въ квадкрать, разоматриваемъ на- 

время 2?-|- 6? какъ одинъ членъ; положивъ, что а*-|- 5—5, имфемъ: 
(5? — с*)* — ($ — 62) = 51 — 256 - с. 
Подставляя вмфсто $ его величину 22-|-0°, получимъ 
5—5. 6—5) *— (а 6) сз сааб" 6 — дас — 2 с-|-с. 

Итакъ, искомое произведене равно 
44763-00 —2 076—042 026-|[-253с*—с\, или 2а5%--2алс?-|- 269 — а*—1— с". 

ПрРимзРЬ 711. Возвысить въ квадрать многочленъ 1-х — 2*-|- 2°. 


Въ предыдущемъ прим®рв намъ пришлось возвышать въ квадратъ триномъ 
а -- * — с?; для этого мы обозначили двучленъ а2?-- 5% одною буквою 5, и 
черезъ это получили возможность примфнить къ данному случаю Формулу ква- 
драта бинома. Вообще указанный премъ можно съ удобетвомъ примфнять при 
возвышеши многочляеновь въ квадрать и кубъ. Такъ, въ данномъ выражени 
позожимъ на время 1-- х— 2—5; данный многочленъ приметь видъ 5-|- 27%; 
возвышая въ квадратъ, получимъ 
(а а 2-8 (1-2 — 2) -- 21-2 — 2) 5. 
Полагая въ член (1-- 2—2)? на время 1-- = найдемъ: ` 
(о — 27) (В жал 1 --)—2а-- за -аи = 
=1--2=-- 24° — 24° — 23-2. бад. данное выражене равно 1-|-25-|-2°—_ 
— 2—2 24 аб, или 1-25 — 2 За — 2-28. © 
4.0. Задачи. 
Перемножить одночены: 
1. — 51223 на 0,02и57е?. 
2. —0,44....а7—10Р 23 на 0,54 а46у-Р-+З2Кив. 


3. Произведене — 25 (а — М (е — данный и 5(ая — 01) 1-1 (с — дем 


умножить на произведене —5,0338....(*—03)6(«—а) 7 та? и не -ащу. 


Произвести умножене: 


4. (2425 — За? -- ая — 5) х — 0,6асза?. 

5. (862-- 4043 — 203% —3)х — За". 

6. (32-1 — у 2273" — уз— 3) х — 29-9", 
Я. 95д2—т—2 Хх (24дн+2и—1 — дорат— 3+2 - 252%+3т—2). 


8. бррр х (10у"-Р-1 — 65-32 | бур+т). 

9. (25 — беж в — 982 -- чем) . (858-- Теа? — ев — 63). 
10. (0,748 — 0,428 -- 0,244 — 0,6? - 0,3).(0,4а5 — 243 — 0,6а). 
11. (2,44... — балу — 0,66...23у2-- 19). (Ву — 0,42у — За). 


12. (а? — Заг-1-|- 4072 — 6а2-8-|- 5а2—1). (243 — а-- а). 
13. (Злйтча РЕН 453% - 2428—1 РИ 11-2). (21 а 523% =: 2121—1 -- "—?). 


15. (55 — 2) (22 — 229 | 39° — 8) + (222- 2жу — 5у?-|- 10)(55 —2у) — 
— (34° — 2у*-{ 2)(55 — 25). 

16. (245 — 323 2 — 4).(21 —2--2— 1). 
17. (Е @е--2)(@е--з)@е- 5). 
18. (х— 5)(#- 6)(2 —7)(2-- 8). 
19. (м —#-Р (а за -Р а Ба - 1) — 72-1. 
20. Возвысить въ квадратъ каждый изъ сл$дующихь биномовъ: 

258—1; 34% -- са?; 52—23; 4ах — 109% — 0,59 -|- 428. 
21. Возвысить въ квадрать выражен1я: 
аб--66е—ас; а--6-| с-- а; аЕ—с—@; 20-32 —2ту—9?; а?—503-|-2а— 30; 


ый —49-- ЗР- 623; 0,6т? — 5 -- 0,83 — 325. 


22. Возвысить въ кубъ биномы: 
222-|-1; 52—1; 35—45; 90—05; ти--04; 8—9. 
23. Возвысить въ кубъ выражен!я: 
-х--1; 2—ф а з 23-|- 222 — 2туа — уз. 
24. Примфнить формужу (а--5)(а — 6) =? — 63 къ умножению въ слФдующихь 
примфрахъ: 

(а 35) х [-- (3% — а*)]; (65—62). 5); (6т--Ти).(7тя — 6т); 
(@—6-{ с).(а—6— 50); (4-9? — 29).(-- у зу); (25 —у-- 32).(2% — у-- 3г); 
й (а 2 3е- а).(а— 2% --3е— а); а-- х — 323 — 2472) (1-- #-Ё 248 -- 3583); 
(2-Най-| Заз -- а?).(2 — @-- 3аз — а); (а-- а -- 84). (в — а). 

{а--а6)=--@—5)}.{(—48)2— (@--5)}. 


Зы 


[--(е — 1) — 0—9 -- 0) — у. 
(а? -| 953) (а 35) (а — 35) (а — 818). 
(а3-|- 3975 - Зав? -|- 53)(а3 — 35 -|- 3аёз — 6). 
(в— ведя — вв -- )ая-рае-ая) 
(@--ь-- с — а) (а —с-- а)(а-- + а—ве-е--а—а). 
(325 — Тай -- База — а) (325 -|- Тажё — 5а81 — @?). 
(в-- 22-3) (а -| 2 — 3) (а — 2&-Р 3у)(—-а-Е 25-| 39). 
25. Приложить теоремы 1, П, ПТ и др. $ 37 къ сл$дующимъ примфрамъ: 


588%; 489%; 408%; 6982; 305 х 306; 999%; 319 х 288; 101х 99; 911х 889; . 
520 х 480; 209 х 191; 84х76; 195х115; 493; 1043; 983; 1013; 9993. 


26. Упростить выражене 
(вНу- =) — зи Е 2-2) («- >). 
27. Прилагая правило умножен!я, доказать справедливость равенствъ 
(Р2—Р0-- 9).Р-+9=РЗ-- 0 
п (Р2--Р9-- 9—9 =Р— 93; 
и примфнить ихъ къ умноженю въ схфдующихь примфрахъ: 
(422 — эту 93).(22-- у) 
(42 -|- 6% - 9).(2= — 3) 
(9а2172 — 21аху -- 49у?).(3ах -|- Ту) 
(42)? — афху - 9317).(ву-- 5) 
(а-ля убай — 91) 
[аа | ау -- 9) уе уаз — 9 9). 
{аа -|- абх(х — а) -Н 5 (х — а)*}. {=(а —в)-- а}. 
{ае-|- у) — ааа — уз) -- (в — у). {а Е) у@а.-58)}. 


28. При помощи теоремъ Ти П 8 37 доказать справедливость равенствъ 


(РЕ) (Р—9)*=2(Р*-- 9)...... (1) 

(Р-{- 9) —(Р—9)=4Р9......... (2). 
Изъ (2) вывести: 

(Р- 9)*—42Р9=ФЫ—9*....... (3) 

(Р—9)*--4Р9=(Р-Н@....... (4). 


Пря помощи формуль (1) и (2) доказать справедливость преобразован, указан- 
ныхъ въ слфдующихъ равенствахъ: 


(@ь— а) --@— 5-е а=2{(а- а &— с}. 
(ао —с-|- 4) — (а—в-Ес- а) —=4(а-- 9)6®— 5. 
ана -Ра-Но)?-| (1 — в -а— 58—21 (1 - а)*-| (&--5)*}. 
@-Наь--а-|- 6) — (1 — в а—5)—4(1- а)(%-|-5) =46(1-- а). 
При помощи формуль (3) и (4) доказать справедливость равенствъ 
(аа -Р 5с)3 — 4абса — (аа — 6с)% 
(Зах -|- 6у)3 — 12абту — (Зах — 6) 
(4 — 6с)* | 4афса — (аа | 66}. 
{55а —@)  аа6 — 6) } Е 4абеа(а-Нъ)(е- а) —={аве-- а) а --5)}. 


22:58 — 


29. Приложить равенства (1) п (2) къ сл6дующимь выражен1ямъ: 
(«ве а -Р (а-Нь—с- а). 
арфе @—ь—с-+ 4). 
а-я (2—5). 
(да -|- жу-| 93)3- (28 — у 3). 
{че-ру-Н Иа) {ву}. 
Взять тЁ-же равенства съ знакомъ — между полиномами. 
30. Приложить равенство (3) къ преобразованию слФдующихь выраженй: 
(аа -| 91) — долуя. 
(2а-Рь-- сз — 4(а-Р В)(а-Е о. 
36а? — 4(3а-- 6 — с)(е--3а— 5). 
Чаво - 8} — 4[а? + а(6- в) 5‹].5е. 
31. Приложить равенство (4) къ преобразован1ю выраженй: 
(23 — 93) 42343. 
(1 — ах — а-- 5) -|- 4(&- а) - <). 
(@- 25 - с)*-- 4(а — В) (а -Нь-Е с). 
(44 — баб — 01)*-|- 20&(а* — 63). 


32. Доказать справедливость слёдующихь равенствъ, изъ которыхь нослФднее 
извЪетно подъ именемъ равенства Лолранжа. 


(МА-Е МВ)? -|- (МА — МВ)? = (А*-- В*)(М*-|- №). 
(МА — МВ)? — (МА — МВ)? — (А — В?) (М? — №). 
(АЗ В? СА ВЯ С) — (АА’-Е ВВ, - 061) = (АВ, — ВА 
+ (ВС, — СВ: -|- (СА, — АС, 
38. Упростить выражене 
ее зе — уже) --у@—9). 
34. Даны чегыре полинома, 
А—а-е- ера, 
В=а--6—с—а, 
С—=а—в-Не—а, 
Ф=а—в—е-а; 
составить выражеше АВ(А?-|- В?) — С0(С*-- 10), и провфрить результатъ, 
35. Если въ трином% я 
Ад? -|- Вху-- Су? 
положить; = ах -- У и у= В — ау’, то получимъ полиномъ вида 
А’ -—- Ву’ 6”; 
доказать, что 
В! — 44, С, —=(В* — 4АС (@-|- 62}?. 
86. Представить 
(2-е -|- 48) (аа иа-На?- 41) — (аи 6 -- в + 494% 
въ видф елФдующей суммы шести квадратовъ: 
(а — 6)? -| (ае’ — са *-|- (ад’ — да’)*- (6с' — в’) -- (64 — а5')з-- (с — 4). 


— 59 — 


37. Провфрить равенство: 
1542(92 — 22) 1593(42 — 22) 152 (42 — уз) | 2722 — уз — 2)? 
92 (2у8 — 23 — 22)8-|- 29229 — 1 — у) — 4 (2 уз-| 27) 3 — 1083. 
38. Провфрить равенство: 
4{ (41 — лу -|- (22 — узаь |8 -[ { (48—17) (21 — уз) — 4аду } = 
ео, у. 


ГУГАА М. 


Дёлеше. 


Опредфлен1е. — Правило знаковъ. — Правило показателей; значен!е символовь @ 7 ни 

@‘.-—_ДЬленле одночленовъ; признакн невозможнаго дфлен1я ихъ.--Дфлен1е многочлена 

на одночленъ.-—Дфлене многочлена на многочленъ.— Признаки невозможнаго дфлен!я 
многочленовъ.—Замфчательные случаи дфлен!я (жеорема Безу).— Задачи. 


41. Опредфлене. — Раздфлить одно количество на другое значить найти 
такое третье количество, которое, будучи умножено на второе, дало бы въ про- 
изведеши первое. — Первое данное количество называется дълимымь, второе — 
дъллителемь, а искомое количество — частнымь. — 

Если дфлимое есть А, дЪлитель В, а частное 0, то, по опред лешю дЪй- 
стл, связь между этими тремя количествами выразитея равенетвомъ: 


@ЖВ=—А. 
42. Правило знаковъ. — Основываясь на опредзлени дфленя и на пра- 
вилф знаковъ при умножени, легко найти правило знаковъ при дфлени. 
Пусть требуется (-|-а) раздЪлить на (--5). По опредвяеню длешя, част- 
ное, умноженное на дфлителя, должно давать дфлимое; но только количество, 
предшествуемое знакомъь --, при умножени на (--6) можеть дать (Ра). 


Ся ков. 
(Еа:СЕВ=-а. 
При дфленши (— а) на (--5), въ частномъ должно быть (—9), нотому- 
что только количиство, предшествуемое знакомъ —, при умножени на (-- 65) 
можеть дать (— а). Итакъ 
(-а): + =Ь—4. 


Для (|-а).(—8) мы ищемъ количество, которое, будучи умножено на 
(—65), давало-бы (4 а); но какъ только количеетво со знакомъ —, при умно- 
жеши на (—6), можеть дать (-|- а), то 


(На):(—в) =— 9. 


Наконець, припоминая, что при уможенши (—) на (--) даеть (—), нахо- 
Дим: 


([—-а):[—- В =-4. 


— 60 — 


Итакъ: 
(На =-На. 
(-ае=Ь—ф4. 
(На): =—4. 


(—а):(—В =. 

Отсюда вытекаеть яравило: при дъьлени количествь с5 одинаковыми. зна- 
ками, в частномь получается (--), при дълень же количествъ с5 разными 
знаками (—). 

Правило это — совершенно общее: оно относится и къ тому случаю, когда 
знаки стоять передъь абсолютными величинами количеетвъ, и къ тому — когда 
аи сами суть количества положительныя или отрицательныя. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, выводъ правила основанъ на правил знаковъ при умножени, а это по- 
сл днее правило доказано для какихъ угодно количествъ. 

43. Правило показателей. — Размотримъ дфлен!е степеней одного и того же 
основан!я: пусть требуется раздёлить а” на а”, гдВ а — какое угодно коди- 
чество, а жи я — числа цфлыя и положительныя. Замфтивъ, что въ частномъ 
должа получиться нЪкоторая степень буквы @, назовемъ неизвЪетнаго показа- 
теля этой степени буквою х, такъ-что частное выразится гормулою а”: 


ОВ 
По опредвленю длевя, частное, умноженное на дфлителя, должно да- 
вать дфлимое, слЪ. 
| 97. а* — а"; 
5 «< 
но, по правилу показателей при умноженш, 2”. 4“ =а”*", слёщ. имфемъ ра- 
венетво: 


а" = а". 

Но степени одного и того же основаня тогда будуть равны, когда пока- 
затели ихъ равны, а потому должно быть 

Чтобы по извётной сумиЪ (т) и известному елагаемому (9) найти другое 
слагаемое (2), нужно изъ суммы вычесть известное слагаемое. Итакъ 

х—т—я. 
Подставляя въ равенство (1) вместо х найденную величину, имфемъ: 
И цел (2). 

Осюда яравило: при дълени степеней одною и то же основания нуж- 
0: основанде въ частном. написать тоже самое, а изь показателя дълима- 
30 вычесть показатель дълителя. — 

ИзсльдовантЕя. — Формула (2) даетъь место елфдующимъ случаямъ: 

1)т > п;2)т = и; 3)т < и. 

1-й случай. — Вели т>> и, то разность ® — и даеть положительное (ц$- 
10е) число, и частное а”” подходить подъ вышеданное опредзлене степени 
какъ произведеня, равныхъ количеству а, множителей. Такъ, если ж—8, а 
п—5, ТО @": 4 = 8—3, т. е. а.а.а., и т. д. Этоть случай не представ- 
ляетъ, слфдовательно, ничего особеннаго. 
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2-й случай. Если т-=п, то разноеть ж — я равна нулю, и частное при- 
нимаеть видъ @°. Выражен!е а’ само по себф не имфеть никакого смысла, т. 
в. его нельзя разематривать въ смысл степени, ибо показатель долженъ 0з- 
начать, сколько разъ основан!е берется множителемъ. Значен1е символа а от- 
кроется, если мы обратимъ внимане на его происхожден!е. При ж—= д®ли- 
мое а" и дёлитель а” дфлаются равными, а частное отъ раздёленя количеет- 
ва самого на себя есть 1; поэтому 


9— 
& — 1, 


а такъ какъ а означаетъь какое угодно количество, то заключаемь, Что всякое 
количество въ нулевой степени даеть единицу. 

Такимъ образомъ: 7°—1; 2—1; (а* — 6) —1 ит. п. 

ЗдЪсь самъ собою возникаетъь вопросъ: если мы знаемъ, что а”:а” веть 
ничто иное какъ 1, то дшя чего зам няють 1 особымъ символомъ а‘, имфющимъ 
только видъ степени, но не имёющимъ емысла какъ степень. Это дфлается для 
того, во-первыхъ, чтобы въ правил показателей не дфлать исключеня для 
влучая тж —®, другими словами, — въ видахъ обобщеная этого правила; и, во- 
вторыхъ, чтобы имфть возможность сохранить въ частномъ букву а, которая 
иначе не вошла-бы въ 4астное, ибо была бы замфнена единицею. 

3-й случай. — Если т<. и, то разность т — ® отрицательна; напр: если 
» превышаеть ж на 4 единиц, т0 ж—п=— 94, и частное имфеть видъ а-ч. 
Выражене @‘ опять не имфетъ значен!я степени, ибо а нельзя взять множи- 
телемъ отридательное число разъ. Чтобы выяенить значене символа а“, поста- 
раемея частное, въ случа т<. и, выразить въ иной Форм$. 

Полагая, что я больше 2 на 4 единиць, т. е- я=т-- 4, можемъ чает- 
ное а”:а” представить въ вид @”:а"*?. Обозначивъ его буквою х, имфемъ 


ата" 9—9. 
По опредфленю дленя, имфемъ отсюда 
ха" — а”. 
Раздфливъ 06% части этото равенства на а”, находимъ: 
хат а” 
п @а 


1-9 


у {1 С т 
Замфтивъ, 910 частное - ат равно ха (ибо, умноживъ его на дфлителя а . 


9%, 


р т--а а РА 
находимъ въ результатЪ дЪлимое х4”*7), и что а®=1, получаемъ равенство 


1.91 —1, 
откуда 
ое 
я — рт 


Но то-же самое частное было представлено въ Фориф &"; поэтому 


1 
4— —. 
а — ат 


Такъ-какъ @ означаеть какое угодно количество, то заключаемъ, что вся- 
кое количество съ отрицчательнымь показателемь равно единиць, дъленной на 


* 


тоже количество съ положительнымь показателем. 2 мы... т 


— 62 — 


Такимъ образомъ: 
1 1 
ь 7 т *\-5 — . 
48’ (а — 5°) —@—вм} ит. п. 
Отрицательные показатели введены для того, чтобы: во первыхъ, въ пра- 
вияф показателей не длать исключеня для того случая, когда показатель д%- 


ламаго меньше показателя дфлителя, т.е. въ видахъ обобщенуя этого правила; 


1 
й во-вторыхъ, чтобы имфть возможность дробь (какъ =) изображать безъ зна- 
менателя, т. е. въ Форм® цфлаго алгебраическаго выражешя. 
Итакъ, вводя показатели — нуль и отрицательный, мы можемь всЪ случаи 
ДЪлешя степеней одного и того-же основаня совершать по одному общему пра- 
вилу: основане писать въ частномъ безъ перемфны, а надъ пимъ показателя, 


равнаго разности показателей дёлимаго и дфлителя. 


Дълен!е одночленовъ. 


44. Пусть требустея раздфлить 634°53с"4? на — 945%. Знакъ частнаго 
долженъ быть (—), потому что дёлимое и дёлитель имфють разные знаки. По 
опредфлентю дфлен!я, въ частномъ должно быть такое количеетво, которое, буду- 
чи умножено на дЪлителя, давало-бы дфлимое; елфн., коэФоишентъ частнаго 
есть такое число, которое, по умножеши на 9, давало бы 63; такое число мы 
найдемъ, раздфливъ 63 на 9: получимъ 7. Далфе, чтобы въ произведен имёть 
а, надо а“ умножить на а; ся. буква а войдетъ въ частное съ показателемъ 
равнымъ разности показателей этой буквы въ дфлимомъ и дЪлителф. Такимъ 
же точно образомъ убфдимея, что буква $ войдетъь въ частное — съ показате- 
лемъ 3, а буква с — съ показателемъ 4. Наконец, чтобы въ произведене вош- 
ло 4*, необходимо, — такъ какъ буквы 4 нётъ въ дЪлител®, — чтобы она во- 
шла вЪ частное съ тфмъ показателемъ, какой она имфетъ въ дфлимомъ. Итакъ 

634968654?: — 94556 — — Табе. 
Отеюда имфемъ 

Правило. — Чтобы найти частное отъь раздъленчя одною одночлена на 
друюй нужно: 1) коэфбфииенть дълимало раздълить на коэффищенть дъли- 
зиеля; 2) а затьмь написать всъхь множителей дълимоло — каждало съ по- 
казателемь, равнымь разности ео показателей въ дълимомь и вь дюлитемь. 

Бь застномь случаль, если какой либо множитель находится только въ 
дълимомо, онъ входить вь частное безъ измъненмя показателя; если же ка- 
кой либо множитель иметь въ Оълимомь и в. дълитемь одинаково пока- 
теля, то въ частное войдеть съ нулевымь показателем. Напримьрь 


447035: 2а63е — да фе*. 


Но, какъ 65° —1, то можно частное представить въ видь 2ас*. 
Примфняя это правило, найдемъ, что: 


1) 92 ау: 2 За?‘ чу — 4афу". 
3) Зватб\а -- у) — 3) — Табе - уе — 3) = — Бабе -з)(е — 3). 
3) — 246 Ча*— 65°) (5 -- 3и)*: — 86(х - Зу)* — За (а — 6%) (= + 3у)*, 


2289. 


45. Признаки невозможнаго дфленя одночленовъ. — ДФлене цфлыхъ одно- 
членовъ называетея возможнымъ, еели частное можеть быть выражено цюлою 
Формулою, т. е. не содержащею буквенныхъ дЪлителей; въ противномъ случа», 
т. е. когда частное получается въ Форм алгебраической дроби, дЪлен!е считает- 
ся невозможнымь. 

Йзъ самого опредфленя невозможнаго въ алгебраическомь смыслЪ двлешя 
слфдуетъ, что если не дфлатся другъ на друга только численные коэфоищенты, 
то дьлен!е слЗдуетъ считать алгебраически возможнымъ. Напр. дфля 445% на 


4 : 
3а%, получимъ въ частномъ 3466 — выражене алгебраически цфлое, такъ какъ 


оно не содержитъ буквенныхъ дфлителей. 

Двлен!е одночленовъ невозможно въ слёдующихъ двухъ случаяхъ: 

1) Когда показатель хотя одной буквы дфлителя больше покателя той же 
буквы въ дВлимомъ. Такъ дёлен!е 646% на 2а6* невозможно, потому что на 
какой-бы утлый одночленъ ни умножили дфлителя, всегда въ произведеше бук- 
ва $ войдеть съ показателемъ, большимъ 2: частное не можетъ быть, поэтому, 
выражено цфлымъ одночленомъ. 

Въ такомъ случаЪ длен!е только обозначается, и получается дробь 

базь? . 
аб’ 
поелфдняя, какъ будетъ показано далфе, можеть быть упрощена сокращешемъ. 


2) Когда и®литель содержитъ такую букву, которой ить въ дфлимомъ; 
напр. 4435 не дфлитея на 34754?. Въ самомъ Дфлф, на гакой-бы цфлый одно- 
членъ мы ни умножили дфлителя, въ произведене непремфнно войдеть буква 
4, которой нфтъ въ дблимомьъ, а слЪд. частное не можеть быть представлено 
цфлымъ одночленомъ. 


Обозначая длене, получимъ дробь 
403% 
Зара 
которая также подлежитъ сокращеню. 


Д%лен!е многочлена на одночленъ. 


46. Пусть требуется раздЪлить многочлень а —6--с—@ на одночленъ т. 
Частное не можеть быть одночленомъ, потому что умноживъ одночленъ на одно- 
чаенъ (2), въ произведени найдемъ одночленъ, между тфыъ какъ должны по- 
лучить многочлень а —6-- с —@. Итакъ, частное должно быть — многочлен, 
для нахожденя котораго имфемъ слфдующее 


Правило. — Чтобы найти частное отъ газдълензя мнотючлена на одно- 


член, нужно каждый члень дьълимаю раздъмить на дълителя, соблюдая 
правило знаков». 


Это правило доказываетея & розегог!. Мы говоримъ, что 


а е аа ве 4 
т тж т'т т 


| 


— 64 — 


Для доказательства умножаемъ частное на дфлителя; по правилу умноже- 
Ня многочлена на одночленъ находимъ: 
а |! 6 а а ь 6 а 
(+5) т — — т фт .т—-ф т. 
т т т т т т т т 
а а 
Но частное —, умноженное на дЪлителя 2%, даетъ дБлимое, сяЪд. —-т—а; 
т 


С 4 
-т—; и т=е; # ит. Такимъ образомъ 


(“оч 9) -т—=а—ь-е— а, 


27% т т т 


З1 = 3 


точне такъ же: 


т. е. частное, умноженное на дЗлителя, воспроизвело дфлимое, слЪд. это частное 
составлено вЪрно. и правило доказано. 


Примюры: 
1) (8416? — Заз -|- 12а?5*):4а753 — За — Заь | 39°. 
2) {284253 (я— у) 12436 (2°—уз)(х--у)—8а6(#--у)(2— у} аа (2—у)= 
ах — у)*-- За* (2 -- у) — (2 Ру) — у). 


ДЪлене мноточлена на многочленъ. 


47. Частвое отъ раздфлешя нФкотораго многочлена А на многочлеь В 

есть выражене алгебраически дробное вида 
А 
3. 

Въ большинетв случаевъ такое выражене нельзя замфнить другимъ — 
простьйшимъ. Но когда цфлые многочлены Аи В содержать окну и ту-же 
букву, то возможенъ такой тремй многочленъ С, уюлый относительно той же 
буквы, который, будучи умноженъ на дфяителя, даетъ дфлимое. Въ такомъ 
случа говорятъ, что дЪлевше полинома А на В возможно. 

Укажемъ, какъ въ этомъ исключительномъ случаЪ находятъ частное. 

Допуская, что многочленъ 

823 -|- 10° — 31° | 222? — 29ж-|- 12 
дДФлитея на многочленъ 
453 — 52? -- 3—4, 
постараемся опредфлить ччены частнаго. 

Написавъ дфлитель справа отъ дфлимаго, отдфлають ихъ вертикальною 
чертою; затфмъ, дфлителя отдфляютъ горизонтальною чертою отъ частнаго, 
котораго члены, по мфрф ихъ нахождевя, и пишутъ подъ этою чертою. 


Дфлимое...... 825 -|- 1024 — 3153 -|- 224 — 29х--12 | 423 — 522 |-35—4....дЪлитель 


— 828 - 1020й-= 653 827 2-50 — 3. зьньннн, частное 
1-й остатокъ........ 2051 — 3723 -|- 3042 — 29% 12 
2024 — 9553-Е 154-2205 
9-Й ОСТАТОЕТ...........:.. = 124 164 — 9%-Р 19 
= 1253 ——152-2 952-12 
0 


Но опредфленю, дЪлимое ееть произведене дфлителя на частное, 


ЧЕ. 


Но по свойству произведемя двухъ миогочленовъ ($ 36), высш членъ 
произведен!я происходить, безь приведеная, оть умножешя высшихъ членовъ 
сомножителей, т. е. въ нашемъ елуча$ отъ умножен!я выешаго члена дфлителя 
на выспий членъ частнаго. Поэтому, назвавъ выепий членъ частнаго буквою 1, 
инфемъ: 82—42, откуда, замчая, что неизвЪетный сомножитель (9) 
опред®ляется дфлешемъ произведеня (82°) на извфетнаго сомножителя (42°), 
находимъ: 

4= 845: 458 — 27°. 

Итакъ, чтобы найти высший членъ частнаго, нужно выспий членъ дёли- 

маго раздёчить на выспий членъ д®лителя. 


Для нахожден!я слФдующаго члена частнаго руководствуемся такими со- 
ображетями. ДЖлимое ееть произведен!е дЪлителя на вс члены частнаго; а 
потому если изъ дёлимаго вычесть произведене дЪлителя на первый членъ 
частнаго, то въ остаткф будеть заключаться произведене дЪфлителя на сумму 
остальныхъ членовъ частнаго. Умноживъ дфлителя на высшЙ членъ частнаго, 
и вычтя произведене 85° — 102-653 — 82° изъ дфяимаго, находимъ оста- 
токъ, равный 202‘ — 3723 -|- 302? — 295-12. Такъ какъ этотъ остатокъ есть 
произведеве дфлителя на вс члены частнаго, начиная со втораго, то его 
высний членъ (202“) произотелъ безъ приведеная отъ умноженя высшаго члена 
ДЪлителя (42°) на выспий изъ ненайденныхь членовъ частнаго. Называя по- 
слЬднЙ буквою 4’, имфемъ такимъ образомъ: 202—442 .4/’, откуда 


9 —= 202% : 4 —=--5х. 


Итакъ, для нахожден!я втораго члена частнаго нужно высний членъ перваго 
остатка раздфлить на высный членъ дфлителя. 


Замфчая, что первый остатокъ есть произведене дфлителя на всё члены 
частнаго, начиная со втораго, заключаемъ, что если вызтемь изъ этого остатка 
произведеше дфлителя на второй членъ частнаго, то въ новомъ (второмъ) 
остаткЪ будеть заключаться произведенше дфлителя на вс члены частнаго, 
начиная съ третьяго. Умноживъ въ самомъ дфлф дБлителя на второй членъ 
частнаго и вычтя произведене изъ перваго остатка, находимъ второй остатокъ: 
— 12 152 —9=--12. По свойству произведеня, выспий члень этого 
остатка произошелъ, безъ приведеня, оть умноженя высшаго члена дфлителя 
на выстий изъ ненайденныхь членовъ частнаго. СлЪдоват., если назовемъ 
послъдый  буквою 94”, то найдемъ равенство: — 124 —413.4”, откуда 
4” == — 125':44\-=— 3. Отсюда заключаемъ, что для нахожденя‘ третьяхо 
члена частнаго надо высший членъ вторзго остатка раздФлить на выесний членъ 
дфлителя. | 

Такими же разсуждешями какъ и прежде убфдимея, что для нахождешя 
четвертаго члена частнаго, въ предноложени что онъ существуеть, надо дБли- 
теля умножить на трей членъ частнаго и произведене вычесть изъ втораго 
остатка. Сдфлавъ это, находимъ въ новомъ остатк® (0. Это значить, что дфле- 
ше окончено, и послы членъ частнаго равень — 3. Все же чаетное равно 
252 -- 5% — 3. 

Что частное найдено вЪрно, — въ этомъ убфждаемея, помноживъ дфлителя 
на частное: въ произведен получается дфлемое, 


Е 6б: > 


Припоминая ходъ дЪйствя, заключаемъ, что для отысканя послдователь- 
ныхъ членовъ частнаго намъ приходилось дФлить высийе члены д®лимаго и 
каждаго остатка на выепый членъ дфлителя. Чтобы имфть эти высние члены 
всегда на первомъ мет, а также для удобства приведен1я, до начала дЪйств!я 
располагаютъ джлимое и дёлителя по ниеходящимъ степенямъ главной буквы. 


Соображая все сказанное, приходимъ къ сафдующему правилу дфлен!я 
многочлена на многочленъ: 


Правило. — Козда частное оть раздъленя деухь цилмль полиномовь 


можно представить вь формь цълоло полинома, члены частнело находимь 
слъдующимь образом: 


Располелаемь дълимое и дълителя по нисходящимь степенямь злавной 
буквы. 


Первый члень дълимио дълимь на первый члень дълителя: получаемь 
первый члень частноло. 


Вычитаемь изь дълимало произведенме дъдиипеля на первый члень част- 
назо и получаемь первый остаток, 


Первый члень этозо остатка дълимь на первый члень дълителя: нато- 
димь второй члень частнало. 


Вычитаемь изь первало остиипка произведенле дълилиеля на второй члень 
частноло и получаемь второй остатокъ. 


Дълимъ первый члень этою остатка на первый члень дълителя: нахо- 
димь третий члень частноло, и т. д., продолжая д0 тъьхь поръ, пока въ 
осталткъ получится ноль. 


Воть еще примръ. 


1201—3506 —Э4а35?-|-7За4Ъ3-|- 2а354-|-170255--31а58-|-3 667494 — 525 — Та Вафз— 964 
—12а7-=15а-=21а56°—-24 0463-Е 97 а364 За3— ба —Таь?-— 453 
`` —20а— 3а569-- 5401532934174 31а6°-- 3667 
—=20а6--25085°—-35а853--400354--45а755 
—284557--194453--69436*—28а763-|-31а56-|- 3667 
—=98а55-35а$3--49035-=560265--63а66 
—160463--20035--28а765—32а6-|- 3667 
2=16а453—-20035 28 9255-=32056--3657 
0 


(Изыфненные знаки вычитаемыхь членовъ поставлены сверху). 


48. Такъ какъ ниспий членъ дФлимаго есть также членъ непряводимый и 
происходить оть умножешя нисшихъ членовъ дфлителя и частнаго, то можно 
начать дЪйетье съ опредфлен1я нисшаго члена частнаго, который мы найдемъ, 
раздфливъ ниспий члевъ дфлимаго на ниспИЙ членъ дфлителя. 


Далфе, дЪля нисинй членъ перваго остатка на ниеций чденъ дфлителя, най- 
демь ниспий изъ ненайденныхь еще членовъ частнаго, ит. д. Однимъ словом, 
дчен1е многочленовъ можеть быть выполнено въ порядк®, обратномъ вышеиз- 
поженному. т. е. начиная съ нисшаго и восходя поелфдовательно до выешаго 
члена частнаго. 


Руа 


Приводимъ примфръ такого расположеня дЪйствя: 
6— 155-1322 5413 — 672й | 3845 — 946 — 567 ' 3 — 4-5 — пя 


—6 = 827 -- 1028 -5 14а а Ба тай 8ая 

— 152-2147 4423 — 5324 3825 — 946—567 
= 155 22043 252% 2 35 

2152 -|- 2423 — 2824 те 323 — 98 — 561" 

— 21272 = 232 2 3555-Е 4946 
— 24253 — 3225 + 406 — 5627 
— 2423 = 328 -- 4028 =: 5657 
0 


49. Когда д®лимое есть многочленъ неполный, т. е. содержать не ве сте- 
пени главной буквы, то сохраняютъ мЪета недостающихъ членовъ, чтобы мож- 
но было писать подобные члены один подъ другимъ. 

ПримзРЪъ. Раздьяить 142 542? — 392 —7х--2 на 22 -- 848 — 

— 54° — За 1. 

Въ дфлимомъ недостаетъ членовъ, содержащихь 23 и 21°; сохраняя м%ста, 
на которыхъ дояжны бы быть написаны эти члены, располагаемъ дфйетв!е такъ: 
1456 -- 5425 — 391 —17=--2 | 241 -| 843 — 54° — 3#--1 
— 1446 — 5625 5 бай 25 Лаз Е Тай 7 д 2 

8 — 424 -|- 2123 — 749—122 
22-5 82422 БЖ-- ЗН 
_ 421 | 1653 — 1048 — 6%--2 
— 42 —- 1628 = 1042-> 6#-2 
0 


Признаки невозможнаго дёленя многочленовъ. 


50. Вогда частное отъ раздфленя одного дфлаго многочлена на другой мо- 
жетъ быть выражено цфлымъ многочленомъ относительно входящихъ въ него 
буквъ, то говорять, что дВлеве возможно; если же частное нельзя представить 
въ Форм цфлаго многочлена, дфлене называется невозможнымъ. 

Иногда можно & рог! узнать, совершаетея дфлене на цЪло, или НАТЪ; въ 
большинств® же случаевъ узнать этого нельзя, ие совершая на самомъ д®л% 
дълешя. 

Т. Если дЪаитель содержить букву, которой н®тъ въ Дфлимомь, то на ка- 
кой-бы цфлый многочленъ ни умножили дфлителя, эта буква остается въ произ- 
ведени, которое поэтому никогда не будеть равняться дфлимому. Значитъ, въ 
этомъ случа® частное не можеть быть предетавлено въ хормф цфлаго многочле- 
на, и дБлене невозможно. Напримръ, 


Ва Бар — 5 
не можеть раздьхиться на — цфло на 4а--6е, такъ какъ дфлитель содержить 


букву с, которой нЪтъ въ дфлимомъ. Частное изображаютъ въ ввдё дроби, 03- 
начая дфлеше горизонтальною чертою: 


Зав | 55 — 


— 68 — 


П. Когда дЪлимое есть одночленъ, а дфлитель — многочленъ, то частное не 
можеть быть выражено ни цфлымъ одночленомъ, ни ифлымъ многочленомъ. Одно- 
членомъ оно не можеть быть выражено потому, что произведене многочленнаго 
дфлителя на окночленное частное дало бы многочленъ, между тфиъ какъ дфли- 
мое одночленъ. Многочленомъ оно не можеть быть выражено потому, что произве- 
ден!е многочлена — дфлителя на многочяенъ — частное содержитъ по меньшей 
мЪрЪ два неприводимыхъ члена, между тфмъ какъ дёлимое — одночленъ. 


Такъ, двлене 2? на «-- В невозмно, и частное имфтъ видъ кроби 


а? 
а-- 5 

Ш. Если возможенъ цфлый полиномъ (частное), который, будучи умноженъ 
на д®лителя, давалъ-бы дфлимое, то выспий членъ дфлимаго долженъ быть про- 
изведентемъ выесшихъ членовъ дфлителя и частнаго, а ниспий членъ длимаго — 
произведенемъ ихъ нисшихъ членовъ. Поэтому, выепий членъ частнаго долженъ 
равняться частному отъ раздленя высшаго на высший, а нисний членъ чает- 
наго — частному отъ раздфлен1я нисшаго на ниспий членовъ длимаго и дёли- 
теля. Отсюда прямо сяфдуетъ, что если не дфлятея на— цфло высший членъ 
дЪлимаго на высший членъ дёлителя, или ниспий на ниспий, то д®лен!е невоз- 
можно. 


Такъ, многочленъ 
827 — бе -|- 32° — 44 — 228 |1 
не дфяится на 
505 — 22 -|- 23, 
потому-что ниспий чяенъ 72? дфлимаго не длится на ниспий членъ 2“ дфлителя. 
Точно также многочленъ 


32° —#-1 
не делится на . 

2-1, 
такъ-какъ высш членъ дфлимаго (32%) не длится на высций членъ (2) д®- 
лителя. 

У. Но если выспий членъ дфлимаго длится на высший членъ дфлителя и 
нисшй на нислий, то изъ этого еще никакъ не елфдуетъ заключать, что д®ле- 
не возможно. Совершая въ этомъ случаф дёлеше и продолжая его достаточно 
далеко, всегда можно открыть — возможно оно или нЪ®тъ. 

При этомъ слфдуеть различать два случая. 

1. Длимое и дфлитель расположены ло нисходящимъ степенямт главной 
буквы. 

Въ этомъ случа степень выешихъ членовъ послфдовательныхь остатковъ 
идетъ понижаясь. Для возможности дфленя необходимо, чтобы высший членъ 
каждаго остатка дфлалея на выспий членъ дфлитеяя; поэтому, если дойдем до 
остатка, въ которомъ выспий членъ водержитъ главную букву въ меньшей степе- 
ни ч%мъ высний членъ д®лителя, и сл®довательно не д®литея на высний члевъ 
дфлителя, то заключаемъ, что дфлеше невозможно, 


— 69 — 


Такъ, пусть требуется раздфлить 


22% | 23 —2*-- 7% 4 
2—ж- 1. 


Выспий членъ двлимаго дфлится на высш членъ дфлителя и нисиий на 
нисшй, Нопробуемъ, не совершается-ли дёлене на ино: 


2-- 23— 41 1%--4 | 2 — 2-1 


на 


— 2 = Е 2 2-32 — 
— 32-754 
о 3% 
42-4 


Выспий членъ втораго остатка не дёлится на выспий злевь д®лителя: закаю- 
чаемъ, что дфлеше невозможно. 

Иногда, прежде чЪмъ дойдемъ до такого остатка, можно ранфе предвидть, 
возможно дфлен!е или н®тъ. Въ самомъ дфлф, предполагая, что дЪлен!е возмож- 
но, можно напередъ опредёлить — каковъ долженъ быть ниепий членъ частнаго. 
Ниенио, если д®лене возможно, то дблимое будеть произведешемъ дфлите- 
ля на частное, а потому ниспий членъ дфлимаго клженъ быть произведенемъ 
нисшихъ членовъ дфлителя и частнаго; слФдовательно, раздёливъ нисний членъ 
ДВлимаго на ниспий членъ дфлителя, мы узнаемъ, каковъ долженъ быть нисний 
членъ частнаго. Совершая дфлене, пусть мы дошли въ частномъ до члена той 
степени, какую мы ранфе нашли дня поелфдняго члена чаетнаго; дяя того что- 
бы дфлеше было возможно, необходнмо: 1) чтобы членъ, найденный нами въ 
частномъ, быль равенъ чаетному отъ раздфлен!я послфдняго члена длимаго на 
послфды чл. двлителя; 2) чтобы слЪдуюций остатокъ былъ равенъ нулю. Если 
хотя одно изъ этихъ условй не осуществляетея, заключаемъ, что дфлеше не- 
возможно. 

Приводимъ примфры. 

Раздфлять 27 — 325 — 425-254 на 2—5-|-1. 

Выений членъ дфлимаго дфлится на в. ч. дёлитеня и ниений на висний; 
при этомъ, еели дфлене возможно, то послднимъ членомъ частнаго долженъ 
быть: -- 22: -- 1=-|- 25*. 

Совершаемъ ва самомъ ДЪлЪ дЪлене: 

27 — 328 — а 2 | 2—5 | 


на баб 2 [23-2 
- 226 — Бал 

— 240 = 1028-21 

| 55 


Раздфливъ высиий членъ перваго остатка на выений членъ дфлителя, нахо- 
димь -|- 242“, т. е. какъ разъ такой членъ, какимъ долженъ быть послёдей 
члень частнаго; но какъ слёдующий остатокъ не равенъ нулю, то заключаемъ, 
что двлене невозможно. 

Другой примфръ: разлить 


828 —- 105 — 324 — 323 -|- 542% — 205 на 448-52 — 


т а 


Первый членъ дфлимаго длится на первый членъ иБлителя, и посла 
на посл®днШ; притомъ, частное оть этого посяфдняго дфленя веть — 20. 
—2х или -- 10. Членъь 10 долженъ быть посафднимъ въ частномъ, если д%- 
лене совершается на-ц$1о. 

Выполняемъ дёйств!е: 

82° | 102 — 322 — 38-542 — 20% | 47 --57 — 2х 
— 848 -- 1025 44 | 228—172 --8 
— 28\— За 54° — 20% 
= 282‘ -= 3553 -- 14° 
3223 -|- 405 — 205 
— 3243 --4051 165 
— 41 

Членъ частнаго, несодержащий буквы 2, оказывается равнымъ -|- 3, а ве 
-+- 10, какъ должно бы быть при возможномъ дфлени: заключаемъ, что дфлен!е 
невозможно. Вычтя изъ втораго остатка произведен1е (428 -- 52% — 22).3, нахо- 
димъ послдЕй остатокъ: — 4х. 
| 2. Дьлимое и дфлитель расположены по восходящимъ степенямъ главной 
буквы. 

Въ этомъ случаф стенень нисшаго члена послфдовательныхъ остатковъ идеть 
постепенно увеличиваясь, а потому ниепие члены остатковъ веегда будутъ дЁ- 
литься на висний членъ дфлателя. Невозможность дфлен!я открываемъ садую- 
щимъ образомъ. Раздфливъ выслий членъ дфлимаго на высший членъ дёлителя, 
мы узнаемъ, каковъ долженъ быть выепий членъ частнаго, въ предположени, 
что дёлене возможно. Если, дойдя въ частномъ до члена, содержащаго :лавную 
букву въ той степени, какую мы предвидфли дия послунлго члена частнаго, 
мы не волучимъ зат®ыъ въ оетатк® нуль, — это будетъь признакомъ невозмож- 
ности дълевя. 

Пусть напр. требуется раздёлить 

4— 35-522 -- 23 — 192 на 1 — 22—25. 

ЗАФеь первый чхенъ дфлимаго дфаится на первый членъ дфлителя и послЪд- 
в!й членъ дЪлимаго на посла дфлителя. 

Если дфлене возможно, послфднимъ членомъ частнаго долженъ быть 

(— 195%): (— 2) =- 199. 
4—За-ф Б-Р 23— 19 | 1—22— 2 
—4--82-= 42? | 4-- 5=-[ 19 
5%-- Эа -- 28 — 19 
— 55 = 105 -= 558 
192*-|- 623 — 192 
— 1923 = 3848 —: 191 
443 

Трет членъ частнаго дФйствительно —=-|- 192*, но затёмъ остатокъ не 
есть ноль: заключаемъ, что д®лене невозможно. 

Еще примфръ: раздЪлтать 


— 22—52 -- 45 на —1— 2-47. 


— и — 


При возможномъ дёлеши послёднимъ членомъ частнаго долженъ быть -|- 427. 
р Е — 5-- 49| —1—2%-- 24 
2 42-=247 — Го 2 ая 
5%— 29— Б-р 42 


— 5 -=105% = 53 


— 1227? -- 42 
2+ 125% -= 2423 --12 
2453 — 85% 


Выфсто --42* находимъ въ частномъ -- 125%; кром% того, соотв тетвующий 
остатокъ долженъ бы быть нудемъ, а онъ равенъ 2423 — 85‘. Значитъ, дфле- 
н!е невозможно. 

Особенность случая дВленшя цфлыхъ полиномовъ, расположенныхь по воз- 
растающимъ степенямъ главной буквы (при соблюден!и условя дфлимости край- 
нихъ членовъ дёлимаго на крайн!е члены дфлителя) заключается въ возмнож- 
ности получен1я въ частномъ неограниченнаго числа цфлыхъ членовъ. Обуслов- 
ливаетея это тфмъ, что степени нисшихъ членовъ остатковъ идутъ постоянно 
новышаясь. Такъ въ послёднемъ прим рф, продолжая дЪлене, получили-бы чет- 
вертый членъ — 2423, ит. д. 

51. Когда частное отъ раздёленя цфлыхъ относительно х полиномовъ 
не есть полиномъ цфлый, то оно можеть быть представлено въ видЪ суммы, 
состоящей изъ нфкотораго цфлаго относительно х полинома и дроби, имфющей 
числителемъ остатокъ, степень котораго меньше степени дфлителя, а знаменате- 
лемъ — дфлителя. 

Въ самомъ фл», пуста А и В будуть два цфлые относительно 2 полино- 
ма, расположеные по нисходящимьъ степенямъ буквы 2; и пусть степень А не 
ниже степени В. Совершая дЪлен!е и продолжая его До тхъ поръ, пока въ 06- 
таткф не получится цфлый по буквЪ х полиномъ, котораго степень ниже сте- 
пени дфлителя, назовемъ частное (} и остатокъ В. Замфчая, что остатокь В про- 
исходить послф вычитаня изъ А произведеня ВФ, находимъ: 


В—=А-— В.О; 
выражая уменьышаемое посредствомъ вычитаемаго и остатка, имъемь 
А—В.0-- В; 
отсюда, раздфливъ об части на В, получаемъ 
А В 
В“ 0 -- в. 


Примфняя преобразоване, указываемое этимъ равенствомъ, къ первому при- 
мфру пункта [У $ 50, находамъ, что полное частное отъ раздфлевя 22“-|- 2 — 
—42*-- 7%--4 на 2* —2--1 равно 

4% --4 
1. а 
252 1- 3% -- ма 

Продолжая дВлене 27 —- 325 — 42-224 на 2% —52--1 до тЪхъ поръ 

пока не дойдемь до остатка, степень котораго ниже степени дЪлителя, находимъ: 


М 308 — 458-12 Е 27555 — 5715 
= а да-да обоя 10-515 ера 


| 
| 
| 


Че 


Замфчательные случаи дфленя. 


52. Приведемъ нЪкоторые частные случаи дЪленя, заслуживающие особаго 
внимания волфдетв!е частаго ихъ примфнепя. 
1. Разность одинаковыхь степеней двухь количествь дълится безъ остоит- 
ка на разность оснований. 
Пусть требуется раздФлить 2х” — 4” на х— а. Совершая дёлеше имЪемъ: 
п— а" —@а 
— 2" ал" д" ад" а 
а — а” 
— дат -= 07" 


ат? — т 
2 ах а37т-3 


ь } 
@317-3 — а й 
т — а” 
"та 
0 


Расположивъ дфлимое п дфлителя по убывающимъ стецёнямь буквы х, дЪлимь 
нервый членъ дфлимаго на первый членъ дфлителя, и находимъ первый членъ 
частнаго, въ которомъ показатель буквы х, кахъ равный разпости показателей тойже 
буквы въ дЪлимомъ ивъ дфлитель ‚будетъ = — 1. Первый членъ частиаго есть 
"1. Умноживъ его на дЪлителя и вычтя произведен!е изъ дзлимаго, получаемъ 
первый остатокъ: ах”`1 — а”. Раздёливъ ах”-! на х, находимъ второй членъ 
частнаго: а2”-®. УмноживЪ его на длителя и вычтя произведене изъ перваго 
остатка, получимъ второй остатокъ: а”? — а”. Подобнымъ же образомъ най- 
демъ, что трет членъ частнаго = а*5"-3, а трет остатокъ ах” — а". 

Не продолжая дЪйетвя, раземотримъ законъ составлешя посхдовательныхъ 
остатковъ. Сравнивая ихъ между собою, замфчаемъ, что веф остатки — двучие- 
ны, которыхъ вторые члены одинаковы и равны — а”; первые же члены пред- 
ставляютъ прогзведешя степеней буквъ @ и х, причемъ показатели буквы 4 
идутъ послфдовательно увеличиваясь на 1, а показатели буквы 2 уменьшаяеь 
на 1, еумма же обойхъ показателей всегда равна и. Изъ этого слфдуетъ, что 
продолжая дфлеше, мы непремфнно дойдемъ до такого остатка, первый членъ 
котораго будетъ имфть букву а съ показателемъ ж —1, а слдовательно букву 
д съ показателемъ 1, такъ какъ сумма показателей должна равняться т. Этотъ 
остатокъ будетъ елфдовательно: а"`1х — 4". Дфля первый его чяенъ на х най- 
демъ въ чаетномъ членъ 4”-'; а умноживъ этимъ членомь дфлителя и вычтя 
произведеше изъ остатка, находимъ что слёдующЙ остатокъ есть 0: значитъ, 
д” — а" дфлитея безъ остатка на д — а. 

Мы не могли выполнить везхъ частныхъ дЪлешй велдетые неопред®лен- 
ности чнела 2; м$ста, гд$ надо похразумвать промежуточные остатки и чле- 
ны частнаго, обозначены точками. 


ЕВ ее 


Законъ частнаго.— Вематриваясь въ составъ частнаго, замфзаемъ, что оно 
имфетъ слдуюния свойства: 


1. Вебмъ его членамъ предшеетвуеть знакъ (--), потому что они происхо- 
дать отъ дьлеюя первыхъ членовъ оетатковъ, предшествуемыхъ знакомъ (--), 
па первый членъ дфлителя, имфющиЙ тоть же знакъ. 


2. Первый членъ частнаго есть х”-', послёдн а”-'; что ж десартся ся й 


межуточныхь членовъ, ‘то они представляютъ произведеня сепеей, ' А 


буквъ хи а, причемъ показатели буквы х идуть посл доват ульб моряк 
на 1, а показатели буквы а — послфдовательно увелячиваясь на; лас о, 
сумма показателей въ каждомъ членЪ равна * — 1. — Вели въ `первон член% 
подразумфвать множителемъ а°, а въ послфднемъ 2°, то можемь сказать, что 
чдены частнаго расположены по убывающямъ стеленямъ буквы 2, которой по- 
казатели идутъ, уменьшаясь на 1, начиная съ 2—1 и кончая нулемь; и по 
возрастающимъ степенямъ буквы а, которой показатели идутъ, увеличиваясь на 
1, начиная съ о и кончая ж— 1. 


3. Чиело членовъ частнаго равно %, т. е. степени дфлимаго. 


Въ самомъ дВлф, показатели буквы @а, наприм., плутъ послдовательно 
увеличиваяеь на 1, начиная съ о и коячая #2 — 1; но послфдовательныхь цЪ- 


лыхъ чисель оть о до т— 1 включительно ровно 27. Столько же членов и 
въ чаетнемъ. 


Пря помощи выведенной нами гормулы 
ВИ 9 ут —3 Зуя 9, т—1 г. 
да =" ад" ®-- да -- аз" --..... "а -а"!.... (А) 


можно прямо писать частное отъ раздфленя разности одинаковыхъ стененей 
Авухъ количествъ на разность основанйй. Вотъ примЪры: 


1 а —- а а? -- ав -а^. 
я —1 


2. тара аа ра 1. 
3. Раздфлить, по Формул% (А), 12543 — 863 на 5а — 26 


Замфчая, что 12502 —5.5.5.4.а.а ==54.5а.5а = (5), и что 868 — 2.2.2. 
Ь.6.6 — 26. ее О (35)*, имфемъ: 


—. В Ее = (64)*-| (54).(%) - (25) = 35а 1006 -| 461. 


4. Подобнымъ же образомь найдемъ: 


ри 1) — т 
5480 ыы '_ (3) ИЕ 


-_@ усл 1 5 
3 ай 


1 1 1 1 
— ай 3 2121 — аз 1 
ат“ 14 ти- | т - дат +=. 


Сльдствтя. — Такъ какъ хи а означають кая угодно количества, то 
можно положить а — — а’. Подставивъ въ оормулу (А) выфето а количество — а’, 


, 


— 74 — ; 
и замётивъ, что дёлимое обращается въ 5” — (—а))", а дВлитель въ д — (—а’) 
или въ х--@, находимъ: 

СеАЗ Л ж-8 г\атт-3 ^\т-9 
р ++ (—а/); -- ([-а)*% +. ВИО | (—@) д-|- 
(а) 

Изъ правила знаковъ при умножени заключаемъ, что (— а’) == (—а’).(—а) 
—=--а?;(—а’)* = (—а/)*— а’) = (+ а*(—а) =— а ([-а)\=— в. — в 
—--а* ит. д. Одняжъ словомъ: четныя степени количества — а’ дають знакъ 
--, а нечетныя знакъ —. Замфтивъ это, различаемъ два случая: и — четнаго 
и * — нечетнаго. 


1. т — число четноЕ.—Въ такомъ случаф будетъ:  — 1— число не- 
четное, ж — 2 — четное, #2 — 3 — нечетное и т. д. А потому найдемъ, что: 
([—а)" = а"; (— а)" = — а", (— в)" Ра" и т. д. Принимая это 
въ соображеше, найдемъ, что послфднее равенство принимаеть видъ 
д” — а 
аа 

Отеюда заключаемъ, что разность одинаковыхь четныхь степеней дъмипся 
без остатка и на сумму основанй, причемъ законъ составления частнаго `от- 
личается оть вышеуказаннато только чередовашемъ знаковъ. 

Напримфръ, 25 — а° дёлится не только на д — а, но и наж-- @, причемъ 
чаетное будетъ 


=" а’. — ат --..... + а"-3х —@"-*..... (В). 


2 — ай -|- а70% — аз? -- их — @°. 


2. № — ЧИСЛО НЕЧЕТНОЕ. — ВЪ такомъ случа», ж— 1 будеть число 
четное, ж- 2 — нечетное и т. д. Поэтому: (— а’) = — а", сд. двлимое бу- 
детъ 2” — (— а") =” = а"; затфмъ, (— а’! будетъ — -- а"-!;(— зы — 
— а" ит. д., и мы получимь: 

д* а" й . ие 
=: = "1 та уз" — оз ...... а" Ра" 1... (©). 

Равенство (С) показываетъ, что сумма одинаковыхь нечетныль степеней 
двуть количествь дълится безь остатка на сумму оснований, причемъ въ ча- 
стномъ знаки чередуются. 


Напримръ: 
7 т 
р г . — 28 — 2 -|- дай — а -|- лай — дз -|- а. 
и рае, 


П. Сумма одинаковыль степеней двухь количествь не дъмится безь ос- 
зполтка на разность этить количеству. 
Пусть требуется раздфлить сумму 2” -|- а” на х-—а: 


—18.-- 


2” а" | фа 
— ад” | дах" ат... ... На"! 
ахт-! -- а" 
— ал а?дт-? 
ай? —- а" 
— а?" д37-3 
1" 


ох 


В 


да" -- а 
—м ап! == а” 
о 2" 

Дълене будетъ возможно, если, найдя въ частномъ членъ — а”-', полу- 
чимъ въ остаткЪ 0; но совершая дфлене, мы нашли въ частномъ членъ -- а”! 
и затфиь въ остатк® 24”: заключаемь, что дфлене не совершается безъ оетат- 
ка. Что касается цфлой части частнаго, то она составлена совершенно по тому 
же закону, какъ и въ первомъ случаЪ. Полное частное будетъ 
ма" 2а" 

о дт-1 т 2.т-3 т-2 т... (]. 
яв =" Над" ра" --.......-- а" ра а (р.) 


Сльдствгя. — Нолагая въ этой вормул а=— — а’, находимъ 
пт — а” Е а а НЫ 2(— и/)® 
И И и и 


Раземотримъ опять два случая: % — четнаго, и 2 — нечетнаго. 
1-й случай. — т — число четное. Въ этомъ случаЪ 


а "1 ут 12 т-—3 “Зут-3 /т-1 2" Е 
перо НИ фам баба... су" .), 


Откуда заключаемъ, что сумма одинаковыль четныхь степеней двухь ко- 
личесаивь не дъмипся на сумму зпъжь же количествь, ц что остатокъ равень 
Удвоеннону второму члену дълимало. 

Такъ 


да - 04 2 
— 73 р 3 3 
= —@ -- ох — а -- * 
#[а я-а 
2-й случай. — т — нечетное число. Въ этомъ случаЪ 


и ут и 
=" —а За 
- т — 2-1. 0 -|- т —......-- ат — 

аа 


СлЪдовательно, разность одинаковыть нечетныхь степеней деуть коли- 
чествъ не дълится на сумму этиль количествь, и остатокь равен удвоенно- 
му второму члену дълимало. Такъ 

25 — @5 
ай — 9-й — аа — 
#--а ий т Е 
Выдёляя изъ раземотрённыхь случаевъ т, когда дфлене совершается безъ 
остатка, приходимъ къ сл5дующему выводу: разность одинаковыхь степеней двухь 


бе 


количествь всей дълитея на разность основан; разность одинаковыхь чет- 
ныхь степеней дълится, кромь тою, и на сумму основан; сумма же оди- 
наковыжь нечетныхь степеней — на сумму основан. 

Теорема, доказанная въ этомъ нараграх®, язвфстна подъ именемъ теоре- 
мы Безу (Вехош(). 

53. Задачи. 


Выполнить дфлен1е одночленовь: 
1. 0,(72)...а17с8: Гале; рол : 0,(54)... 65; 0,9" 6"сй : — Оба”; 


1 1 3 ь 5 
55% 1+2р+3 : чот" ; нее тут 1+2. а др 1уат-2м, 23а + $75 . 52 (а -|- 55; 


3430 -—- =)": — 2026 — 2)”; 4558 — т?) : 0,44....23(т — 8) бт (Е — м) 
19 (ал —1)3; 156 Бу —у:18й(а-— у. 


Раздфлить: 
2. З2ая Иез уз — Эва Зезхзуз -|- боб бЗе?лрут — 48оЗЬсяхуз на 4аейху?. 
3. 12а а -- 5) —15 (а -|- 632 (2-- у) а — у) — 48(« 4 {а — 5) (а —У) на 
Зе 6). 
4. 35(4--5)(х — у): — 1баца | в) -- ух — у -- 254-50) &— 9)‘ на 
5а-- у). 
5. О,7а? — а я--ар-Заит — 0,2121...02-3518 — бары на — аР—294-—4, 


6. 57 — 22бу - 1223) — бал уз — Аллу! -|- В52уз на 23 — 42 -|- 23. 
1., 23 59 3 2 2 3 2 
Я йЬ — аб 2 а — 17а -|- “В на ба. 96 — в. 
24° -- 549% то + 119% 1528 - 98° на д -[- 246 38 


8. 0,067 — 0,028, — 0,16тз п? -- 0,76 яз — 0,8тЗнл -|- 0,58 т? —0,0бни 
ва 0,2тя — 0,4ти -|- 0,677. 


59 1 303 : 8 2 
Оба ба 2 За 2853 на а? ——ы, 
9. 0,54 - в -Е 4098 1,35а26 700“ -- 0,2863 на о --0,7аь 58 


10. 21 -|-х3у — 82292 -- 195у3 — 151 на 2?-|-Злу — 5Бу?. 

11. — (@*-|- 3443 -- 06 — аб) на а35 -{- 53 -- 23 — а0%. 

12. 8223 — Зуз-|- 2°-- 155у" на Злу-|- 2?-|- 3у?. 

13. 209263 |- 1255 — 2561 — 16а168- аз на 4аб | а* — 36%. 

14. 1-28 --ай на 2--1— <. 

15. ра уни на и — 2. 

16. 2,880) — 7,253 + 14,94жу\ -|- 2,8855 — 10,8232 на 0,823 — 0,42ду — 
1,4292 1,63. 

17. аз уз Злу —1 на 2-Ру—1. 

18. 2а--уз- #3 —Зтуе ва --у--г. 

19. а"+ — ат+3 -|- ЗТат+3 — 566 -|- 50а7+7 на а? — 3а3-|- 104%. 

20. бфенна -|- фтчун1 — ору | 11-1 — 60252 |- фтну- на 22 | ЗФ. 


21. 628142 — 23улич1 | 1826" — 25-1 — Зам | 45-3 — 4"—й на одйт+1 — 
523" — Оби м, 


а: == 


Въ нижесл5дующихь примфрахъ представить частное подъ видомъ суммы, со- 
стоящей изъ цфлаго по букв х полинома и дроби, имфющей числителемъ пфлый 


по букв х нолиномъ, степень которато ниже степени дЪфлителя, а знаменателемт — 
дфлитель. 


22. (226 — 415 -|- 544 — 32 —З5-- 1): 2—3). 
23. (323 -- 2451 — 0743 — 493172 -- 8айх — а?) (ах? — За -|- Заз). 
24. (344 — 528 | 28-|- 3% — 1):(&— 3). 


Въ слдующихь примфрахъ написать частное по формуламъ 8 59. 


25. (325 -- 243):(2х -- 3). 26. (@454 — 2491): (а6 — 29). 

27. (тз — п): (т- п). 28. (а 53):(а-Н 5). 

29. (1- #7):(1-2 2). 30. (16 — =*):(2-- 2). 

31. (81 — 9:3 — 9) 32. (625 — 1 ):(5и— 5). 

33. (1-- а55):(1-- а5). 34. [(а- 5)? — с?]:(6 — са). 

35. [22 — (@—5):(#—Фа-РЪ). 36. [(@--5)*— (е—а)(а-Рь-е—а). 
37. [(е-Ру--  ца-Е-уь. 38. [п | п) — 23]:(т-- п — р). 

39. [(@—6)*—=):(а—в--®).. 40. [№ — (х— 9) :1-- 5—9). 

41. [48 — (р— а]: (а — ра). 42. (о — 92) --. 3 2). 

43. (5 - +); (= Е 9). 44. (се — тз); (а — т). 

45. (418 — т 15): (а? — тз) 46. (28 -{- у3):(#*-Р у). 

47. (у —#):(у3-- г). 48. (т8 — т): (п? — 3). 

49. (229 — 1): (РР — 1). 50. (12556 — 6493): (58 —4у9). 

51. [(а® — 2а6}3 -- св]: (а — с). 52. [(--у-- 2) —(25—9)3]:(2у—=-|-2). | 


53. Показать, что (2? — у -{- 93)3-|- (22-|-лу-|- 9%) дфлится на 242-292. 
54. Раздфлить (42 — 66)3-|- 86363 на а -- 6. 
55. Раздфлить 0202 -|- 2а66* — ас? — 62 на аб | ас — 6. 


56. Указаль, въ какихъ изъ ся$дующихъ примфровъ дфлевне совершается безъ 
остатка. 


(в —а); (п — ера; (а--а-о); ао; 
(13 — а): (2—@); (12—08): (п-ра); (аа): (ва); (2--а8):(х—а); 
{410 — 710): (аа — т?); (а — т'в):(а?-|- 7); (а -- т) (а т?); 


(ао -|- т19): (28 — т). 


ТУГА ВА. ИГ. 


Разложене алгебруаическихь выражен! из множители.— Умножен!е и дЪлене много- 
членовЪ съ буквенными коэффищентами. 


54. Разложить выражене на множители — значить представить его въ 
Формф произведеня, иначе говоря, въ Формф одночлена. Такое преобразоване 


- — 78 В 


возможно далеко не всегда: оно удается вообще только тогда, когда данное вы- 
ражен!е представляеть нФкоторую правильность, ифкоторую симметрию. 

Естественно, первое, что нужно сдфлать — это выдфлить множителя, 0б- 
щаго вобмъ членамъ даннаго выражен!я, если таковой имфетея. ЗатЪмъ, даль- 
н®йшее разложене совершается прим нешемъ одного изъ сафдуюхъ трехъ пр- 
емовъ: 1) ‹ормулъ замфчательныхь случаевъ умноженя и дфлешя; 2) метода 
опреджленной группировки членовъ; 3) метода двухчаенныхь дфлителей. Откла- 
дывая изложене послёдняго метода до слВдующей главы, ознакомимся въ этой 
гчав% съ остальными изъ указанныхь премовъ. | 

55. Вынесеще за скобки общаго множителя членовъ даннаго многочлена. — 
Пусть вс члены многочлена имфють общаго множителя, напр. 

АБ — В -- 65; 

замфтивъ, что величина многочлена не измфнится, если мы его помножимъ и 
раздЪлимъ на одно и тоже количество, множимъ и дфлимъ на П); находимъ 


Ао — вос = (Во), 


 Выпоинивь, двлене АР — ВО -- СР на 0 по правилу дБленя многочлена 

на одночленъ, найдемъ въ частномь А—В-- С; сл. 
АВ — ВО -{- (9 —=р(А—В-- 0). 

Отеюда видимъ, что если вс члены мнозочлена имъютъ общелю множи- 
теля, то этоть множитель можно вынести за скобки, написявь въ скобкахь 
частное отъ раздъленя даннало мноючлена на обийй множитель ею членов. 
кахъ частное оть раздВлен!я даннаго многочлена на обний множитель его членовъ. 

Такъ, всЪ члены многочлена 356%“ — 75634? -- 49а62с*а -|- 34363е* инжютъ 


‚общимъ множителемь 7$, который и выносимъ за скобки; въ екобкахъ же пи- 


шемъ частное отф раздфленя многочлена на '76с*; такимъ образомъ найдемтъ: 
35520" — 7634? -|- 49аБзс*а -- 343538 — 16с*(5%е* — са? -|- Чаба -|- 495%). 

Иногда выражеше, получившееся въ скобкахъ, бываетъ способно къ даль- 
нфИшему разложеню, либо къ другимъ преобразованямъ, могущимъ ето упро- 
етить. Напр., 144553 — 284*Ъ° - 14а*5*, пю вынесёыш за сжобки общаго мно- 
жителя 14035?, приводится къ виду 14436°(а° — 2а6 -| 5); замфчая зат м, что 

— 2а6-|-$* —= (а—65)*, замфняемъ данное выражене простёйшимъ 
14936 (а —5)*. 

56. Методъ примбнешя замбчательныхь формуль умножешя и дфленя. — 
Можно иногда съ успфхомъ примёнять къ разложеню на множители Формулы 
замфчательныхъ случаевъ умноженя и дфленя. 

Простьйшая изъ этихъ Формуль ееть 


А — В — (АВА В)..... (1). 
ЗамфтивЪъ далфе, что 
АЗ— Вз А3- 33 
дв ЕА*-ТАВ- В |: ЕВА" —АВ-- Ва 


и опредфляя изъ того и другаго равенства дёлимое по дЪлителю и частному, 
имфемъ: 

АЗ — В3 — (А — В)(А* + АВ--В*)..... (2) 

А34- В* — (А-|- В)(А* —АВ--В*)..... (3) 


— 19 — 


Затфмъ имфемъ: 
А1— В*— (Аз) — (В?) = (АЗ-- В?) (А? — В?) = (А3-- В3)(А -- В(А— В)... (4). 
А‘— В = (АЗ) (В) (АЗ-+- В3)(АЗ—Вз)-(А-ЕВ)(А—В)(АЗ+АВ+В2)(А—АВ+В) .(5). 

Вотъ примфры примфненя этихъ Формулъ: 

1) 417 — 95 — (25)* — (34)? == (2% -- 3у)(2х — 39). 

2) (а--ь — с)* — (а— %-|- 3е)* = (2а— 6 -- 26) (36 — 4). 

3) ой (аз (Ни) НЫ е-Ние-Н(а-5). 

4) 82° -| 2193 — (24}°- (3у)8 = (25 -- 34) (42? — бжу | 9"). 

5) 82° — 273 — (22) — (3у)3 —= (2х — 3у)(42* Е 6ху Г Зу*). 
6) Разложить на множители 
24753 | 253с* -|- 2426 — и — в — с. 
Придавъ къ этому выраженю и вычтя изъ него 2475, находимъ: 
4975? — 207253 | 253% -[- 2098 — а — В — с 
(2а6)* — (а -|- 2а25* -- 5) 8 (а -- в) 6 — в\ — 
(2аЪ)* — (а | 53) 2 (а? -{ 69) в — «“— 
(243) — 1 (а*-|- 5") — 2 ес = 
(2а6)* — { (а 5) — Е (Зав На 6? — в) (2а6 — а" — 6? - с?) = 

и Ооо 
ос). 

Раземотримъ еще разложене выраженй А‘--3В' А“- В*-|- А*В?, А*-|- 
+- В‘ — ААзВ®. 

Придавая къ первому изъ этихъ выражений и вычитая изъ него 2А?В®, 
находимъ: 


А“ -- В — 44-2428? В* — ЗАВ — (А? -|- В*)* — (\/2.А8)* = 
(А*-- В*-| АВ /2) (А-В — АВ 2). 
Такимъ же образомъ найдемъ: 
А -- В АВ — (А*-|- В*)* — АЗВ* — (А*-|- В*-|- АВ) (А*-|- В* — АВ). 
А“ -- В* — ЛАЯВ? — (А?-|- В) — (&-- 2) АВ * = 
—=(А*-- В*-РАВУЕ- 2) (А*-- Вз— АВ -|- 2). 

57. Методъ групвированя членовъ. — Роли вс члены многочлена ме имт- 
ють общато множителя, то иногда возможно бываегь резбить ихъ на группы 
такъ, чтобы всф групны имфли общаго множитеяя, ноторый и выносится за 
скобки. Общихъ правилъ для такихъ преобразован в%тъ; какъ ихъ совершать, 
укажуть нижеслфдуюнще примфры. 

+. Разложить на иножители выраженю а? -|-$с — ве — ®. Разбивавиъ много- 
членъ на двЪф группы: а? — ас и -- 5 — 46; вынося въ первой гриш% за екоб- 
ки @, находимъ а(а— с); вынося во второй групи —6, получим —6(а — с). 
Сляфд. данное выражене — а(а — с) —В(а — с); вынося здфеь за скобки а — с, 
получаемъ окончательно (& —с)(а— 65). 

2 Дия разложешя на множители тринома 2* — 102-|-24, разобъемъ снача- 
за члень —10х па два члела: — 67 и —4=, и0ел% чего данное выражен 


— 80 — 

превратится въ 2* — 65 —45--24. Вынося въ первыхъ двухъ членахъ за екоб- 
ви 2, а въ третьемъ и четвертомъ — 4, получимъ (5 — 6) — 4(х — 6) = 

(1— 6)(х —4). | 

Этоть примфръ есть частный случай триномал” — (а--5)х -- аф. Раскрывъ 
сначала скобки, послф чего получим 1°— ал —62-- аб, поступаемъ затёмъ 
какъ и въ предыдущемъ примфрЪ; такимъ образомъ сперва найдемъ х(х — @) — 
—6(х— а), а потомъ (4—а)(2— В). 

3. Разложить на множители 67*-|-х —12. Замфнивъ средый членъ раз- 
ностью 95—82, находимъ 62° -- 95 —8х —12. Взявъ за скобки въ первыхъ 
двухъ членахъ 32, а въ третьемъ и четвертомь — 4, имфемъ: 32(22- 3) — 
—4(22-—- 3) = (= - 3)(35 —4). | 

4. Разложить на множители 425°(а — 6) — а?с*(а — в) + 96° — в). 

Имфемъ посл довательно: 

45а — 6) — с*(а— 6} | 626 ($ — с) 
= 4? {а — ас*-|- с — 53} -{ 62626 — с) 
= а а(5? — с*) — (6 — с*)} 56 — с) 
= а{а(6 — с) -- в) — &— о-в - с?) }- -- 09е* (В — с) 
= @*(6 — в) {а(5 6) — (ве - <) 56 — с) 
= (6 — с) {а в) — а ве) + ме} 
—= (6-- с) {аа — 5) аз(а— 5) с 6 — аз} 
— (6—6) (4—5) {2% -- а — са 5} 
—=(— с) («— 5) {Ка — с) ав(а— 6)} 
—(6—с)(«—56)(а— в) (а ве -ае). 

5. Разложить на множители 47" — 25 -|- аб" — 679. 

Замфчая, что показатели складываются при умножен!и степеней одной и той 
же буквы, зам няемъ 1-Й и 4-й члены произведенями @2”.а’ и 6"5*, послЪ чего 
данное выражеше приметь видъ а7а’ — а'5*-|- а*ф" — 95", или а*(а* — В") -|- 
(а — 6"), и наконець (а — 6*)(®- 5). | 

6. Разложить на множители 23 -|-42*-|-х— 6. Предетавивъ второй членъ 
ВЪ вИДЪ 32*-[-4*, а трей — въ вид 3х — 2х, получаемъ выражеше 23 -|- 32° 
2 - 32 — 25 — 6 =2(#-- 3) (= -- 3) —2(«-- 3) = («За -Ех — 
— 2) — (#3) —2—2)=(=--3) {#--) —@+3)}=@-3) 
{2--3)#—1)} ={@-+-3)&-+2)(=—1). 


Умножене и дёлене многочленовъ еъ буквенными коэффи- 
ь щентами. 


58. Если въ данныхъ для умноженшя многочленахь вотр®чаются члены, 
содержание одинаковыя степени главной буквы, то таше члены разематривають 
какъ подобные по отношентю къ тлавной букв» и соединяютъ въ одинъ, выно- 
ея за скобку общую степень главной буквы, а многочленный множитель, такимъ 


ЗВ 


образомъ полученный, считаютъ коэффищентомъ этой степени. Пусть, напр., 
требуется умножить 
ах? - 623 — 92° -- 235 — За — 525? -- 53% — а“ -- 35 на 
927 —- ах — 63% — б-р аз — 463. 
СдБлавъ вынесен!е за скобки, представимъ первый многочленъ въ видф 
(а-- 6) — (а*-|- Зав - 5)? -|- (а -- 63) — и -- 36, 
а второй въ видф 
(а— ВБ - (— М а- а — 3. 
Разсматриваемъ первый иногочленъ какъ четырехчщенъ, а второй какъ трех-` 
членъ; «--5,4*-- 3а6 + 53 и аз-|- 53—какъ коэФоищенты при степеняхь 2 пер- 
`ваго многочлена, — а*-|-- 35* какъ свободный членъ этого многочлена; а—В и 


а —5° — какь коэооищенты, и а — 263 — какъ свободный членъ втораго 
многочлена. 


Чтобы многочлены уписались въ одной строк, скобки замфняють верти- 
кальною чертою, справа отъ которой пишутъ степень буквы х, а слёва одинъ 
подъ другимъ члены коеохищента, каждый съ его знакомъ. ДФйстые распола- 
гають слёдующ. образ. 


а |233 — 02| 12° аа — ол 
о — 3 а5 5 м. .... еее « МНОЖИНОе 
— в 
а] |2 а 
—6 —в О ле ее Е множитель 
ай | аа |2 т фа Ш } 
—65*|  — 24% — а — 26 -- 96| 2445 
+ 2а6* —|- аз + 35| + 3а“ — 3а5\ Г 
ии —м| — 38| Зы —6"| Е 
Ча — а - а а Е 
—- а%6 — 3а% — а! — а я 
— а6* -- 3аёз —- 26° — 25°, = 
И. +ы _в | 2 
а — а | Е 
—- 2%]  — 3а% а 
| То - 
— 25| - 2753 = 
—|- баб 
| +2 ) 
а? [2 — 69 |2 —@ | а  — а 
—в -- 6?! — 30% |  — 20% — 06| 20| ЕЕ 
—- 245°| — 20353 | -- 305“! -- 30% 5 
— 25| + 3а% — 558 — 6" в Е 
| Эа | & я 
т ) я 


Сперва умножаютъ ве члены множимаго на а2*, потомъ на — 52?, затфиъ 
на -- 0х ит. д., располагая и произведене вертихальными колоннами по сте- 
6 
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пенямъ буквы 2; соединивъ, наконецъ, подобные члены въ каждой колонн, по- 
лучають окончательное произведене. 

59. Пусть требуется раздфлить многочленъ съ многочленными коэфФищен- 
тами на другой такого же рода. ДЬйстве располагаютъ какъ обыкновенно, съ 
тою разницею, что вмфето скобокъ употребляють вертикальныя черты. Джленя 
коэФФищентовъ совершаютъ отдёльно, называя эти д®йствя чаетными дЪленя- 
ми. Все это указано въ нижесл®дующемъ примфр%. 


а | 2 48| х - 49а? “|2 23а 
— 25! 2 10| 95| 4 + 
—|- аб -{- а75* 5 
_в | 395 | 
— 2а5* 
— 35 
ВВ: а | 2° [ах --2а 
—_№ а — 36 
2 
а\ | 3 -- 203 | 2 т 
— а -- 3275 
| а5з — 2а6? 
— м — 363 
|2 40| 4 
—- а?5* | - 105 — 95 
+ы 
ай | 22 -- 24| х 
+ а | --5а% 
“| 546 
—|- 353 
2а'|х --4а* 
— 54% — 95° 
Е 546 
— 363 
2812 -- 40 
— 59% |  — 95 
- 5а6° | 
г 
0. 
Частныя длешя, елужация для опредфлан1я коэФфищентовъ частнаго: 
1-0е частное дёлене. 2-06 частное дЪлен!е. 
ай — 05 -|- аб} — В | а — 06-5 а“ —|- 426? +В" | 4*— а -- 5° 
а — 35 [аа | а — 6 9 — а -| а*$* @-- 6 -|- 5 
— аа — ай Ем 
— а? -|- 063 — в аъ — 5 - аб 
0 а — абз-- 11 


а — об В 
а 
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3-ье частное длене. 
208 — Баь -- 5а5* — 35° 1 а? — 5-5 
243 — а -|- а 24 — 36 
— 3а5 -- За? — 35 
— 325 | За? — 353 
0 


60. Задачи. 


Разложить на множители выраженя: 


1. 


о Фючомь о 


= - 
- о 


—- 
О 


юн 
5 ох чоямьо 


Таз зу? -- То лй уз — 1205455у?, 


. 12а358у? — 15а64у3 — 4876 3лзуз | бОАтув. 

. 24435 (а? — 92)53 — 159253(а -- 6) у — 18а63(а -|- Блуа. 

‚ ав (е- а - 53) — (а3-- 53). 

‚23-3 — (2—9) -- (вру). 

. (3 -- 93) — 222 —9?). 

‚а — М — а В ур вай па. 

‚ аез— дея — 99 — [ея ы — оная — уз (аа 9. 
а ии уе ия. 

. (асе #2 - (а? - ас)». 

. (23 -- ал? -|- 62) (ах -|- 6)(2°-- ав -- в). 


п — 95. 


. (35-29 — 42) — (2% —5у— 72). 

‚ а —с-- а — (а— в е-- а). 

. аа а-- в) — (1 — вРа— 6). 

. (@- аб) — (52-- аб}. 

. @— ве -НЫ2а-5). 

‚ (@-- 9) — (1 — 2452. 

. [422 — уз -| 63 (11 — у?) — 46° (а — суз)®. 
‚4 — (ру — 23/3). 

. 4(аа Е 50) — (48 — 2 — 2-4 88, 

‚ ва -- 5, 

23. 


Разложить на два множителя, цфлыхъ и рацюнальныхъ относительно @ и 6, 


выражел1е &3-|- 08, и на пять множителелей @а16 — 216. 


24, 


Разложить а — 532 на девять множителей, цфлыхъ и рашональныхь отно- 


сительно а и В. 


95. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


Разложить РТ и 2—1. 
(а 52-| с? — 43 — 205) — 4 (а — В). 
авс -- Ъа-- аа 6. 
а03 -|- 648 — а4* — вез. 
аа $342 — ааа — Без, 
а*-|- 66 — 6 — ас, 
$* 


ыы 


31. а8(а-—5) — ас(а-|- в) еа-Ре—5). 
32. ав(а-- с) — 66(6 -- су-- а (а — 5). 
33. Ва?-|- с?) — ас(а-Р в) — в --е-Н5е(а 5). 
34. 5еа(® — (с —а)/{а— 5) + ав (ва—5)6—а)(а—а)— авс (а—5)6—в)(е—а). 
35. а (6 —9)(*— 4) — (е— а) — а?) } —5{{а—а)(@—@)— 
(е— а) (2 — а?) } с («— а) — а) — 6 —а)(а— а). 
36. (а--5{(@-- 2) а) — (@-- ваз в} 
— а {@-- ев — ее о) 
+ @-+- 4) {@--®з-- 9) — ей). 
37. а -- а — 2) — (Я) Ы— 29] 
— е-- ев) — #9 — 2] 
++ о? в — 2) — (ие 9) 
38.  а[ас(а?- 52) — (а? -- с?) ] — [6е(а?-|- 9) — а? -|- с?) 
Е <Тос(а? | с?) — ас (о -| с?) ]. 
39. 1--а6 -- ж(а-- 5) — (а--5) —=а- 45). 


2 


40. 2 -- 32-2. 41. ®— 55-6. 

42. 22-|- 10% 21. 43. 21—82 15. 

44. 42° -|- З&-- 3. 45. 422 -|-- 118 — 3. 

46. 622-55 —4. 47. а — Та-- 6. 

48. 2 --х(у— =) — уг. 49. 2 -- 3922 — 494. 
50. 12% -- а? — а. 51. 92292 — 3293 — 6. 


59. 26 — 5133-7994 — 36. 53. 36 — ©) -Е 6 (с — а) - са —5). 
54. Доказать, что полном 
: ата Назар а а -1 
можно представить въ вид произведен!я 
(ат 1е-- 1. 
55. ат ст-+2 -- ”ест-1ат-+8 -- стат — отт рт от--Чот 
— "+24" +157 представить въ вид: а"б"с"(а — 5) (6 — с)(е —а). 
56. Показать, что полиномъ 
Я 65—11 
можно представить въ вид® 
(21 — 1) (98 —#—х-1) вм (--1 (2-1 — 1. 
‚ 57. (@-- (6 -- са) —аКа-- —  — 4?) представить въ вид (а@ -|- 6с) 
(ас Е Ъа). 
58. а3са -- Ъ3аса -- сзафа -- азабе -[- а?с?а? -—|- 26а? -|- а263с? -|- 5234? предста- 
вить въ видЪ (аб -- са)(аа -|- 6е)(ав -- 54). 
59. (@НЬ-- с) — (а3-|- 63-- с3) представить въ вид% 3(6-|- с) (ен а)(а-Н5). 
60. Полиномъ 23-| 24? — 622 -|- сд? — ах — вех -|- асх — абс представить въ ви- 
_ Д® произведешя трехъ множителей. 
61. (а Е ву-[ сг)?-|- (ау — 9) -|- (6 — су)*-|- (с — а2)? представить въ видЪ 


(ани ая), 
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62. Разложить на два множителя выражеще 
РЯ — ау" | ту — у. 

63. Выражене; (&--6- с)“ — (а--5)*— (6 -- с) — с Га-и-ы--а 
представить въ видё 12а6с(а | 6-- с). 

Перемножнть полиномы: 

64. (а-НВ)зз-Р (@-Р ав -| 5)? | (&3-- а -- ав? -- 63) | и -- а -ф- а 
а53--& на (а— 5)22-- (2-Е и -Р аз — 53. 

65. аж -- (а а6- 5?) хз (а -- 6 -- ав? -- 63) * -- (1 -- а36 а ааа -|- 
-|- а63-|- 9х -- а -- а -|- 2363 -|- 9263 -|- 4-55 на 
(а— Баз -Р (@— в--х-- 43 —а%-|- «5? — 63, и провфрить дФйстве, положивъ 
9: =, = 

66. 23-|- («а —6)22-[ (@*-- 3а6 -{ 52) 5 -- а3 — 4025 — 2458 — 63 на 
(&-Н В? -Р (а — и Рав. 

67. (&« -- В)? — (2-- 2 8-53 на (а — 6) — (#— а — 8. 

68. 23 — 52(а —5)-- х(а — 5?) — За? на 23-- 222 — а) — (а? -- 9?) — 253. 

69. ааа — а-%) — ия — И) (1 — аз В) ва 
д удав) — пе) — (уе 5. 

Раздфлить: 

70. 2 — {а(а-|- 2) 56 -- 2) } 9 {2-5 -ы)--(е-- 5 - аъ} а? 
— {аа - в) ака и а- 5) аба НБ?) ва а —(а-5) 
&-- 96. 

71. (а3— За? | За — 1)2°-- (344 — 5а*-|- 2а? — За -- З)ай - (а — 4а3 — 2а -- 
-{- 3а-{ 4) — (346 — а — 1043 -- За — в-|- 5) -- (а { а -- 24 — 643 — 2а-|-24 
—{ 1)5 — 3а*-- 2 -- 34? —2а на 
(а? — 2а-- 1)23-- (243 — 4) — (ира — 1х-- 3а — 2а.` 

72. (3 — 1)23— (и3-- а* — 2)? -|- (4а-- За-|- 2) —3а—3 на 
(а— 1)? —(а—1:-3. 

73. (8 — 63)3 — (2035 — 2)? -| (36° -- а63 — 255)5 — 6 — а%®-|- а63 -[- 68 на 
(а -|- ав -| 63) -- (а3 — 63)5 - &*-|- а36 -{ 420? -- а6з-|- 61. 

74. 20(а-- 6) — 46(&-- 5) -- 84(а | 6)? — 78(а -- В) | 64(а-|- 5) — 
3218 на 5(а-|-6)3 — 4(в&-- В) -|- 5(а-- 5) — 423. 


ГУТ ЕЗ А ТГ. 


О дёлимости на биномы вида х-Еа. — Основан!я способа неопредфленныхь коэффи- 
щентовъ. — Различныя приложения предыдущихь теоремъ. — Задачи. 
Бг:ч 
61, ТеорЕмА Г. — Если раидональный уълый относительно бук- 
вы х полиномь, расположенный по убывающимь степенямз этой бук- 
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вы, раздълимь на биномз х—а, то в остаткъ получиму результате 
подстановки вз этотз полиномз буквы а вмюсто х.— 


Приводимъ доказательство 9’ Аламбера.— 


Всяый полиномъ, цфлый и рацюнальный относительно х, можно прехота- 
ВИТЬ ВЪ ВИД 


Аша” -- Ава” Аи” м Ая А -НА,, 


разумфя подъ 2 какое нибудь цЪлое положительное число, а подъ А», Ар, 
....Ав А, — нфвоторые коэвоищенты, т. е. выражен — не содержащя 
буквы 2. Если такой многочленъ раздфлить на х—@, то окончательный оста- 
токъ долженъ быть выраженемъ, не содержащимь буквы 2; въ самомъ дёль, 
если допустить, что остатокъ содержитъ букву х хотя только въ первой степени, 
то можно бы было продолжать дфлене, потому что дфлитель содержить также 
бухву х въ первой степени. Означивъ этотъ, не содержаний буквы х, оконча- 
тельный остатокъ черезъ В, постараемся опредфлить В. Назвавъ для этого ча- 
стное, которое, какь и дЪлимое, должно быть многочленомъ, расположеннымъ 
по нисходящимъ степенямъ буквы х, черезъ (, и замЪтивъ, что дёлимое — 
произведению дфлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, получимъ 


Ах” -- Ала. ....Р АА = (фа). В. 


Замфчая, что 06% части этого равенства представляютъ лишь различныя Фор- 
мы одного и того же выраженя, убЪждаемея этимъ, что равенство наше есть 
иичТО иное какъ эождестяво, т. е. равенство, справедливое при всякой вели- 
чин® входящихь въ него буквъ. СлБдовательно, оно будетъ справедливо и тог- 


да, когда, въ частности, положимъь х—а. Но при такой подетановк® первая 
часть приметъ видъ 


о о 


и слфд. не будетъ содержать буквы 2, такъ какъ и коэооищенты Аш... 
А,, А, не содержать х. Что касается второй чаети, то въ выражени () буква 
4 также исчезнеть; разность х— а, при подетановкВ а вмФето х, обратится 
въ а—@ или въ ноль, а олд. и произведен!е ((х — а), котораго одинъ мно- 
житель равенъ 0, также обратитея въ 0. Во второй части останется, поэтому, 
только выражене В, которое не измфнится оть указанной подетановки, такъ 
какъ совсфмъ не содержить буквы х. Итакъ, д%лая х=а, мы выфето прежня- 
го равенства получимъ сл дующее 


Ара" А 1а"".... Аа АВ, 


которое и доказываеть, что остатокъ имфетъ Форму даннаго многочлена, въ ко- 
торомъ буква х замфнена буквою а, 


62. Если бы хБлитель быль х-Р а, то этоть случай легко привести къ 
раземотрённому, замфтивъ, что х--а можно представить въ видф разности 
х-— (—а). Отсюда прямо вытекаетъ 


ТеорвмаА П, служащая дополненемъ первой: Если улълый ралио- 
нальный относительно буквы х полиномз раздълимь на биномз х--а, 


НВ о 


то в% остоипкь получимз результализ подстановки вз этотз полиномь 
буквы (—а) вмюсто х. т 


Примъры. Г. Найти остатокъ отъ раздёленя многочлена 


325 — 4%' — 22-1 
над — 2. 


Подставляя въ данный полиномъ 2 выфето х, находимъ окончательный 0с- 
татокъ 


В— 3.25 — 4.4: —2.2-7=96 — 64 —8--7= 31. 
П. Найти остатокъ отъ раздфленя тринома 


д’ —3%--15 
на х--5. 
Подставляя въ данный триномь (— 5) вмфето 2, полузимъ (— 5) — (8.— 
— 5) 15 =125-40--15—=80. Окончательный остатокъ ==80. 


63. Изъ доказанныхъ теоремъ вытекаютъ таня слёдетвя. 


СльдствтЕ [. — Если многочленъ обращается въ ноль посл замбны 
въ немъ буквы х буквою а, то онъ дфлится на х— а; если многочленъ обра- 
щаетея въ ноль посл$ замфны буквы х буквою (— а), то онъ дфлитея на 
я-а. 

Въ самомъ дфл6, многочденъ, полученный посл замфны буквы 2 буквою 
а пли (—а@), есть ничто иное какъ окончательный остатокъ отъ раздёленя дан- 
наго многочлена въ первомъ случа на х— а, во второмъ—на х-|- а. Но если 
окончат. остатокъ равенъ нулю, то это значить, что многочленъ дЪфлится безъ 
остатка — въ первомъ случаз на х— а, во второмъ на х--а. 


СлъьдствтЕ П, обратное предыдущему. Если многочленъ дфлится на х — @ 
или на х--а, то результатъь подставки въ него — въ первомъ случа® буквы 
а, а во второмъ (—@) выфето х, долженъ быть равенъ нулю. 

Въ самомъ дфлф, такъ какъ, по условю, многочленъ дБлитея на 2 — а или 
х-Ра, то остатокъ въ обойхъ случаяхъ долженъ быть равенъ нулю; но этотъ 


остатокъ есть результать подстановки вм$стб х буквы а или (—- а); стало быть 
этоть результатъ долженъ быть равенъ нулю. 


ПрРимъРы. [. Трехчленъ 21° — 2% -|-1 обращается въ 0, если выфето х 
подетавить 1; сяЪд. онъ длатея на 2—1. 


П. Многочленъ 445“ — 77° — бах -- 9а* обращается въ 0 при х —а, 
а потому онъ длится на х— а. 


Ш. Триномъ 2°--55-- 6 обращаетея въ 0 при х==—3, олд. онъ дЁ- 
литея на 2-3. 


64. Законъ составлешя частнаго отъ раздфленя цёлаго относительно буквы 
д полинома на биномъ х— а. 


Легко вывести законъ, по которому составляется частное дВленйя многочяе- 
на Аа” А 1-й | Ааа... ААА на арфа. 
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Въ самомъ д%л%, совершая на самомъ Дл дфлен!е, найдемъ: 
Ат А о”. А Ь--А НА, фа 


— Аа” -- Ааа" Ат А аа” А та "а 
+ Аа ‘дп -- Ан оат -- ое ь/ #8 -- А -- Аи, @ 
+ А | 23 Аша 
= Аа т -ЕАна” д"? .... 4 Ри Ра --... 
ЗЕ Аы-. А @ А 
ПЕ Ана тер А, а-.... 
- А, @ 
+ Ато 


Рае Ааа Ак ож... 
— Ра^ == Ради! 
"Ра | 2 -Р А, а --.... 
ЧА | 
Найдя первые три члена частнаго, замфчаемъ, что частное есть полиномъ 
степени * — 1, причемъ: 


Коэофищенть перваго члена частнаго равенъ коэфойщенту 1-го члена 
дБлимаго; 


Коэофищенть 2-го члена частнаго равенъ произведено предшествующаго 
коэсФищента на а, сложенному со вторымъ коэоФищентомъ дфлимаго; 

БоэоФищенть третьяго члена частнаго равенъ произведеню предшествую. 
щаго коэофищента на а, сложенному съ третьимъ коэфоищентомъ дфлижаго. 

Докажемъ, что этотъ законъ общий. Пусть, слЪдуя обыкновенному правилу 
ДВленя, мы нашли въ частномъ членъ Ра’. Онъ получилея оть раздфленя 
перваго члена соотвфтотвующаго остатка на 2; сл. первый членъ остатка есть 
Ра», а потому весь остатокъ будетъь Рл^-- А.“ 1-- А, 8 -.... Умножая 
членъ частнаго Рх*! на дфлителя и вычитая это произведене изъ сказаннаго 
остатка, въ новомъ остаткЪ получимъ 


(Ра-|- Аа) -- Ака... .. 


Раздёливъ первый членъ этого остатка на 2, находамъ слёдующий членъ 
частнаго 


(Ра-Н А, 1).2*?, 

Коэофищенть его равенъ произведеню предшествующаго козефишента на 
а, сложенному съ коэоФищентомъ того же порядка дфлимаго. Общность закона 
козоФищентовь такинъ образомъ доказана. 

Если окажется, что дьламый полиномъ нейолный, т.е. въ немъ недостаеть 
членовъ съ какими либо промежуточными степенями главной буквы, то для при- 
ложеня предыдущаго правила слФдуетъ возстановить недостающие члены, внося 
ихЪ с коэфФищентомъ 0, 

65. Если дфлитель будеть х--а, то разематривая его какъ х— (—а), 
заключаемъ, что для нахожден!я частнаго нужно только въ частное & 64 выф- 
ето а подетавить (—а); сдёлавъ это, найдемъ 


— 89 — 


3 


Ав" — Аа а 


#—1 


2" | Ава 


мис А.“ 


Виа | 
66. Примъры. Г. Найти частное и остатокъ оть раздленя 
54‘ — 232 3х — 58 на х— 2. 
Дополняя данный полиномъ членомъ съ 2%, имфемъ 
52‘ | 0.23 —232° | 3 — 58. 


Коэе. 1-го чл. частнаго = 5 а 1-Й чл. частнаго == 52 
‹ 2-70 ‹ ‹ = 5.2 От. 6.110 ‹28 ‹ ‹ 10 
‹ 3-0 ‹ -- 10.2 — 23 т. в. — 3 ‹3-й ‹ ‹ =— 82 
‹ 4-10 ‹ =(-3).2- 3, — 3 ‹4й ‹ « =—Ф 3 


Искомое частное, поэтому, —= 528 - 105% — 32 —3. 


Остатокъ В=5.2 — 23.2 3.2 —58 =80 —92--6 — 58 = — 64. 


544 — 2328 --31 —58 _ — 64. 
ии — ба | 102? — 38—36 


д—2 


Итакъ: 


П. Такимъ же образомъ найдемъ 


23-1 3 
- а 


Ш. Найти частное и остатокъ отъ раздфленя 
23 — 32-25 —1 на 2% — 3. 


Для приложеня нашего правила нужно дфлимое расположить по степенямъ 
#1, разсматривая 22 какъ главную букву. Множа и дфля первый членъ на 8, 


1 
изображаемь его въ вид» 3 (22); множа и дЬля второй членъ на 4, пишемъ 


его въ видъ 2). Дънимое так. обр. будетъ 


зай — (2) (4) —1. 


Затвиъ, прилагая правило; найдемь- 
г. 
28 — За -|- 25—12 3 1 8 


22—38 24 в 3 


‚  Примючане ТГ. —— Пуемомъ, указаннымь въ &61, докажемъ, что остатовъ 
оть раздёленя цфлаго рацюнальнаго по букв х позинома на биномъ вида 


рх--4 есть результатъ подстановки въ данный полиномъ количества (- =) 
выЪето х. Слфдуеть лишь замётить, что вынеся р за скобки, получимъ рх-- 9 
ри Ч ) 
—=90(х---). 
(= 
Примьчаще П.—_ Отсюда непосредственно вытекаетъ: 1) еели лолиномъ 


обращается въ ноль по зам$нё въ немъ буквы х количеетвомъ — 1, то онь 


‚ — 90 — 
ДВлитея на 7х -|-9; и 2) если полиномъ длится на 0х -- 9, то результатъ под- 


остановки въ него количества (-- т) выфето х равенъ нулю. 


67. ТеоРЕМА Ш. — Дая 4700 чтобы цутълый относительно х по- 
линомз дълилея на х—а или на х-Ра, необходимо чтобы нисций 
(свободный) члена ео дълился на а. — 

Въ самомъ дьлЬ, если полиномъ Р дёлитея, напр., на 2-—а, то 

Р=(#—а).4, 
тд @ — цёлый относительно 1 полиномъ; изъ этого равенства слФдуетъ, что 
ниспЙ членъ полинома Р, какъ произведен1я, равенъ произведению а на нис- 
ий членъ частнаго (@, а сл$д. додженъ дфлитьея на а. 

68. Теорема ГУ. — Есль полиномь Р, уълый относительно. х, 
‚ дьмится на каждый изз биномовь х—а, х—1, х—с, 9 а, Бис 
неравны, в отдъльности, то онъ дълиится и на ихь праизведене. 


По условю полиномъ Р дфлатся на х— а; пусть частное будетъ @, гдЪ 

(, есть также цфлый относительно х полиномъ; въ такомъ случаЪ 
Р=(5—а).0...... (1) 

Но полиномъ Р, по условю, длитея и на х— 6; сл. при х==6 онъ об- 
ращаетея въ ноль. И такъ, если въ предыдущее равенство вмЪсто х подетавимъ 
Ь, то первая часть его обратится въ ноль; ели. и вторая, при подстановк® 
въ нее $ вмфето 2, должна обратиться въ ноль, т. е. должно быть 

(6 —а).0,=0, 
тдё 0, означаеть выражене 0, въ которомъ  замфненъ буквою 6. Мы имземъ 
произведен!е двухъ множителей: 6 —аи Фь, равное 0; для этого необходимо, 
чтобы по крайней мфрф одинъ изъ нихъ быль нулемъ. Но множитель 0 —@ 
не есть 0, ибо ло условшю 6 неравно 4; слёд. 0, должно быть нулемъ. Итакъ, 
(), обращается въ ноль при 2==6, ел. оно дфлитея нах —6. Означивъ частное 
этого дЪлен!я черезъ (’, гдЪ 0’ сеть цфлый относит. х полиномъ, имфемъ 
0—(2—5).0'..... (2). 
Ветавляя выфето ( его величину въ равенство (1), получаемъ 
Р=(х—а)(2—5)9....:. (3). 

По условю Р дфлитея на 2 —с, сл. поливомъ Р, при х==е, обращается 
вЪ НОЛЬ; ПОЭТОМУ и вторая часть равенства (3), при ==, должна обращаться 
вЪ ноль, т. в. должно быть: 

(е—а)(«—64%=0. 
тдё 0” есть значене полинома (’ при 2 =. Но разности с--аие— 6 не- 
равны нулю, ибо, по условю, а, 6 и с различны, слфд. чтобы произведене 
было нулемъ, нужно чтобы было 0”, —=0. Это значитъ, что 9’ дЖлится на 2 — с; 
обозначивъ частное этого дфлен!я черезъ (”, имфежъ 
0’= (#—с).4” 
Вноея величину (’въ равенство (3), получаемъ 
Р= (5—4) (2—5) (х—6).0". 
Теорема такимъ образомъ доказана. 


= 9 


ПрРИМФРЪ. Доказать, что полиномъ 
2-2" — ул 
дВлитея на произведеше (5 — у)(х —2)(у— 2). 

Подставляя въ данный полиномъ у вмЪсто х, находимъ, что онъ обращает- 
ся въ 0; слёд. онъ длится на х— у. Такимъ же образомь убфждаемся, что 
какъ при 2—2, такь и при у==г, полиномъ обращается въ 0; сл. длится 
какъ на х— 2, такъ и на у— 2. Дфлясь на каждый изъ бнномовь х— у, 


д—2, у—2 въ отдфльности, онъ, въ силу теоремы Г“, дёлитея и на ихъ 
произведение. 


69. Предыдущя теоремы служать для нахожщеня цфлыхъ длителей вида 
2 — а нфкотораго даннаго цфлаго относительно 2 полинома. При помощи теоре- 
мы Ш можно опредфлить, каве цфлые биномы этого вида мочить быть д®ли- 
телями, а при помощи теоремы П, слфдетве 1, опредфляемъ тв изъ нихъ, ко- 
торые въ самомъ дЪлЪ служатъ пёлителями паннаго полинома. 

Очевидно, что число дВлителей полинома не можеть превышать его степе- 
ни; иначе, въ силу теоремы ТУ, онъ долженъ бы былъ пфлится на поланомъ, 
котораго степень выше его собетвенной, а это невозможно. 

Приводимъ примфры. 

Г. Найти вофхъ цфлыхъ двучленныхъ дфлителей полинома 

2 — 1723 -- 9852 — 232х -- 192. 
вели таковые имЗются. 

Находимъ дфлителей числа 192; это будутъ числа 2,3,4,6,8, ит. д. По 
теорем третьей, искомые дфлители, если только они существуютъ, будутъ вида 
о ЕО, оо 

Подставляя въ данный полиномъ вм. х число 2, легко убЪдимен, что по- 
линомъ обращается въ ноль; стало быть онъ длится на х— 2. 


Педставляя вм. х число— 2, убфдимся, что полиномъ не обращается въ 
ноль; слёд. х--2 не есть его дфлитель. 


Подставляя виЪфето 2 число 3, убфдимся, что полиномъ обращается въ ноль; 
ел. дВлитея на х— 3. 


Подставивъ выфето х число — 3, замётимъ, что полиномъ не обращается 
въ ноль, сл. не дфлитея на #-|- 3. 


Продолжая такимъ же образомъ, найдемъ, что данный полиномъ имфетъ 
ДЪяителями х—4 их— 8. 


Мы уже нашли четыре дфлителя: х—2,7—3,2—4х—8; пругихъ цф- 
лыхъ дълителей не можеть быть, такъ какъ данный полиномъ — четвертой степени. 

П. Найти цёлыхъ двучленныхь дёлителей полинома 

д — (ао ож -| (ав ав -- с), — аве, 

воли таковые существуютъ. | 

Въ силу теоремы Ш, искомыми дфлителями могутъ быть только 

х—а, #—ЬВ, х—е; ш-р-а, &-Ь, ас. 
Но при х—а полиномъ обращается въ 


а — (ао -| са? -|- (ав -{- ав -|- 6с)а — абс, 
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что, какъ легко видфть, приводится къ нулю. Слфк. х— а веть искомый дф- 
литель. 


Такимъ же образомъ убфдимея, что х—Ви х—с также суть дёлители. 
даннаго полинома. | 

Нашъ полиномъ — третьей степени; мы нашии трехъ дфлителей; пдругихъ 
не можетъ быть; ел. задача рёшена. 

70. Такииъ же образомъ, какъ мы доказали теорему Г\, докажемъ, что если 
полиномъ длится въ отдфльности на каждый изъ биномовъ 07-29, рх--9,, 

! п 

р’г--4’, при условш, что значеня 2: — — г. — =. при которыхъ эти дё- 
лители обращаются въ ноль, всф различны, то онъ дфлится и на ихъ про- 
изведеше. 

71. ОлъдетвЕя теоремы [\. 

Г. Если полиномъ Р, цфлый относитально х, т-й степени: 


А” Е Ааа. .... НА 2 -Р А 
обращается въ ноль при 2 различныхъ зпаченяхъ бужвь х:а, 6, 6,.... 
й, $, к, то онъ можеть быть предетавленъ въ видф 
А,(х —@ (5—6 (1—6)...... (1—9 (2—. 
Въ самомъ дл», пусть полиномъ четвертой степени 
Р—А, 2 -- А, 23 -- А," РА -РА, 
обращается въ ноль при четырехъь различныхь значешяхъ 2: а, В, с, и 4. 
Въ такомь случаЪ, по теорем® Г\, онъ дфлитея на произведене 
(#— а) 2—9 (2—0 -4), 
которое само четвертой степени; стало быть частное не содержить х и есть чис- 
ленное, а сл. оно сводятся къ частному оть раздфленя А,2‘ на высший членъ 
х' дфлителя; это частное равно, сафдов., А,. Приравнявъ дфлимое произведеню 
АФлителя на частное имфемъ 
РА, ( — а) (5—6) (&—6 (1—4). 
П. Опредъленае. Если ифлый относительно х полиномъ обращается въ ноль 
при веякомъ значеши 2, то говорятъ что онъ тождественно равензь нулю. 
Докажемъ, что вели цфлый относительно х поланомъ, и-ой степени обраща- 
етея въ нуль при н\Ъеколькихъ значешяхьъ х, чиело которыхъ превышаеть т, 


то онъ тождественно равенъ нулю (т. е. равенъ нулю при воякомъ 2). 
Пусть, напр., полиномъ 


РАН А -Р А Ая -[- А, 
обращаетея въ ноль прн пяти различныхь значешяхь 2: а, $, с, 4, в. Мы 
доказали, что если полиномъ Р обращается въ ноль при четырехъ значеняхъ 
д: а, Ь, с, и а, то онъ беретъ видь 


РА, (х —а)(4—68)(4—в)(1—@)..... (1) 
Но, но условю, Р обращаетея въ ноль также п при х==е; сад. 
А е— а)(е —5)(е — (е—а)=0; 
но какъ множитеди е— а, е—%,... отличны отъ нуля, то чтобы произведе- 
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н!е равнялось нулю, необходимо, чтобы А, равнялось нулю. Но еели А, =0, 
то изъ (1) видно, что каково бы ни было 2, всегда будеть Р=0. 

Итакъ, Р равно 0 при всякомъ 2, т. е. тождественно равняется нолю. 

72. ТЕОРЕМА \. Чтобы чльльй относительно х полиномз тож- 
дественчо (т. е. при всякомз значени х) равнялся нулю, необходимо 
% достаточно, чтобы веъ коэффийенты ео равнялись нулю. 

Пусть дано, что полиномъ 


РЫ— Аж -|- В3-- 622-- Эз-- Е 

равенъ нулю при веякомъ 2; стало быть, въ частности, онъ будеть равенъ 
нулю и при 2==0. Но при 2—0 вс члены, содержание =, обращаются въ 0, 

ел. равенство 
: Аж -- Ваз 6220-Е =0.... (0 
обращаетея въ 

Е—0.... (п). 

Откинувъ въ равенств® (ГЕ, какъ количество, равное 0, а въ оетальныхъ чле- 
нахъ вынеся за скобки х, получимъ равенство 


РЫ— (Ал? -- В" б5--0)=0. 

Для того, чтобы Р равнялось 0 при веякомъ х, необходимо, чтобы, мно- 
житель 423 -- Вл -- С=-|- 0 равнялся нулю при всякомъ 1, кромф, можеть 
быть, 2-са равнаго нулю, ибо при х=0, для того чтобы Р равнялось 0 — 
нфтъ необходимости, чтобы второй множитель равнялся нулю, потому-что пер- 
вый (2) уже —0. Но такъ какъ Ах? -[ В2*-|- Сх-- Г равенъ 0 для числа зна- 
ченй х, превышающаго степень этого полинома, заключаемъ, на основани $ 
71, Ц, что полиномъ этотъ равенъ нулю и при всякомъ х, ел. и при х—0. 
Но положивъ въ немъ х=0, обратимъ его въ 0, а равенство Ал? -|- В? -- 
02-0 =0 въ 

9—0. 550 


Отхинувъ въ полиномЪ Р члены Ох и Е, какъ равные 0, а въ остальныхь 
вынеся за скобки 2”, получимъ произведене 


Р= (А? -- Вх -- С), 
которое должно быть равно 0 при воякомъ 2. Отсюда, подобно предыдущему, 
докажемъ, что 
6—0.... (№) 

и т. д. Тавимъ образомъ веф коэофищенты полинома Р должны быть равны 0. 
Доказали, что это услове необходимо. Но оно и достаточно, потому-что вели 
вс коэфопщенты равны, (0, то и полиномъ Р равенъ нулю. | 

73. ТеорЕкмл \'1. Если два члълые относительно х полинома 
остаются равными при всяком значети х, то они тождественны. 

Пусть поляномы 


Ажз -- Вай без 0? -|- Её -|-Е 
и аз? -|- 68 Г ах -Ре 
имфють одинаковую чиелепную величину при всякомтъ т; тогда ихъ разность 
будеть тождеетвенно равна нулю, Но эта разность есть 
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Аж Вай (С — а) (0р— Ва - (Е — а) + (Е — 0); 


слфд., по теорем \, имЪемъ; 
А==0; В 0:0 7—0 Ва Ее 


Изъ того, что А —=0 и В—=0, заключаемъ. что члены Ах и Вх“ иечезаютъ, 
такъ-что число членевъ въ обопхъ полиномахъ одинаково; а какъ С —=а, 0—6, 
Е—4и Е—е, то коэооищенты при одинаковыхъ степеняхъ х равны. 0ба 
полинома ничфмъ не отличаттся одинъ отъ другаго, или что тоже, тождественны. 


ПРИМЬЧАНтЕ. Теоремы № и УТ езужатъ основашемъ сяособа неопред- 
ленныть коэффииентовь, инфющаго многочисленийния и разнообразнЪйшя 
приложен!я въ алгебр%. Изобрфтеве этого способа приписываютъ знаменитому. 
Французскому математику и ФилосоФу Декарту (Саг{езт1$). 


Различныя приложеня предылущихъ теоремъ. 


74. Приложеще Т.—Выведемъ условя дЪлимости суммы или разности оди- 
наковыхъ степеней двухъ количествъ на сумму или разность основан. 


1. Пусть требуется раздлить х" — а” на х— а. Цодетавивъ въ дфлимое 
букву а вието х, найдемъ окончательный остатокъ; онъ будетъь = а” — а" или 
0, откуда заключаемъ, что дБлеве совершается безъ остатка. 


Для нахожденя частнаго представяяемъ дфлимое въ вид полнаго много- 
члена 9-ой степени; 


д" 0.5" ба ....... 0.5 — а". 

По правилу $ 64, высший членъ частнаго равенъ х”-'. Второй членъ част- 
наго содержить 2”; а коэоФищенть его найдемъ, помноживъ коэоФищентъ 
перваго члена частнаго на @, что дастъ а, и придавъ сюда второй коэф. дфли- 
маго т. е. 0; итакъ, второй членъ частнаго = ал”. Продолжая такимъ обра. 
зомъ, найдемъ 


3" — а" 


к о о в 


2, Раздфнить 2” -|- а” на 2 — а. Подставляя въ дёлимое вмфсто д букву 
а, найдемъ окончательный остатокъ а"-- а" =24а". Отеюда заключаемъ, что 
дфлене не совершается безъ оетатка. Составляя частное по предыдущему, по- 
лучимъ 


В — 2" -- ах" а" --.... Чар а ‘`` (2). 


3. Раздфлить 2“ — а” на х-- а. Подетавивъ въ дфаимое вместо х коли- 
чество (— 2), найдемъ окончат. остатокъ. Онъ будетъ: ©) при т четномъ ра- 
венъ (— а)" — а" =” — а"=0. Частное же будетъь въ этомъ случа» 


та "1 т-2 3„т-3 т-2 т—1 
="! — ад" -- а" —..... а —а""..... (3). 


д--а 


ыы 


В) при з® нечетномъ остатокъ = (— а)" — а" = — а* — а" = — 34”; частное-же 
д" — а" 2ат 

а"! — ар" -- да —...... На” — .... р 
2-Е а Ре а и 


4. Разд лить 2" -- а” нах-- а. Подставляя въ дфлимое выЪсто х букву (—а), 
найдемъ оконч. остатокъ. Онъ будетъ: а) при 2 четномъ: (— а)" -- а" = а“ -- 
- а" = 24", такъ-что 


2" -- а” Е е = > з 2а" 
а 1 — а" -- 0" —..... а” Е Е $ 
В) при зи нечетномъ: (— а)" а" = — а" а"=0; елёд. дёлеше соверша- 
ется безъ остатка и частное 

ма 
т аи ат | ат. а... . (6). 


Отсюда заключаемъ, что 1) =” — а” всегда длится на 2—@; 2) 2" — а" д%- 
литея на 1--а, если т — четное; 3) 2”-Р а” никогда не дфлится на х— а, 
но дфлитея на х--а при т — нечетномъ. Такимъ образомъ нашли тёже вы- 


воды, каше получили раньше яепосредственнымъ дфленемъ. Новый премъ 
даль тфже результаты быстр®е. | 

75. Приложене П. — Мы видфли, что 1” — а” всегда дЪлится на 2 — а; 
но при т четномъ дфлится еще на ха. Слфдовательно, когда т — четное, 
д" —а", двяясь на биномы | аи х— а, дВаитея, по теорем [\, и на ихъ 
произведене (х — а)(х-- а), т. е. на 2? — а*. И такъ: разность одинаковых» 
четныхь степеней двухъ количествъ дёлитея безъ остатка на разность квадра- 
товъ тёхъ же количествъ. Частное будетъ 


-=й" — а" __ Эа в Е к ы 
р аь = Нат ат... а - а". 


76. Приложеме Ш. —1. При какомъ численномъ значеши № полиномъ 
23 — За 55 -- К 
двлится безъ остатка на х — 3? 


Чтобы полиномъ дфлилея на 2—3, нужно, чтобы результатъ подетановкя 
въ него 3 вифето х обращался въ нуль, т. е. чтобы 


33—3.3*-|-5.3 - В =0, или 15-- В =0. 
Послфднее равенство возможно только при К —=— 15. - 
2. При какомъ значени Ё полиномъ 
23 — За -- 52 -- В 
дФаитея на х-- 37 


Нужно, чтобы результать подстановки въ этотъ полиномъ чиела (— 3) вм - 
сто 2 былъ равенъ нулю, т. е. чтобы 


(—3)*—3.(—3)*--5.(-3З)-Н8=0, пли — 69-Е =0; 
а это возможно только при В — 69. 
3. При какомъ значени Ё полиномъ 
21 — 3-8 В 


раздёлится на 35 — 2? 


2298 — 


На осн. & 66, Примёч. П, заключаемь, что необходимо, чтобы результатъ 


2 
подстановки въ данный полиномъ числа — вместо х быль нулемъ, т. е. чтобы 


3 
2\* 2\* р. 62 
- (5) —3(5) {5-5 +Е=0, вв ЫЕВ=0, 
62 
а это возможно только при В = — 5; 


77. Приложете У. — Теорема 1У, $ 68 можетъ быть примфнена къ раз- 
ложеню многочленовъ на множители. Методъ разложения, на ней основанный, 
называется методомь двучленныхь дълителей, и состойтъ въ слФдующемъ. Рас- 
положивъ многочленъ по степенямъ какой либо буквы, 5 напримфръ, стараются 


открыть двучленныхь дфлителей х —а, х—5,.....,&р—®; составляють 

изъ нихъ произведеше (х—4)(%—5)..... (1—1); дЬлать на него дан- 

ный полиномъ Р, и если въ частномъ получается выражене (, то 
Р=(2—а)(2—6).... (@-.. 0. 


Разложен!е такимъ образомъ будеть совершено. 

Впрочемъ, слёдуетъь замфтить, что этотъ методъ не такъ удобенъ въ прак- 
тическомъ отношенш, какъ выше указанные методы разложен!я; потому-что въ 
случаЪ большаго числа возможныхъ дфлителей, придется д®лать слишкомъ мно- 
го вычиеленй, чтобы выбрать тфхъ изъ нихъ, которые дйствительно служатъ 
ДФлителями даннаго полинома. Вром$ того, этотъ методъ и не такъ изященъ 
какъ тв, съ которыми мы уже ознакомились. Поэтому онъ употребляется лишь 
въ рёдкихъ, исключительныхъь случаяхъ; практическое значене его — руково- 
дить въ томъ, какихъ множителей слфдуеть искать въ данномъ полином%. Вотъ 
прим ръ: разложить 


РЕ- а*6*6*(а — 6) (а — с) (6 — с) — аа (« —5)(а— а) 6-— а) 
- ааа — в) (а — а)(в — а) — 9°53а*( — с) (6 — а) —а). 

Легко убфдиться, что полиномъ Р обращается въ ноль при а=6, а=е, 
а—а, 6=с ит. К.; потому онъ длится на а—6, а—с, а— а, 6—с, и 
т. д. Попытаемся выдфлить этихъ множителей. Вынося изъ первыхъ двухъ чле- 
новъ 275*(а — 6), а изъ двухъ другихъ с?4?(е — 4), получимъ: 

Р= 476 (а —5){с{а— в) — с) — @а—а)®— 4)} 

+ 14*(е —а)\а* (а —‹)(а—а)— 56 —)—а)}. 

Располагая первый членъ въ первыхъ Фигурныхъ скобкахъ по убывающимь 

степенямъ с, а второй по уб. степ. буквы @; затВмъ, первый членъ во вто- 


рыхъ хигурныхъ скобкахъ — по убывающимъ степенямъ буквы а, а второй — 
буввы 6, имфемъ: 


Р== 95а — 5) {с — е(а-- 5) -|- 25 — @-- 9\а--5) — 906} 
- вас — а) {а — ас а) аза—и-Ные-ра)— ва} 
ИЛИ 
РЕ аа — 5) {1 — @* — (*— @)(а-- 5) (#— 9)6} 
9 (е —а) {и — в — (@— 0) (е-- а)-|- (2—5 )еа} 
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Теперь видно, что въ первыхъ Фигурныхь скобкахь имфется множитель 
с —@, а во вторыхъ а— 65; вынося ихъ, имфемъ: р 
Ра а —5)((«— 4) (#4) (е 5 а) — (#- а ®)(а--)-5а6е--а)} 
 2*4* (в — 4) (а — 5) {(@- 9 (а--5) — (@- 46-9) а)--са(а-- 5} 
Вынося теперь за скобки (а —5)(с — а), и означивъ третй множитель бук- 
вою Р’, положимъ 
Р= (а—В)(е— а).Р'; 
ГА 
Ра (+ (с -- а) — (+ а @)(а-ь)--абе--а)} 
+24 (а --5) — (@--а5--5)(е--а)- са (а--®)} 
= а*5*{ (с*-|- а*)(е — а) + а(с*-- а) — (е*- а?) —са(а- 5) + абе- а)} 
—{ са? (а? -- 5) (а — с) Ка? 5) — аа -Р 5) — ве а) + ваа 5) } 
= 464 (& — 6) (в --%а —с*— а — са) + аа—ь)} 
- 2а*{ (в — (6 > — а —а) —-5а—5)\ 
= (&— ©) {а5*(6е-- 54 — с — 4 — са) | с’аа*- а6-- 5? — аа— ьа) 
аа —в) (а — г). 
Вынося а— с, положимъ 
Р’—=(а— в”, 
гд% 
РИ ас — Ра — 0) } — 2253а? -{- сзаа?- аа — а) %—а)} 
ива —5)а-- 9) 
= а6* (6 —с)(е + 4) — а?4?(5* — с*)- са —а)\{а-Н фра а —ь)(а-| св) 
= — 6) {ве --а) — 2-6} а—а){#(а--5) —в(а-о)} 
= 4* (6 — с) {‹(5° — а) 5 — а) + а — а) {а(*— м) 6—5}. 
Зд%сь мы можемъ вынести за скобки ($ — с)\(® — 4); полагаемъ 
= — в) — а), 
т 
РИ — {с (6 -- а) -- 34} — а4аь о -%} 
— 66(а* — 4*)-|-ав4(а — а) | аа (а — а)—(а — а)(&е -|- Фа- жа 6са). 
Итакъ, окончательно 
Р (а —6)(а— в) (а— 4) — в) (6 —а)(—4)(аёс -- ва-{ аса -- 9са). 
78. Приложеще Г. — При какихъ значеняхъ буквъ а и 6 ПОолиномЪ 2“ 
-- 82 -5х — а дфлитея безъ остатка на 2°-- 3х — 6? 
Вопросъь можно рЬшить двоякимъ путемъ. 


1-й методь. Онъ состойть въ томъ, что совершаютъ на самомъ дфлЪ дф- 
лене, доводя его до остатка, степень котораго была бы ниже степени дфлителя; 
затзмъ выражаютъ, что остатокъ долженъ быть тождественно равенъ нулю. 

7 
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Выполняемъ дфлен!е: 
ат За 5х —а| 2 -- 3 —Ь 
— 2332-х #5 = 
54-5. 1—а 
о, 
— 5 =152=556 
ь д—а 
—10} +5 
Чтобы дфлене совершалось безъ остатка, остатокъ долженъ быть тожде- 
ственно равенъ нулю; а для этого, по теорем$ \, $ 72, необходимо и поста- 
точно, чтобы 


6 —10—0..(1) и 55 —в=0....(2). 

Равенство (1) возможно только при 6==10. 

Подставляя 10 выфсто 6 въ равенство (2), имфемъ 

50 — а=0., 
что возможно только при а==50. 

Итакъ, искомыя значення о и ® суть: а=50, 6==10. 

Не трудно провфрить, что 2*-р 82*-|- 52 —50 дфлится безъ остатка 
на 2?-|- 3х — 10. 

2-й методь (неопредфленныхъ коэофищентовъ): — Выражаютъ, что дфлимое 
равно произведеню дЪлителя на цфлый полиномъ, которато степень равна раз- 
поети степеней дфлимаго и дфлителя, ибо такова должна быть степень частнаго. 

Такимъ образомъ пишемъ: 


27 -- 8-5 — а= (2*-Р Зх — 68) (ре-- 9), 
такъ какъ общий видъ пЪфлаго полинома первой степени есть 7-9. 
Располагая вторую чаеть по стененямъ х, имфемъ тождество 
28-82-55 —а==р.2'-|- 30 |2 — |2 — 9. 
Я +3 
Отсюда, по теор. УТ, $ 73, приравнивая между собою коэеФищенты при 
одинаковыхъ степеняхъ буквы х, имфемъ четыре условя для опредфлевя а, 6, 
ри а; а именно: 
фе, ЗР-Я=8; —6.р-- 39=5; фа==а. 
Подставляя во второе равенетво 1 вмфсто р, находимъ; 3--9==8, откуда 9=5. 
Подставивъ въ третье равенство вместо ри а ихъ величины, имфемъ: —6-- 
+15 =5, что возможно только при $=10. Наконець, ветаваяя въ четвертое 
равенство вм\ето 6 и 4 ихъ величины, находимъ: а==50. 
Итакъ: а—50; 65—10; р=Т и 9=5. 
Стало быть дфлен!е безъ остатка возможно только при а==50 и $ =10; 
а частное (рх-- 9) веть 2-5. 
79. Приложене ТТ. — Въ какомъ случаф 2” — а” длится на 2? — а"? 
Выполняемъ дфйств!е, чтобы найти законъ образованя послфдовательныхь 
ОСТАТКОВЪ: 
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д" — а" | 4 — @ 
— ТЕ арут-р Гут - арх"? —- а?Рут-8р о 


ЯР ТЕР — ат 


— аРхт-Р Е а?Рут-Р 


а’ттт-? п” 
Е а?РЕт-?Р == азРхт-ЗР 


ат ЗР а”. 


Итакъ, если № означаеть н%\которое цфлое число, одинъ изъ остатковъ будетъ 
ИМЪТЬ ВИДЪ 


айрРут-ЙР — а”. 


Поэтому, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая цфлая величина 
#, при которой этотъь остатокъ тождественно равнялся-бы нулю. 

Онъ имфетъ видъ многочлена, расположеннаго по убывающимь степенямъ 
буквы 2, и условя тождественности остатка нулю будуть различны въ завиеи- 
мости отъ того, будетъ-ли ж—йр равно 0, или отлично отъ нуля. 


Если т — ®р отлично отъ нуля, то поэФоищенты при степеняхъ х должЕы 
быть равны нулю, т. е. 


ты В ные 
это возможно только при «а=0. Но такой выводъ не соотвфтетвуетъ задаз*. 
Если т —#р—0, то 2”? —1; и остатокъ обратится въ ноль, когда 
#8 — 0", 
т. е. когда 2 —1.р. 


Итакъ, необходимо и достаточно, чтобы м было кратнымь числа 2. 
Въ такомъ случа»: 


д” РыЫ а” = 
я =" ардт-йт —- а Рдт-Зр Не . о | ат? -|- отт, 
80. Задачи. 


1. Доказать что полиномъ 
325 -- 221 — 623 | 44? — 105 -|- 339 
дфлитея на #--3, п ваписать частное по правилу $ 64. 
8. Тоть же вопросъ для 
(25 — Зы -|р 56253 — 863572 -|- 605 — 465):(1 — 35). 
3. Тоть же волросъ для 
(93 -- 621 — 1923 -| 1242 -- 15% — 6):(3# —1). 


Написать, не совершая дфлен1я, частное и остатокъь Ръ каждомъ изъ слёдующихь 
примЪровъ дЗлен1я: 


4. 324 — 923 |-51— 1 на биномы 

я—1 я- 9, 95-—1, 3-2. 
5. (828 — 723-457 -| 36% —1):(#-- 3) 
6. (35 — Таз — 52-42 — 1): — 2). 
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. (14 - 823 --4):(4 — 3). 
8. (1026 423-55 — 1):(#-- 2). 
9. (23 — 2ал? -|- 4ах — а3) {1 — а). 
10. (25 — а2* | 3а3? -|- аз):(х | 2а). 
11. (28 — 10а2х8 -- 54652 аз): (х -- 5а). 
12. 25 — 3с21 -- 5023 — 831? -- 664% — 465 на биномы 
&—2 и 2—2. 
13. Доказать, что полиномъ 
ду — пу" — ата да" | у" — у” 
дфлитея на (5— 9)(%—2). 


Найти вефхъ цфлыхъ двучленныхъ дфлителей, еслн таве существуютъ, для по- 
пномовЪ: 


14. а —та- 6. 15. 2 2(у— 2) — уг. 

16. 21 -|- 32292 — 494. 17. 23 — 45? — 31%-- 70. 

18. 28 — 5233 -|- 7а3уй — Зуб. 

19. а3 — а (6 —с-- а) + аа — % — са) | %ва. 

20. 23 — 2(а-- 5) -- 2 (а Ь)?-- а6] — а (а-- 5). 

21. 23 — 23а - 21 34? — $2 — 2ав-- 5} — а(а? — 51) — ае-|- а*е. 

22. 23 — 2 (2а--ь— с)-|- #(246 — 6с — 2са) | 2%са. 

23. Опредфлить т подъ условемъ, чтобы полиномъ а3-{- 63-|- с3 — табе дфлил- 
ся на а-НЬ- с. 

24. Довавать, что («-- В -|- с)? — а°— 53 — с3, и вообще что (а-- 5 -- с)* — 
—@\— $" — с", при вечетномъ №, дФлится на (а-- 5)(6- )(е а). 

25. ДЪлится-ли полиномъ 

2 — 1123 4112 — 61% 30. 
ва (— 1)(х —2)(#—3). 
26. Опредфлить Ё подъ условемъ, чтобы 423 —67-- длилось на #-- 3. 
27. Опредфлить & подъ усломемъ, чтобы полиномъ 
ай — 5124 —Ё дфлился на 9% —1. 

28. Опредфлить р п 4 такъ, чтобы триномъ 2й -|- р2?-Р 4 длился на 2? -|- 2-5. 

29. Опреджлить р, 4 и г подъ услошемъ, чтобы полиномъ 21 -|- 823 -|- р? -|- 
ах --т длился на (1 —1)(&-- 2). 

30. Доказать, что нолиномъ 

путает | утетат -|- гПалуР — прут" — утайх” — глуп 

дфлитея на (х—9)(у — =)(2—®). 

31. Найти тавя значеня для ри 4, при которыхъ полиномъ 2 — 323-02-94 
дФлитея безъ остатка на 2* — 2% -|- 4, у 

Рьшить задачу двумя способами: 1) примфняя непосредственное дфлен!е; 2) спо- 
собомъ неопредфленныхь каэффищентовт. 

32. Тфми же премаии опредфлить, при какихъ значеняхь а иб полиномъ 23-|- 
-- а --05—3 дфлится безь остатка на 22 —2-|-1. 
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33. При какомъ а возможно дфлеше (24 -| 1):(48 аз | 1} 
34. При какихъ ри 4 возможно дфлеше (2*-|- 1):(22-- реа)? 
35. Указать условя, при которыхъ возможно дБлене на-цфло въ выраженахъ: 
"На". та”, м — а". 
а?’ 23-- аз’ 23 — @3 
36. Найти условя, необходимыя и достаточныя дя того, чтобы трнномъ Аз*-- 
2822? -|- Су былъ полнымъ квадратомъ. 
37. Найти условя, необходимыя п достаточныя для того, чтобы частное 
ах бас 
ара -с 
имфло величиву, независящую отъ х. 
38. Опредфлить ри 4 такъ, чтобы полиномъ 
д -- 323 — 542 -- уг --а 
длился на (1 —1)(#--2). 
39. Опред$лить ри 4 такъ, чтобы полиномъ 24 -|- 32°-|- ух -- а-яЪлился на 
2 —2—1 
40. Въ какомъ случа 1” -Р а” дЪлится безъ остатка на 27 -|- 7? 


41. Вакое соотношеве должно существовать между т и р (гдВ т и р— числа 
четныя), для того чтобы полиномъ 


д... 1 
дфлился безъ остатка на полнномъ 
ДР РРР... 1. 
43. При какомъ условии полиномъ 
ти... =-1 
ДЪлится безъ остатка на полиномъ 
д! ..... 5 


43. Опред$лить значеня т и я, при Екоторыхь триномь 23- тх-- я дфлится 
безъ остатка ва (х — а) (5—5). 


44. Опред$лить, кавя соотношен!я должны существовать между коэффищентами 
полинома, 


дай -- Вх -- Са Би -НЕ, 
для того чтобы онъ дфлался безъ остатка на 18 — а?. 
45. Доказать, что 
0" — (п 1)" -1 
дВлится на (х— 1), и найти частное. 
Приложене: я — 5. 


46. (я-- 1) — 21—65, и х есть число цфлое. Найти 2? 


41. Произведене четырехъ посяфдовательныхь иЗлыхъ чисель, уменьшенное ихъ 
суммою, даетъ 818. Найти эти числа. 


48. Произведен!е трехъ посяфдовалельныхь цфлыхь чисель, увеличенное суммою 
ихъ квадратовъ, дзеть 320. Найти эти числа. 
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ГУАМ ТЕГ. 


Общий наибольший дфлитель и наименьшее кралное алгебрическихь выражев1й. 


81. Дълителемь цфлаго алгебраическаго выраженя называетея такое другое 
цфлое выражение, на которое первое дВлитея на-цЪло. Такъ, 4х%у воть дЪлитель 
выраженя 48232; х —1 есть дёлитель тринома 2*— 22-1; 2 — а\ иметь 
дълителями х— а, ха, 2 —@ и 2 Ра’. 

Общимь дълителемь двухъ илн нфоколькихъь ифлыхъ выражен! назы- 
вается такое ц%лое выражен!е, которое дфлитъ данныя на-цфло или безъ остатка. 
Такъ, выраженя (&«— 5)? и 2*— 61 имфють общимъ дфлителемь @а— 6. ВзявЪ 
выражения 23 -- а% — аб* — 63, а — 3а63-|- 253 и а* — 445 — аб? 253, и раз- 
ложивъ ихъ на множители, находимъ: - 

аз а?5 — аб* — 63 —(а--5)*(а— 5): 
а3 — 36? -|- 253 — (а — 6)*{а-| 26); 
а — 24% — а? 3 = (а-- 5) (&—5(«—%); 
откуда видно, что данные многочлены им$ють общимъ дфлителемъь биномъ а — 6. 

Цфлыя выражен!я, не пмфюния никакихъ общихъ дЪлителей, называются 
первыми между собою или взаимно простыми. Такъ, а-- В иа— В — выра- 
женя взаимно простыя. 

Общимь наибольшимь дълителемь цфлыхъ алгебраическихь выраженй 
называется произведен!е всфхъ простыхъ дфлителей, общихьъ даннымъ выраже- 
щямъ. Такъ, въ предыдущемь прим$рф, общий наибольший дФлитель есть а —6, 
потому-что иныхъ общихъ дЪлителей данныя выраженя и не имфютъ. Взявъ 


выражешя 2“— а‘ и 23-- 2а2* — ах —2а3 и разложивь ихь на множители, 
находимъ: 


— 


д — а*==(&-Ра)(х — а) (5 а”); 
23-|- Зах? —а?х — 24— (2 а)(1 —а)(< | 2а); 
замфчаемъ, что простые дфлители, общие этимъ выражешямъ, суть: х--@ и 
х— а; ихь произведен!е 2° — а* и есть общйй наибольший дВлитель двухъ дан- 
ныхъ выражен. 

Очевидно, что если данныя выраженя раздфлимъ на ихъ общаго наиболь- 
шаго дфлителя, то черезъ это изъ нихъ исключатея обийе ихъ дплители, 
а потому частныя не будуть имфть уже никакихъ общихъ дфлителей, т. е. 
будуть первыя между собою. Отсюда вытекаетъ другое опредлеве общаго паи- 
большаго дфлителя: это есть такой общёй дълитель, по раздълени на ко- 
торый данныхь выражен, получаются частныя первыя между собою. 
Такъ, въ предыдущемь примфрф, раздбливъ выражешя 1‘ — а‘ и 23| 2а4* 
— 227% — 243 на общаго д®лителя 2 — а*, получаемъ чаетныя 2? --- 2? и х-- 24а 
— первыя между собою. Заключаемъ, что по опредфленщю, 2* — а? и букеть 
общий наиб. дЪлитель данныхь выражен, 

Примьчане Г.— Между алгебранческимъ общимъ наиб. дфлителемъ и общимъ 
наиб. двлителемъ чисель (въ ариеметик) есть существенное разаие. Облий 
наиб. дЪлитель чисель есть такой ихъ обиий дЪлитель, который по величин 
больше вехъ другихъ общихъ дфлителей. Отсюда и назваве его — наибольший. 
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Но алгебраическя выражен я различаютея вообще не своею величиною, ибо бук- 
вамъ, въ нихъ входящимъ, вообще не приписываютъ частныхь числовыхъ зна- 
ченй; общ наиб. дЬлитель алгебраическихь выраженй, какъ содержаний 
произведен!е вефхъ общихъ дЪфлителей, очевидно, будеть мо степени въиие пру- 
гихъ общихъ дфлителей; поэтому, лучше было бы дать ему наименован!е высиало 
общаго дфлителя. Однакоже, за нимъ удержано назваше общаго наибольшало 
дВлителя. 

Примпчане 1Т.— Для краткости слова: общ дЪлатель будеть означать 
начальными буквами 0. д.; также слова: обний наибольций дфлитель — < бук- 
вами о. н. К. | 

Переходимъ къ изложению способовъ опредфленя общаго нанб. дфлителя 
алгебраическахь выражешй. 


82. Способъ разложешя на иножителей, — Пусть требуететя найти о. н. д. 
одночленовъ 
654°5%, 304753 и 45Ф Иа, 


т. в. такихъ выражен!, которыя прямо давы въ Форм произведевнй. 


Согласно съ первымъ опредфлешемь, нужно составить произведене всфхъ 
общихъ простыхъ дЪлителей — численныхъ и буквенныхь. Произведене общихъ 
простыхь числовыхь дфлителей есть о. н. д. коэоеищентовъ, и==5. Что ка- 
сается буквенныхъ производителей, то нужно взять только общёя буквы съ на- 
именьшими показателями; обпия буквы суть @ и 6; наименьший показатель 
буквы а есть 4, буквы 6—2, сл. 0. и. д. = 5а*6%. 

Выражене, такпмъ образомъ составленное, удовлетворяеть и второму опре- 
дфленио общаго наиб. дфлителя; въ самомъ дфлё, раздфливъ на него данные 
одночлены, получаемъ чаетныя: 13ас, ба и 95а — первыя между собою. 
Отеюда Правило. Для составлентя о. н. д. одночленовь нужно къ общему 
наиб. дълителю коэффиилентовь приписать всть общае буквенные множители 
сэ наименьшими показателями. 


Что касается многочленовъ, то когда они легко разлагаются на множителей, 
то и употреблаютъь спогобъ разложеня на производителей, или, что тоже, 
превращаютъ мпогочлены въ одночлены и пралагаютъ къ нимь предыдущее 
правило. Вотъ примёры. 

Г, Найти 0. н. д. многочленовъ 

947 — 36 и 12а?х* -- 43ах -|- 48. 

Разлагая па мпожители, найнемъ: 

94251 — 36 — 32.(а* | 2)(ах — 2); 
127 -[ 48ах-|- 48 =4.3(а%--2)*. 

Взявъ произведене общихъ простыхъ множителей, найдемъ 

0. н. Ц. =8(а2-- 2). 
Ц. Найти о. н. д. многочленовъ 
29 — За -- 22! и ду" — 4279". 
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Разлагая на множители, находимъ: 
у? — Заз -|- ау 2 (х — 2) (2—9), 
2? — 4179 \ = у --2у)(1 —239); 
сл. 0. п. д. — 237 (5 — 29). 
ПЕ. Найти 0б. н. д. полиномовъ 
я -РТ и 43 -- т -- те --1. 
Разложивъ на множители, получимъ < 
2--1= (2-1) (2 —х-Н1), 
23-- та? -- те 1= (х + 1)(1*—=--та-- 1); 
слВД. 0. н. д. =2-1. 
ГУ. Найти о. и. д. полиномовъ 
322у — 323 - Згу — Зла и 
152%у — 30хуг -Е 152?у — 1553 3072 — 162%. 
По разложения на множителей, найдемъ, что 
1-й полиномъ — 3(2° -|- 2)(у— 2), 
8-й полиномъ — 3.5(у — <)(х —2)®. 
Отеюда: о. н. д. =3(у— 2). 


83. Способъ послБдовательнаго дфленя. — Такъ какъ многочлены только 
въ р®дкихь случаяхъ легко поддаются разложеню на простыхъ множителей, 
то и предыдущий способъ прилагается съ успЪхомъ только въ исключительных 
случаяхъ. Вообще же, для опредфленя о. н. д. полиномовъ пользуются общимъ 
способомъ, который носить назван!е с70с0ба посльдовательнаю дълендя. На- 
хождене о. н. д. этимъ способомъ основывается на слфдующихь теоремахъ. 


84. ТЕорЕмл Г. — О.ч. 0. 06955 выражен не измънится, если 


одно из5 ниль помножимь или раздълимь на количество, первое сз 
друимз. 


Въ самомъ дл, о. н. д. есть произведене множителей, общижь тому и 
пругому выражешю, а потому если введемъ (умножешемъ), или уничтожимъ 
(дБленемъ) въ одномъ изъ нихъ множителя, не входящаго въ составъ другаго 
выраженя, то оть этого прибавится къ первому или уничтожится въ немъ 
множитель, котораго нфтъ во второмъ, аслЬд. обийе множители останутся тЪ-же; 
значить не имфнится по. н. д. 


Эта теорема облегчаетъь вычиеслен!я, позволяя избфгать. дробныхъ коэФеи- 
щентовъ въ частныхъ. 


85. ТворимАл ЦП. О. н.д. у дьлимало и дълителя служитз общимь 
дълителемз у дълителя и остатка. `` 


Пусть данные многочлены суть М и №; обозначивъ частное отъ раздфле- 
шя М на № буквою (4, а остатокъ В, и замфтивъ, что дЪлимое — произведеню 
ДЪлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, имфемъ 


У—=Ихоа-Е..... (1) 
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Обозначивъ общаго дфлителя многочленовьъ Ми № буквою А, раздлимъ 
на А 06% части полученнаго равенства; найдемъ: 
м х В. 
аа Е 


Но, по условпо, А есть общий дЖлитель многочленовъ Ми М, слЪд. частныя 
м . 
И — суть выраженя цфлыя; обозначивъ ихъ соотвЪтетвенно черезъ М’ и №, 


представииъ послфднее равенство въ видь 


=, ока “МХ 0. 


А 


| В : 
Это равенство показываеть, что -- есть выражене цфлое, ибо равно ц%- 
чому выражению М’— №Х 40, значить В длится на-цфло на А. 

Итакъ, мы доказали, что всяк дЪлитель, общий дЪламому и дфлателю, 
служить общимъ дфлителемъ у дБлителя и остатка; а слЪд. и обниЙ наиб. д%- 
литель дфлимаго и дфлителя служить также общимъ дфлителемъ у дфлителя и 
остатка. 

86. Ткотемл Ш, обратная. О. н. д. у дълителя и остатка слу- 
жит также общим дълителемь у дълималю и дълителя. — 


Пусть А, будеть общимъ дЪлвтелемь выраженй № и В. Раздёливъ 00% 
части равенства (1) на А,, получимъ 


м х В 
А, А + А, > 
и ОМ : В : 
но, по условю, ^_ есть цфлое выражен!е, равно какъ и =; обозначивъ ихъ 
1 1 
буквами № и В’, получимъ 


` 


к=№х 9-Е. 
т 1 


м 
Это равенство показываетъ, что х_ Равно суми® двухъ цфлыхь выраже- 
1 . 
н1й; значить Д, есть дфлитель многочлена М. 


Итакъ, мы доказали, что всякий дфлитель, обпий дфлителю и остатку, слу- 
житъ также общимъ дфлителемь у джлимаго и дфлителя; а слЪд. и общ наиб. 
дфаитель дВлитеня и остатка служатъ общимъ д®Жлителемъ у дЪлимаго и дфлателя. 


Изъ этихъ двухъ теоремъ выводится слёдующая 


87. Творема ГУ. — 0. м. д. дълимаю и дъмипеля равенз о. н. 
дълителю дълителя и остатка. 


Обозначим 0. н. д. мноточленовь Ми № (1. е. дБлимаго и д®лителя) бук- 
вою О; ао. н. д. у МиВ (т.е. у длителя и остатка) буквою 0’. Въ силу 
теоремы П, выражен!е О должно быть общимь дЪлителемъ многочленовъ Ми В, 
сид. оно должно дфлить безъ остатка выражене Л’ — общаго наиб. дЪлителя 
многочленовь Ми В. А, по теорем ПГ, выражене 0” должно дЪлить на-ц®ло 
количества Ми №, а саёд. и ихь общаго наиб. дфлетеля 0. Такимъ образомъ 


: 
й 
8 
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ТР ар’ должны дфлють другъ друга на-ц%ло; но это возможно только тогда, ког- 
да они равны. Итакъ 
р = 1’, 

и теорема доказана. 

88. На послфцней теорем® и основанъ спобобъ послфдовательнаго дЪленя. 

Пусть данные многочлены суть М и №. Ихь` общий наиб. дЪл. можеть ©о- 
держать производителей одночленныхь и многочленныхъ. Начинають съ того, 
что отдфляютъ въ многочленахъ М и М одночленныхь производителей отъ мно- 
гочленныхъ. Одночленный производитель многочлена М есть обийй множитель 
вефхьъ членовъ этого многочлена; вынося его за скобки, и означая черезъ &, 
а многочленъ, заключающийся въ скобкахъ, черезъ А, имфемъ: 


М — о. А. 


Такъ же точно, вынося за скобки общаго множителя В вохъ членовъ мно- 
гочлена №, и обозначая выражен!е, заключающееся въ скобкахъ, буквою В, по- 
лучимъ: 

№=В. В. 

Производили — одночлены, обие многочленамь М и №, заключаются въ & 
и В; а производители — многочлены, обиие многочленамь М и М, содержатся въ 
А иВ. Такъ — какъ о. п. д. многочленов М и М есть произведение вез хъ ихъ 
общихъ простыхъ множителей иля дБлителей, то очевидно, мы его найдемъ, 
если общаго наиб. дфлителя количесть х и В помножимъ на 0. н. д. много- 
членовъь А и В. Обозначимь о. и. д. многочленовъ М и М буввою А; о. н. д. 
одночленовь хи В буквою @; и о. н. К. маогочленовъь А и В— буквою 0. 
На основанш сказаннаго имфемъ: 

А. №, 
Пусть, наприм%ръ: 
М = 905755 — 30463 -|- 456? -|- 24а6°; 
№ — 64163025 — 12415? сж — 366%} -|- 24а6с 3 -|- 134%? -|- 36а. 

Вынося изъ воёхъ членовъ перваго многочлена за скобки 3аё?, а изъ веЪхъЪ 

членовъ втораго 6а'5°сх, получимъ: 


М= 3а5*(325 — 102 --15%-- 3), 
№ — 6а*6с(25 — 24 — 6х3 -| 421 -|- 132 - 6). 
Общ. н. д. 4 одночленовь 346? и ба'5%сх есть За. Теперь намъ саду- 
етъ опредфлить О, т. е. 0. н. д. многочленовъ 
А— 325 —102'--155--8 и 
В— 1 — 25! — 613-42 -- 132--6. 
Раздфлимъ А на В. Если бы А раздфлилось на В безь остатка, то Ви бы- 
ло бы о. н. д., потому-что тогда вс производители В содержалиеь-бы въ А. 
Но если-бы А не раздфлилось на В безъ остатка, то все-таки рёшенше вопроса 


подвинется впередъ. Въ самомъ дфлЪ, пусть д®леше А на В даетъ частное (и 
остатокъ' 4; въ такомъ случаЪ 


А-ВХОТВ. -..( 
прачемь степень главной буквы остатка будетъь ниже чёмъ въ дёлитель В. 3а- 
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иВтивъ теперь, что, по теорем$ 1\, 0. н. к. иногочненовъ Аи В равенъ о. н. 

д. многочленовь Ви В, заключаемъ, что вопросъ сводится къ отыскан!ю о. н. 

д. между прежнимъ дфлителемъ и оетаткомъ, т. е. между многочленами съ мень- 

шими степенями главной буквы, и елд. болфе простыми. Если бы приэтомъ В 

раздёлилось на В, тогда В и было бы искомымъ общиаь наиб. дёлителемъ. Но 

пусть при дленя В на ЁВ получается въ частномъ (’и въ оетаткВ В’; тогда 
В=фФхХВ-К. ... (2) 

Хотя дфлене В на В и не привело къ окончательному нахожден!ю о. н. п., 
но рфшен!е задачи опять упростилось. Дйствительно, мы знаемъ, что 0. и. п. 
между В и В равенъ о. н. д. между В и В’, такъ-что вопроеъ приведенъ къ 
нахожденио о. н. д. между многочленами В и В’, боле простыми, ибо показа- 
тель главной буквы въ В меньше показателя ея въ В. 

Пусть В дЬлится безъ остатка на В и даетъ въ частномъ (”, тавъ что 

ВоВ | 

Не трудно провфрить, что послфдый д®яитель В’ и есть искомый о. н. д. 
многочленовь А и В. Въ самомъ двл®, равенство (3) показываетъ, что В’ веть 
0. н. д. дня самого себя и В; но о. н. д. остатка и дфлителя (равенетво (2)) 
равенъ о. н. д. дВлимаго п дЪлотеля, т. е. многочленовъ В и В; а отсюда, въ 
силу равенства (1) заключаем, что В’, будучи о. н. д. для Ви В, служить 
выфотв съ тфыъ (по теор. [№) п общ. наиб. дБлителемь для А и В; что и тре- 
бовалось доказать. 

Пря послфдовательныхъ дфленяхъ, здфеь указанныхъ, возмножны два елу- 
чая: 1) или мы дойдемъ до остатка равнаго нулю; въ такомъ случа®, какъ до- 
казано, послфдыИ дфлитель и булетъ искомымъ о. н. д. многочленовь А и В; 
или 2) посл нЪоколькихъ послфдовательныхь д®левй, дойдемъ до остатка, ко- 
торый, не содержа главной буквы, не будемъ, однако же, нулемъ. Что такой 
случай возможенъ, объясняется тёмъ, что степень главной буквы въ послФдо- 
вательныхъ остаткахъ постоянно понижается; сад. непремфнно дойдемъ до ос- 
татка, не содержащаго главной буквы. Легко доказать, что если этотъ остатокъ 
не есть ноль, то слфдуетъ заключить, что многочлены А и В ве имфютъ обща- 
го наиб. дфлителя, т. е. первые между собою. ДЪйствительно, мы видфли, что 
0. н. д. ДБлить остатки п0сл% каждаго дфйств!я, а потому онъ долженъ бы д%- 
лить и остатокъ, не содержацй главной буквы. Для этого о. н. д. самъ не дол- 
женъ содержать главной буквы; но въ такомъ случаф, чтобы онъ могь разд$- 
лить безъ остатка многочлены А и В, онъ долженъ дфлять каждый коэоФищенть 
при степеняхъ главной буквы въ этихъ полиномахъ, а это невозможно, ибо 0б- 
пе дфлители коэоопщентовъ уже исключены (они закаючаются въ о и В). 

Приложимъ эту теорпо къ нашему прим$ру. ДФлимъ А на В (могли бы, 
наоборотъ, дфлить В на А, потому-что въ данномъ елучав полиномы — одина- 
ковой степени отн. .) 


А — 345 — 1023-1658 27—24 — 658 -- 4-13 х--6—В 
— 32° = б2* = 1853 - 122 -- 39%==18, 3 
В = бл‘ - 823 — 1242 — 24% — 10. 


Въ оетатк® степень буквы х ниже чЁмъ въ дёлителф, поэтому первое дт- 
ление окончено; оно показываетъ, что В не есть 0. н. п. 
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Сльдуя теори, теперь нужно дЪлителя раздфлить на первый остатокъ. Но, 
замфчая, что члены остатка имфють общаго множителя 2, перваго съ новымъ 
дЪлимымъ, мы на осповаши теоремы Т, можемъ сократить этотъ остатокъ на 2, 
не изифняя этимъ о. н. п. Черезъ это новый дфлитель упростится и будетъ равенъ 


32-423 — б5* —24—5. 


Для избъжашя дробныхь коэфоищентовъь въ частномъ и въ остаткахъ, 
множимъ новое дфлимое на 3, что возможно, такъ-какъ 3 есть количество пер- 
в06 съ 32\-- 44 — 64 —2х— 5. Совершаемъ дфлен!е 


32? — ба — 1827-12 4 395 -- 18 З2* -- 423 — 64 — 192 —5 


— 328 Е 4-5 643 124% -= 55 х,—5 
— 1052 — 1223 -{ 24° | 44% --18..... ‚ остатокъ 
— 5м— 62--127--22% | 9...... остатокъ, по разд лени на 2 
— 152‘ — 1823 -{- 365 66% |-27...... › по умножени на 3 


5152 2023 -- 307°-= 6052-Е 95 
223-- би -- 65-- 2 


Степень главной буквы въ первомъ остатк® не ниже чЪмъЪ въ дВлителъ, 
а это даетъ возможноеть продолжать д®леше. Но такъ какъ коэоФищенть пер- 
ваго члена остатка не дфлитоя на коэофищенть перваго члена дфлителя, то мы 
условимся считать второе д®лене законченнымъ, и полученный остатокъ — окон- 
чательнымъ въ этомъ дЪленш. Теперь, слфдуя теори, мы должны искать 0.н. К. 
между 32‘ -- 42° — 62° — 12% —5 и полученнымь остаткомъ; приэтомъ, оста- 
токъ принимаемъ за дЪлимое, а дЪлителя оставляемь прежняго. Приступая къ 
новому дВлению, сокращаемъ дфлимое на 2 и умножаемъ его на 3, что позво- 
лительно, потому что ни 2, ни 3 не входять множателями въ д®литель. Чтобы 
не переписывать дЪлителя, продолжають дёлене въ томъ-же стодбцё, только 
чненъ частнаго (—5) отдёляютъ отъ частнаго прежняго дфлевя запятою, 
чтобы этимъ показать, что —5 не принадлежить къ числу членовъ одного и 
того же частнаго, а есть частное новаго, особаго, длешя. 


Это дфлен!е даетъ остатокъ 22°- 62?--62--2, и вопросъ приведенъ къ 
отысканю о. н. д. между этамъ остаткомъ и дёшителемь. Во избфжане дроб- 


ных БоэоФищентовъь въ частномъ и остаткахъ, сокращаемъ дфлителя на 2, 
и ДБЛИМЪ 


За 423 — 64° — 19% — 6523 -|- 31 -|- 32-1 
— За 59 == 9 -= 32 _ 5—5. 
— 528 — 157 —155—5 
— 52 —152*.—155—5 
0 
Послёдн!й дьлитель 2?-|- 32° -- 3%-|- 1 иесть о. н.д. миогочленовъ А иВ. 


Итакъ, мы нашаи, что 4 — 34°, а 9—1 35% |-32--1; сл. о. н. 
д. данныхь многочленовь Ми №, или 


Дд=9. = 306 (2-| 322 -|- 3% - 1) = 3а6* -|- 9а6а* -|- Эаф?х -|- Зав. 
89. Пряводимъ еще примфры. 
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Г. Найти о. н. к. многочленовъ: 
М= 24257 — 28а‘ 14202? — 308222 | 240а°% п 
№ — 3223 — 30а2° | 87ах — 60а. 
Выносимъ за скобки общихъ множителей членовъ каждаго многочлена: 
М— 24°2(2* — 1423 -- 712 — 154% -|- 120), 
№= 3а(2—102-29х — 20). 
Отеюда имфемъ: Я =а. 


Ищемъ 0. Н. д. многочленовъ, заключенныхъ въ скобки. 


Первое длене. 
2‘ — 1413-- 711° — 154х-- 120 |2° — 10° -|- 295 — 29 
— 24 == 193 —-29г*- 20х д — 4 о 
— 423 4252 — 1342 120 
—= 423 --405° —=1162-= 80 
212— 18х-— 40 


Сокративъ остатокъ на 2, принимаемь х* — 92-|--20 за дьлителя слЪду- 
ющаго дфлещя. 


Второе дБлеше. 
23 —102°- 295 — 20 [1 — 9%-- 20 


=— 2-Е 92° -=205 х— 1 
—2?*-- 95—20 
—2?*-|- 9%—20 

0 


Заключаент, что 2? — 95-|-20 есть 0. н. . многочленовъ, содержащихся 
въ скобкахъ. Итакъ, 
А—=а. Р=а(2* — 9% -- 20) =а2* — 9ах -|- 20а. 
П. Найти о. н. д. многочленовь . 
М =? — 821 -|- 1323 5752 — 198х-- 135 и 
М— 248 — 15° -|- 31х —15. 


Въ этомъ случа, 4=1. Постараемся опредфлить 0. УмноживЪ предвари- 
тельно многочленъ М на 2, дВлимъ: 


Первое дфлен!е. 
253 — 162 263-- 1145? — 396% -|- 270 12° — 15572 - 37х — 15 
218 5 152 -- 37а -= 154% 9, —1— 37 — 
— 2 — 1123 {- 12952 — 396%-- 270, умноживъ на 2: 
— 22 —2243-|-2585*— 192%-- 540 
= 24 152% -= З717?-= 15 
— 3721-- 29522 — 807х-- 540, умноживъ на 2: 
— 741 - 590 — 16142 -- 1080 
== 7418 -=555л7 = 13695 =- 555 
352 — 2452-- 525 
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Сокративъ остатокъ на 35, дфлимъ 
253 — 1542-- 375 —15 [2° —1=--15 
— 243 = 1417 --30х 22 —1 
—2- 12—15 
—1*-- 74—15 
$ 


Итакъ, Э—=2* — 75-- 15. 
А—=4. 0 = 27° — 72-15 
Ш. Найти о. и. д. мнотгочленовъ 
Мы=2* -- 223 — 3-55 —12, и 
№М— 42° 62° — 62 5. 
Умноживъ предварительно М на 4, дфлимъ 
42-823 — 1222 -- 205% — 48 Аз -|- 65* — бж--5 
—42 623 = 64°-= 5х 2*-|-1 ” 
213 — 652--151—48, умноживъ на 2: 
423 — 12° | 305 —96 
—423-- 62*— 6ж-= 5. 
— 182 36% — 101 
Умноживъ дЪлителя на 9, дЪлимъ его на послдн!Й остатокъ: 
3653 -{- 54° — 54%-- 45| — 18° -- 36х — 101 
363 — 722 -|- 2025 — %—1 
+1265 — 2565 45 
1262? —252х-- 707 
— 45 — 662 
Раздливъ остатокъ на (— 2), ЕВлимъ 


1822 — 362 4 101095 4 331 


— 187? = 29795 92% — 3015 
— 30155 | 101. умноживъ на 2: 
— 6030% -- 202 
— 60305 — 997965 
— 998167 


При послфднемъ дфлеши мы наши остатокъ, не содержащий главной буквы, 
не равный нумо, то заключаемъ, что данные многочлепы не имфють никакого 
общаго дфлителя. 


У. Найти о. н. п. многочленов 
} а (5? -|- 25е-| с*) — а5 (262 - 36 -|- с*) - а5 6 --с) и 
а*(5* — с*) — а (25-е — с) НЫФ- о). 
ПрикявЪъ а за главную букву, посмотримъ, не имфютъ ли коэфоищенты 


каждаго многочлена общихъ множителей; и рля этого разложимъ коэФФищенты 
на множителей. Имфемъ 
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$2 -|- 26е-- = ({6-- с); 
2-Е Зе с — 26| 2-е = 5-е) ее) =(0-6)(%-- с); 
6 — 6—6 -- 6) 6—6); 
26-6 — с — 6-6 де фе — ее) (6 в) 6—в) = (5-- 6 (6—6). 
Такимъ образомъ находимъ, что всф члены перваго многочлена им ютъ 


общато множителя а(5-|-с), ве члены втораго: (6-6); слфд. можемъ пред- 
ставить многочлены въ вид%: Ё 


«(ъ--6){(®-| в)а* —6(2%--оа-Н} и 
(&-- в) {6 — в) —8 (2% — ва}. 
Отсюда видно, что 4=6-|-с. Зат®мъ, сокративъ первый многочленъ на 
а(ь-{ с), второй на 6--с, и помноживъ всБ члены перваго па Б— с, дёлимъ 


| а — 2 а | Ро — а 
— | 5% — 65% ]|-—с| + 
-Е 60% 
с 
2 62| а? —= 26| ва 
а О = еж 
== 65? 
2636. а — 2°с ‚ или, по сокращен на 269: 
а—6 
Затфмъ, дФлимъ 
--О| 4? — 25а | | а — 6 
—е | 
Ч] а— в 
5$ [4* = 6? |а ый 
=] = 
— 63.а 5 
— Рав 
0 


Йтакъ, 2 —=а— 6. А потому 
А—=а.Р=- (6-6) («—5). 
90. Изъ сказаннаго выводимъ слфдующее 


Правило. — Чтобы найти о. н. д. двужь мноючленовь, нужно: Оначала 
исключить общае одночленные множители каждало мнозочлена; причемь, если 
случится, что означенные множители имтють о. н. 9., то посльднй сль- 
дуеть впослъдетви ввести множителемз въ составъ искомало об. н. д. 

Затъмь высиий мноочлень дълятз на нисшай, преобразовавь предвари- 
тельно дълимое такъ, чтобы первый члень ею (пуедполаая, что мноючлены 
расположены по степенямь одной буквы) дълилея на первый члень дълителя. 

Вь полученномь оть дълешя остаткь сокралцають всъть множителей, 
общить коэффииентамь злавной буквы, и дълять прежнязо дълителя на 
этоть остатокь, поступая по прежнему. 


^^. 


ы 
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Запиьмь дълять первый остатокь на второй и т. д., продолжая эти 
посльдовательныя дълемя 00 тльжь порз, пока: или получится остатокъ 
нуль, — и тозда посльдний дълитель есть искомый о. н. 0.; или въ остат- 
къ получится выраженче, не содержалцее злавной буквы, — и тода данныя 
выраженя суть количества первыя между собою, если не имють общало 
множителя, независящело оть злавной буквы, и не открытало еще въ нача- 
ль дъйствая. 

При выполнении послюдовательныхь дъленй слъдуеть умножазть про- 
межуточные остатки на такихь нножителей, чтобы первые члены ихь дъ- 
лились на первый члень дълителя. 


91. Общий наибольшй дфлитель ифекольнихъ многочленовъ. — Пусть тре- 
буется найти 0. н. д. ньеколькихъ многочленовъ Р, (, Ви ь. Найдемъ о. н. 
д. между какими-нибудь двумя изъ давныхъ многочленовъ, нзпр. Ри 0, и на- 
звавъ его буквою О, зам чаемь, что О есть ничто иное какъ произведеше вохъ 
множителей, общихъ многочленамъ Ри (. — Если теперь найдемъ о. и. д. 
между Ри В, то, назвавъ его буквою 0’, замфчаемъ, что 0’ есть произведеше 
везхъ множителей, общихъ О и В; а какъ О есть произведене везхъ множи- 
телей, общихь Ри (, то 0’ ееть произведене вофхъ множителей, общихъ Р, 
() и В. Найдя затЪм» о. н. д. для 0’и $, пусть онъ будеть 0”, —убЪдимея, 
что онъ будеть — произведению воёхъ множителей, общихъ многочленамъ Р, (, 
Вир. Поэтому 0” и будетъ о. н. к. данныхь многочленовъ. 

Отсюда 

Правило. — Чтобы найти о. н. 9. нъсколькить мнозючленовь, находять 
ею сперва между какими нибудь двумя мноюочленами;: потомь между найден- 
нымь 0. н. д. и третъимь даннымь мнозочленомь; затъмь между вновь най- 
деннымь 0. н. д. и четвертымь мнолочленомь и т. 9. Послюднай о. н. 9. и 
будеть требуемый. 

ПримърЪъ. Найти о, н. д. многочленовъ 

Р-= 82° —125у —102у --15 9, 

() — 63-- 122° — 95, — 18 2, 

В— 65° —13ху -- 6у?, 

$ — 45° — 99°. 
0. н. д. иногочленовъ В и 5 равенъ 2х — 3у; о. н. д. многочленовъ Ри 2% — 
—Зу есть 2х — Зу; наконедъ о. н. д. для /и 22 — Зу есть также 22 — ЗУ. 
Слдов. о. н. д. веБхъ четырехъ мноточяеновъ есть 2х — 3у. 

92. Наименьшее кратное алгебраическихь выражений, — Аратнымь дан- 
наго ифлаго выраженя наз. такое другое цЁлое выражене, которое на данное 
дфлится на-п®ло. Такъ 12019 есть кратное выражешя 2а?х. Очевидно, что 
для даннаго выраженя существуетъ безчисленное множеетво кратныхъ. 

Такъ, для х— у кратными будуть: (#— 9)*, (#— 9), (#—9%.... 
д? — 92, 13—93, 2 — у ит. К. 

Общимь кратнымь двухъ или нфеколькихъ пфлыхъ алгебраических вы- 
ражен!й наз. такое, которое на ве данныя длится безъ остатка. Такъ, если 
данныя выражен!я суть: 


24%, 34—56}, а? — 07; 


— 113 — 
то общими кратными ихъ будуть: 
6а*5 (а —5)*а-Н 5); 
129'53(а —5) “а 5); 
72446 *(а — 5)а-- 5); ит. к. 
Очевидно, что для данныхь выражен существуеть безчисленное множество об- 
щихъ кратныхъ. 


Наименьшимь кратнымь данныхъ выраженй, расположенныхь по степе- 


нямъ одной буквы, называется ихъ общее кратвое, нисшей степени относитель- 
но этой буквы. 


Когда данныя выражен! я — одночлены, то для составлешя наименьшаго 
вратнаго нужно перемножить всф простые множители, взявъ каждый изъ нихъ 
съ наибольшимъ показателемъ. Такъ, еели даны одночлены 10%5?, 120553, 
бабе", то, взявъ вефхъ простыхьъ множителей въ высшихъ степеняхъ, т. е. 
21, 3, 5, @°, 63, с? и 4, найдемъ н. вр. 2*.3.5.48.63.с*.4 или 6045634. 

Такимъ же образомъ составляется и наименьшее кратное многочленовъ, 
когда послфдн1е легко разлагаются на множителей. Приводимъ примфры. 


1. Найти н. к. для 2 — 0% и 2 —а3. 
2 — а*—=(=-Ра)(х—а); 
23 — = (5 —а)(*-- ха-- а’). | 

Н. вр = (#--а)(5 —а)(2° -|- ха -- а?) = 2 - а23 — а — в. 

Ц. Найти н. кр. полиномовъ: 

23-—- 222 — у" — 23 и 2 — 259 — лу? -- 2. 

По разложени на множители, первый даетъ 

22° — у") -- Зуд — у) = (#-- 34) (й — У); 
а второй 
#(2* — у) — 29 (2 — у") = (2 — 2) (2*—5). 

Налм. кр. = (2*—9*)(#-|- 292 — 29) = (2 — 9) (ай — 497). 

93. Если разложене многочленовъ на множители представаяеть затрудне- 
не, то можно пользоваться слфдующимъ премомъ. 

Пусть А и В — данные многочлены, а.) — ихъ о. н. д. Назвавъ част- 
ныя отъ раздфлен!я многочленовъ А и В на О буквами А’и В’, получимъ: 
А=АО и В— ВУ. По свойству о. н. дВлителя, А’и В’ суть выраженя пер- 
выя между собою, а сл®. ихъ взим. кр. — А’В’. Очевидно, что выражене наи- 
меньшей степени, дВлящееся на А’ и В’), есть А’ВЪ. Итакъ, наим. кр. много- 
членов А и В есть А’ВЬ.... (1). Это выражен!е можно тавже представить 
въ вид А’В, вели В’) замфнить черезъ В; или, въ видф В’А, замвивъь АЛ 
черезъ А. Наконецъ, перемноживъ: А = А” и В= В’ найдемъ, А’В’2* —АВ; 
раздфливъ 06% части на №, получимъ: А’В’Р = =. Итакъ, наим. кр. можеть 
быть предетавлено въ каждой изъ слёдующихъ Формъ: 

АВ, АВ’, п 
Отеюда вытекаетъь слфдующее правило нахожден!я наименьшаго кратнаго двухъ 
8 
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многочленовъ: находять ихъ 0. н. д; дёлять на него одно изъ данныхъ выра- 
женй, и полученнымъ частнымъ умножаютъ другое; или: произведен!е данныхъ 
многочленовъ дяять на ихъ о. н. Д.; или: 0. н. д. множать на частныя, про- 
исходящ!я отъ раздфленя данныхъ многочленовъ на этого наиб. длителя. 

Примъчаме. Раздфливъ н. к. АВ’ на А”) (или А), находимъ въ част- 
номь В’; а раздфливъ на В”) (или В), въ частномъ получаемъь А’; но А’и В’ 
выраженя первыя между собою, сл. можно дать наименьшему кратному такое 
опредфаен!е: это есть такое кратное данныхъ выражен, которое по раздфлени 
на нихъ, даетъ частныя первыя между собою. 

ПримфРЪ. Найти н. к. многочаеновъ 

а? — а — 125 и а?-- 56 69. 
0. н. д. ихъь = - 35. Раздфливъ первое выражене на а«-|- 36, находимъ въ 
частномь «— 45. Умноживь второе выражен!е на это частное, пвайдемъ иско- 
м06 Н. К. ° 

Итакт, н. к. = (2*-Р 5а6 -Р 65°) (а — 45) =-- а — 14а5* — 2483. 

94. Если М есть н. к. для А и В, то очевидно, что веякое кратное коли- 
чества М есть общее кратное для А и В. 

95. Всякое общее кратное двухь алебраическить выражений есть крат- 
ное ихз наименьшая кратнало. 

Пусть А и В — два данныя выражешя, М — ихъ н. в.; и пусть М озна- 
чаетъ какое либо другое общее кратное. Допустимъ, если возможно, что при д$- 
лени М на М получается остатокъ В (при частномъ 0). Въ такомъ случаъ 
В—=М№—0.М. Но № и М длятся на А, сл. и В длится на А; Ми М двлят- 
ся на В, сл. и В длится на В ($ 85). Но В ееть выражен!е нисшей степени 
чфыъ М; ел. оказывается общее кратное количествъ А и В ниешей степени 
чфмъ ихь н. в. Это — нелЪфпость; сл. остатокъ В не существуехъ, т.е. № 
есть кратное количества М. 

96. Пусть требуетея найти н. к. нЪеколькихъ многочленовъ, напр. трехъ: 
А, Ви С. Найдемъ н. в. двухъ изъ нихъ, напр. Аи В: пуеть ово будетъ М. 
Затфмь найдемъ н. в. для Ми С: пусть оно будетъь Г. Докажемъ, что и бу- 
деть служить н. в. для А, Ви С. 

Назовемъ н. кр. А, Ви С буквою х. Всякое общее кратное количествъ 
М иС есть общее кратное и для А, Ви С ($ 94); слд. Г должно дёлиться 
на 2. Всякое общее кратное А и В есть кратное и для М ($ 95); ел. веякое 
общее кратное А, Ви С есть общее кратное и для Ми С; 6284. 2 должно дф- 
длиться на Ё. 

Итакъ, Г должно дфлитьея на т, а 2 на [; поэтому 2=Ь, и правило до- 
казано. 

Пуримъчаще. — Нахождене наим. кр. имЪеть приложен!е въ приведени 
дробей къ общему знаменателю. 0. н. д. въ элементарной азгебрф прилатаетея 
къ сокращению дробей; въ Высшей Алгебр® онъ имфетъ друпя, важнЪйния при- 
мфненя, именно въ теори уравневй. 


97. Задачи. — 


Найти 0. н. д. способомь разложен!я на множители въ примфрахъ: 
1. 3507533уй и 49а?б\лйуз. 


хоче ве оф Ъ 


о ыннн--е 
хжьоь—-->- 
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. 3624526 и 48лбузеЧр. 

. 4332463 ху, 27007253122 и 904353. 

. Тат — п) п 210(т — п). 

82-15 ин 2-92 20. 

. — 155-36 и 4? — 9% — 86. 

ао --Т и 4—95—1. 

. 2 -- 235 — а —@ н 2—0. 

. 42 (а-1 5) и 10(ах — 13}. 

. @-- а)? и 8 —@-—2). 2 
. 4(23-- 23) и 6(— 2ах — 38а). 

. а\(2?-- 12%2--11) и а? — 1145 — 1297. 

. @-- 246-52; *— № п 23-20% -- 2993. 

. 23 -- а? — алу— 93 и 29439 — 072 -- уз — 2алу? — 1. 
. 462 -|- а6%е4 — афс4? — аа ва 6 — са? —а и 


$2 -|- 6%а — 6е4? — 4?. 


Найти о. н. д. способомъ послфдовательныхъь дфленй: 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


27. 


20 -|- 2—1 и 1752-1558 —35— 83. 

32 — 2292 —29 н 1044-1523, — 1029? — 15293. 
26 — 325 -|- 651 — 753 -- 642 — 3%-|-1 и 

2 а 8-2 —д--1. 

718 — Эл?у — 634 -|- 18/3 и 

52. — За у — 4822? -|- 272у3 — 1894. 

у-|- 248 — зу --4уе-Р ие — 2? и 

242 — 9ла — 5лу -|- 428 — 8уг — 132. 

72 — 10423 —|- За? 2 — 4а32-- 4ай и 

82% — 13423 -|- 59242 — 3азх -|- За. 


. © — ©)52-|- аб — асдд | #86 — ве и 


(ав — ве -|- 6 — 6)д-|- ве -|- 962 — 9 — абс. 


. 322 -|- (49а — 25) — 2--2° и 


аз -- (2а —6)12-- (246 — а?)х — а. 


. 28 -|-(5т — 3)? -|- (6т? — 157т)5 — 187%? в 


28 -|- (в — 3) — (2тз-- 3т)х | 6т?. 


а — (На - 958 и ай — (а-- 6) 29а -Е Вх — а. 
‚аа (а об-е -- д а-рь--е--а-- Фед 


Не-а а и а -- («НВ -Р (ао ож -(а-Ро-Н о 
+ @-- оз- с. 


323 — Тау - Бу? — 93; ау -|- 392 — 323—153 и 328-- 529 -|- 2 — уз. 


Найти нзим. кр. посредствомъ разложеня на множители: 


28. 


2503005 и 2095065. 
8* 


бы 


59. 4324459 ту, 271049631?= п 9043653. 
30. 622 —х—т и 242 35—2. 
31. 3 — 5-2 и 421—428 —2-|-1. 
32. 23-|- 2599 — 29? — 953 и 2 — 249 — у? -- 253. 
33. 2 — 4а?, 23| 2ал? | 4025 -|- 8а3 и 23 — 242? -|- 4а?х — 8а*. 
34. 2 —(а-- Ве -Р аб; 2 — (6-Рож-Н Ве; 28 — (е--а)я-|- са. 
35. 2-Е зж-Р 2; аа и 2-56. 
36. 2—1, а - 1, ж-РТ и 4—1. 
37. 2—1, 23-1, 9—1 и 26-1. 
Найти н. вк. общимъ премомъ: ы 
38. 62--51—6 и 6452—1326. 
39. 2-52 7%--2 н 2-- 6=-|-8. 
40. @3 — 9а*-|- 23а —15 и а?*— 8а 7. 
41. 1558 -- 1024 - 453? - 653,3 — 3%‘ и 
1239? | 38х33 -|- 1621 — 1095. 
42. 2 — (ра 1-0 и 9 (р-р Прд — 19. 
43. 2--2%— 3; 23-32 —х—3 и 23-449 --х— 6. 
44. аз — ба? -|- 11а—6; а3— 942-- 26а—24 и @— 8а? | 19а —12. 
45. 23 — За -- 32 —1; 23—22 -—-Р1; 9—2 жи 
2 — 258-24 — 25-1. 


ТтУГгАВА ТХ-. 


Алгебраичесня дроби. 


Опредфхене. — Основное свойство алгебраической дроби. — Сокращен1е алгебраиче“ 
скихъ дробей и приведене къ общему знаменателю. — Четыре основныя дфйстия 
надъ дробами.— Задачи. 


98. Опредфлене. — Мы видЪли, что когда дЪлен!е одного алтебраическаго 
выражен!я на другое невозможно, то дЪйств!е только обозначается: дВлителя пи- 
шуть подъ дВлимымъ, отАФляя ихъ горизонтальною чертою. Такимъ образомъ, 
частное отъ раздфленшя А на В изображается въ Форм 


А 


В 


Такое выражен!е называется аллебраическою дробъю; прачемъ дфаимое по- 
лучаеть назване числителя, а дЪлитель — знаменателя. Итакъ: алмебраичес- 
кая дробъ есть частное отъ раздъленля числителя на знаменателя. 

Между дробями — ариеметическою и алгебраическою есть существенная раз- 
ница; въ самомъ дЬлЪ, числитель и знаменатель ариеметической дроби суть чис- 
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ла цфлыя и абсолютныя; между тЪмъ какь члены алгебраической дроби могутъ 
быть какъ цфлыми, такъ и дробными, какъ положительными, такъ и отрица- 
тельными, и вообще какими угодно алгебраическими выраженями. Такимъ обра- 
зомъ, поняте объ алгебраической дроби общиье, нежели объ ариеметической, а 
отсюда вытекаетъ необходимость вывода свойствъ алгебраической дроби и дока- 
зательства правиль дЪйстый надъ этими дробями независимо отъ вывода этихъ 
свойствъ и правилъ для дроби ариеметичеекой. 

Выводь упомянутыхъ свойствъ и правиль долженъ вытекать изъ самаго 
опредёленя алгебраической дроби, какъ частнаго отъ раздфлен1я числителя на 
знаменателя. 


99. Основное свойство алгебраической дроби состоить въ томъ, что вели- 
чина ея не измфнится, если числителя и знаменателя унножимъ или разд лимъ 
на одно и тоже количество. Докажемъ это. 

А 
Пусть величина дроби -в Равна 0: 
А 
в =9. ... (1: 
Замфчая, что дёлимое — произведеню д%лителя на частное, имфемъ 
А— В. 0. 

Означивъ буквою М какое ниб. количество, умножимъ на него каждую изъ 
равныхъ величинъ А и В.(, велЪдетве чего получимъ и произведения равныя: 
АМ — ВОМ; 
или, перемфнивъ м%ета производителей ( и М во второй части, 

АМ —ВМХ (0. 


Это равенство показываетъ, что (, будучи умножено на ВМ, даетъ въ про- 
изведени АМ; слфд. ( веть частное отъ раздфленя АМ на ВМ; такимъ образомъ: 


АМ 
вм-@: 
Но () есть ничто иное какъ т (ем. (1)); слёд. 
АМ _ А 
ЗЕЕ‘ °: 0). 


Это равенство показываетъ, что дробь = можеть быть замфнена дробью 


А 
В’ Т. 6. ЧТО величина дроби не измънится, если числитель и знаменатель 
раздълимь на одно и тоже количество. 

На этомъ свойствБ основано упрощене дроби сокразщенемь. 


А 
Равенство (2) показываетъ также, что, наоборотъ, дробь $ можеть быть 


АМ 
замфиена дробью ВМ 


и знаменатель помножимь на одно и тоже количество. 


Т. е. что величина дроби не измьнится, если числитель 


На этомъ свойствЪ основано юриведенае дробей къ общему знаменателю, — 


оо ВЫ 


100. Сокращене. — Для сокращеня дроби нужно ея числителя и знамена- 
теля раздфлить на ихъ общаго наябольшаго дфлителя: оть этого величина ея 
не измфнитея, но дробь будетъ приведена въ простёйний видъ, такъ-какъ ча- 
стныя отъ раздфленя ея членовъ на ихъ о. н. д. будуть количества первыя 
между собою. 

Приводимъ ифсколько примЪровъ. 

Г. Сократить дробь 

48а36 22 
‘60а 
0. н. д. числителя и знаменателя есть 12а6х‘. Раздёливь на это коли- 
чество оба члена дроби, имфемъ: 
4262 
Н. Сократить дробь 
364552 — 36а35% 
540453 — 108964 -- 544765 ` 

Когда ч. и з. суть многочлены, легко поддающиеся разложеню на мно- 

жители, то 0. н. п. для нихъ находимъ этимъ ©пособомъ: 


364502 — Збазё\ 364352 (а? — 5) — __ 18а25%(а — 5).2а(а--5) | 


54163 — 108364 -- 544255 ° 54а? а? — 206 4-52) — 1895 —5).3а —5) 
Замфчая, что о. н. д. членовъ дроби равенъ 18а?6*(а — 5), мы, раздфливъ 
на него числителя и знаменателя, получимъ: 


2а(а-- 5). 
3&(а— 5) 


Ш. Сократить дробь 
дв 8 
а а -ф- ие а 

Знаменатель —=2\(2-- а) - а*(-- а) = (х-- а)(2-| а“). 
Числитель = (2“)3 - ("3 — (2 а*)[(42)* — зай -- (а) = (2 -- а (а — 
д ай 03). 

По раздфлени обоихъ членовъ дроби на о. н. д. ео -- а*, находимъ: 

28 — 2-48. 


&-а . 
Въ этомъ примёрв о. н. д. быль 2*-- а“, ибо 2% — хай |- а*, не обра- 
щаясь въ ноль при х=— @, не дфлитея на ха. 


ГУ. Сократить дробь 
5е(ь — с) — ас(а — в) |- а а— 5) . 
62 — с) — ас (а — с) | а (а— 5) 

Числитель —= {5 —е) — аа — с)} а (а — 6) = (а —6)(е —а—5)-- 
6 (а — 5) == (@а—5){с(с—а) — в -- а} == (а—5)(а— 6) (6—6). 

Въ $ 57, 4, мы видфли, что знаменатель = (^—6)(а—с)6—е)(а6 Рав -- 5%). 
Йтакъ, видно, что 0. н. д. числителя и анаменателя есть (а—6)(а- с)($—с); 
раздёливъ на него оба члена дроби, получимъ 

1 
ава 
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У. Сократить дробь 

(2-9) — (8-9). 

(#-у)3 — (2 -- Уз) 
Оба члена числителя и оба члена знаменателя дфлятся на ху; разд»- 

ливъ ихъ на этотъ биномъ, получимъ дробь 
(&-- у)“ — @ — му -- 2 — 293--9. 
(е-у— (й— 9) = 
Раскрывъ скобки въ чиелителф и знаменатель и сдфлавъ приведеше, найдемъ 
5а3у -- Буа 5х 
Зху 

У[. Сократить дробь 


‚ или, сокративъ на 2, Вай ву 97). 


243 — 1522 37% — 15 
25 — 84-1328 5748 — 1982--185 | 
Въ этомъ примфрф разложен!е чиелителя и знаменателя на множители 
представляетъ затруднен!я; поэтому опредфляемъ о. н. д. способомъ послёдова- 
тельныхь дфленй. Такимъ образомъ найдемъ, что 0. н. д. =” —7%-- 15. 
Сокративъ дробь, найдемъ 


2—1 з 
8—2 — 92-9 

101. Приведеше дробей къ общему знаменателю. — Здесь сл$дуетъ разли- 
чать тьже случаи какъ и въ ариеметик$: 

1. Если знаменатели дробей суть выражен!я взаимно-простыя, нужно чи- 
слителя и знаменателя каждой дроби помножать на произведене знаменателей 
прочихъ дробей. Черезъ это общимъ знаменателемъ вефхъ дробей будетъ произ- 
веден!е всЪхъ знаменателей или ихъ наименьшее краткое, т. е. общий знаме- 
натель будеть имфть простёйшую Форму. 

`Поступая сказавнымъ образомъ надъ дробями 

3 т п 
35а’ 3 И а-5’ 
знаменатели которыхъ — количества взаимно-простыя, найдемъ: 
3.35(а |6 96 (а --ь 
вифето первой дроби о или Е 
т.2а(а-- 5) 2ат(а-- 5). 
З.а--) ПП виа 5 
7%.24.352 баб? 
За. (а--5) М бама-Р5. 

2. Когда знаменатели данныхъ дробей имфютъ общихъ множителей, то 
наименьшее кратное знаменателей опять принимаемъ за общаго знаменателя; 
затЪыь дфанмъ это наим. кр. на знаменателя каждой дроби и получеинымъ 


частнымъ множимъ числителя и знаменателя соотвфтствующей дроби. Приводимъ 
прим ры. 


вмфето второй дроби 


вмфето третьей дроби 


Г. Привести въ общему знаменатетю дроби: 
Е м сы Бад 
41—27)’ в8а—2)’ 2а--’ тая 
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Разлагая знаменателей на простые множители, получимъ: 
4(1 — 2") —=2°.(1 — (1-х); 81—*)=12.(1—2); 
остальные два знаменателя остаются въ данной Форм$. 
Наим. кр. знаменателей или об. знам. = 23.(1 -- 2)(1 — 2)(1- 27) паи 8(1 — 2%). 


Раздвливъ 0б. зн. на знаменателя первой дроби, и умноживъ полученнымъ 
частнымъ 2(1--2*) оба члена первой дроби, получимъ 


2а(1-- 2) 
_8(1 — 21) 


Раздёливъ об. зн. на знаменателя второй дроби и помноживъ полученнымъ 
частнымъ (1--2/(1--=?) оба члена ея, найдемъ 


1-2) -- 29). 
— 8а—2 


Поступая подобнымь же образомъ съ двумя остальными дробями, вмфето 
нихъ получимъ: 


Е Е, 


8@ — 29) 8 —29 


П. Привести въ общему знаменателю дроби: 
1 1 1 


Разлагая знаменателей на множители, найдемъ: 
2*—4=(5--2)(#— 2); 
2 —З2-2—=(2—2)(—1) 
2 3&--2=(=--2)(% 1). 
Наим. краткое знаменателей = (2-- 2)(х — 2)(=-|- 1)(4—1) или (2* — 4) 


(1°— 1). Поетупая какъ въ примЪрь Г, найдемъ слфдующн, соотвЪтетвенно 
равныя даннымъ, дроби: 


*—1 ее, @—2@-10. 
фея —п’ #90’ 9 


Ш. Привеети къ общему знаменателю дроби: 


а | с а 
(@—5)(а—с)(а—а)’ ©—96—4)6—а)’ «—4а)(—9(@—5)’ а-а—@а-—9 


Здфсь знаменатели уже даны въ Форм произведен1й простыхъ множителей. 
Замфтивъ, чт0 а—6, а—с, а—4 ит. к. получаютея изъ 6— а, се—а, 
9—а,... умноженемъ на— 1, замёняемъ данныя дроби слфдующими: 

а —_—5 ы в Е. | 
(«—5)(а- © (а—а) ©-—96—а)@—5) (—а)(а-—96-—6)’(а—96—4(с—а) 

Общий знаменатель = (а—5)(а — с) (а — 4) — в) (5 —а)(— а). Для 
его на знаменателя каждой дроби поочередно, п умножая частнымъ оба члена 
соотвётетвующей дроби, найдемъ искомыя дроби: 
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а(6 — с)(5 — 9 — а) — (а —с(а—4)(е—а) 
(&а—5)(а —с)(а—4)6—в)6—а)— а) (а—5)(а— © (а—а)6—)6—а(е—а) ; 
(а —5)(а— а) — а) — аа —6)(&— с) 6 — с) 


(&—5)(@—в)(а—96—96—а)(@е— 4) (а—5)(а— с) (а—а)6— с —а)\е—а). 


3. Можетъ случиться, что одинъ изъ знаменателей дфлитея на вефхъ 


остальныхъ, т. е. служитъ наим. кратнымъ вефхъ знаменателей: онъ и будетъ 
общимъ знаменателемъ. 


Принвръ. Привести къ общему знаменателю дроби: 


@ ь с 
а’ —’ мы 
Зам чая, что а“ — 5 — 0-5) (а? — 6), находимъ, что знаменатель 
третьей дроби есть наим. кр. всфхъ знаменателей; онъ и будеть общимъ зна- 
менателемъ. Третью дробь, какъ уже инфющую общаго знаменателя, оставляемъ 
безъ перемфны, а первыя дв приводимь къ общему знаменателю приемомъ, 


указаннымъ въ пунктЪ 2. Такимъ образомъ найдемъ, что данныя дроби могутъ 
быть замфнены слфдующими: 


т - в), мо - 8) Е 
м м ии 


102. Сложеще и вычитане дробей. — Различаемь два случая: 
1. Сложить или вычесть дроби съ равными знаменателями: 


а ъ [р 
т Ри т. 
Положимъ, что 
Г/. |2) с 
т 3 т — 8, т — в. 


Зная, что дфлимое — произведению дфлителя на частное, имфемъ 
а=т9,, в —т4., = т4з. 


Придавая къ равнымъ (а и 74,) равныя количества (6 и т9,), получимъ 
и суммы равныя; слЪд. 


а--ь = тч, -|- т4,; 


вычитая изъ равныхъ (а--В и та, -- та,) равныя, найдемъ и остатки равные; 
слЪд. 


а — с— т4, --т4, — т4,, 
или, выводя за скобки т, 


а-- 6 —с— (9, -|- 9» — 43). т; 
откуда 


ас 
Ч -- 9, — 8 = ао. 


Замфняя 4,, 9, и 4. ихъ величинами, находемъ: 


Е += а ь— с. 


7% 


Отсюда правило: чтобы сложить или вычесть дроби съ равными знаме- 
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нателями, надо сложить или вычесть числители и под результатюомь под- 
писать общазо знаменателя. 


2. Когда данныя дроби имфютъ различныхъ знаменателей, то сперва при- 
водять ихъ къ общему знаменателю, а затЪмъ поступають по предыдущему 
правилу. 

ПРимъРы. [. Найти _ дробей 

— а ц. -- аб 
а = Б + а—ь НЕ 
По приведен къ общему знаменателю, имфемъ 
(а? — а) (а — В) а-[ (а а6)(& | Ва -- ( — в) (а--6)(а — 5 _ 
(«--Ъ)(а —5)а 
ай — 2а36 -- а35*-|- (а*-|- 2а36 -- а?) -|- (ай — 24% -- 5) _ За -- м 


(1 — 52) а ая 
ПЦ. Выполнить вычиеленя 


ть 


Ея 1 1 . 
(1—1)(@-+2)(@— 3) а То 


По приведеши къ общему знаменателю (2 — 1)(5* —4)(5—3), имфемъ 

нослфдовательно: 
22 --1)(#— 2) — (2 —4)(#— (и — Иа?) _ 
(2 — 1) (2 —4) (2—3) 
29—21 — 25 — (23 — 32 — 48-12) --(28--228 —2—2) _ 4 ра—14 

(28 — 1) (22 —4)(#— 3) — (7—1) (2—4) @—3). 

Числитель не обращается въ ноль при 2=1, —1,--2, —2и-|-3, ел. не 
Длитея ни на одного множителя знаменателя, а потому результать не подле- 
жить пальнфйшему упрощеню. 

Ш. Упроетить выражене 

аз 53 сз 
(@—5)(@а— с) на 6 —а)6— в) ты (—9@е—ь. 

Общий знаменатель = (а — 5)(6 — с)(с —а); дфля его на каждаго изъ зна- 

менателей по-порядку, получаемъ частныя: 
—6—6), —(—а), —@- 5. 
По приведен къ общему знаменателю, получимъ 
— а — в) — 63 (е—а) — 3 (@— 5). 
(&—6) (6 — с) (е—а) 

Полагая въ числител® послдовательно а=6, =, и с==а, зам чаемъ, 
то онЪ въ каждомъ случаЪ обращается въ ноль, а потому дфлится ва (а — 65) 
(6 —с)((«—а). Это провзведене открываемъ въ числител® разложенемъ на мно- 
жители: | 
а3с — а — Зе 963 — с (ва — 6) ==е (а — 63) — а (а — 9) — с*(а—6)= 

= (@—6{с(ч*-- ав -- 5?) — а6 (а--8) — сз} = (@—5) { (а* — се — а (а —6) 

— 6 (@—6) |= (а —В(а— 0) {(а--—9%- 6} = (а—5)(а — в) {а — 
— Б-Р аси 6)(е — 5) (а-Нь--е) = (а—5)6—‹) 
(—ва-НЪ-о. 
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Итакъ, данное выражене равно 


(а— 5) (6 — с) (с —а\(аь-+® _ 
ее = 


ГУ. Упростить выраженше 


а— 5) 


Если дробь соединена (плюсомъ или минусомъ) съ цфлымь выраженемъ, 
то, помноживъ цфлое и раздфливъ на знаменателя дроби, получимъ сумму или 
разность двухъ дробей. Такъ, данное выражене умножешемъ и дЪлешемъ 46 
на а превращаемъ въ 
46 ‚ (2—6) 406 - (а—5)% 46 -Р а*— 206-29 а? 26-9 (а- 6) 

а Е а а ыы @ ах а а‘ 


[Я 


103. Уиножене дробей, — Перемножить дроби $ и 


Положивъ 


а (Я 
Бо и а = %® 
имфемъ отеюда 
и = р и в =а4. 


Помноживъ равныя количества а и бр на равных с и 44, найдемъ и произ- 
веден1я равныя; сл®д. 


#6 —6р.44. 
Перемфнивъ во второй части мфста сомножителей, получимъ 
ас —=64.р4, 
откуда 
Ра 
[12 [Я 
или, подставивъ -. выЪфето р, и я выЪфето а, 
а [Я ас 
т 


Отсюда правило: чобы умножить дробь на дробь, надо числителя пер- 
60й дроби помножить на числителя второй, знаменателя первой на знаме- 
нателя второй, и первое произведене раздъмить на второе. 

Если въ равенетв® (1) положимъ 4—1, оно обратится въ 
—_ ас . 

хр 
р 


1 вСтЬ тоже что с, а $Ж1 равно 6, имфемъ: 


а [Я 
ва 
замфтивъ, что 


а ас 
о 


Итакъ, чтобы умножить дробь на цтлое выраженще, надо числителя 
умножить на это цтълое, и произведете раздълить на знаменателя дроби, 


Положивъ въ равенствЪ (1) 6—1, получимъ 
а [Я ас [Я ес 
-х-= Е 
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откуда правило: для умноженя уълалю выраженля на дробь, надо цтьлое по- 
множить на числителя дроби, и произведене раздълить на ея знаменателя. 


а 1 и — ., @— 8 (и — 54) (@ —5) 
ВЫ. рр вр орет а = 
(42-1 2) 5)(а—5(а—ь 
Е м ыы т о) . Сократавъ дробь на (а--5)(а — 6)*, получимъ 
искомое произведение: 
а?-|- 
а 
И и И => 3а--5) _ 3 


@--5)@—5 ^^ @&—5. 


а 24 а —61).2а __ (а? -[- 53) (а? — 8).2а 
ПИ. (хана рн = нь ор И). о. 


Примъчане. — Доказанное правило распространяется на какое угодно чи- 
сло кробей: такъ 


ас е __ авед . 
$ Хахтх — — Бай 
въ самомъ ДВ, по доназанному: ха => унноживъ эту дробь ва —“. 


Г 
найдемъ зы помноживъ эту дробь на четвертую > найдень окончательное 
произведен!е 
ыы ЛИ 
Ба 
ПрРимЪРЪ. Вычиелить 
235 ‚2—9 х (2-4 —2—9. 
`` зу За3у — 32? 
Прилагая предыдущее правило, найдемъ 
(ГУ уе Гуф] 
(23 — 93) (2 -- у)(З23у — 327) 
Замфтивъ, что (2-9) — 25 — = (#--у)°— (28-|- у) = 
(#-|- у) (599 + бу? + 54°) — (в --у).52у.(2* 5 ау), 
предетавляемъ прои зведене ВЪ ВИДЪ 
52(23 | у3)(х — уе Ру) -[ зу -Е у) 
329(2° — 3)(# -|- 9)(2 — У) 
откуда, по сокращении, найдемъ 


5(23 1-73). 
3(2 — 9) 


104. Дфлеше дробей. — Пусть требуется раздфлять = 


[Я 
Положивъ я =ри 3 =4, инфенъ отеюда 


а=фр и с—а94. 
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Раздьливъ равныя величины (а и Вр) на раввыя (си 44), получим рав- 
ныя; сад. 


6:20 
с 44 
а 
Умножнвъ 06% части этого равенства на ъ, найдемъ 
аа ра 
еб — 446 
Сокративъ вторую дробь на 64, найдемъ 
И: 
а 


Подотавивъ вифето р и 4 ихъ величины, получимъ 
ас аа 
ра 
Отсюда правило: чтобы раздълить дробъ на дробь, надо числителя пер- 
вой дроби умножить на знаменателя второй, а знаменателя первой на чи- 
слителя второй, и первое произведене раздълить на второе. 
Полагая въ равенетвЪ (1) @=1, найдемъ 
а. с _ах1 и Е 
$1 66 в 
Отсюда слЪдуеть, что для раздъленя дроби на цълое выражеще надо: 
числиипеля раздълмить на произведеме знаменателя на цтълое выражене. 
Положивъ въ равенств® (1) 6—1, получимъ 
(И аа с аа 
Е ИЩИ =... 2 
14а 1хс ыы 4 в (2) 
СлфД., чтобы раздълить иутълое выраженае на дробъ, надо цтьлое умно- 
жить на знаменателя дроби и произведене раздълиить на числителя. 


Примъчане Т. — ДвЪ величины А и В называются взаимно-обратными, 
если ихъ произведене равно 1. Итакъ, когда А. В=1, то А есть количество 
обратное величин® В, а В обратно количеству А. Изъ равенства АВ == 1 находимъ 


1 1 
А — в И В=-, 
откуда заключаемъ, что обратная данной величины равна частному отъ раздф- 
леня 1 на эту величину. 


А В 
Очевидно, что дроби в Ех взаимно-обратны, потому-что 


А 
Вы 
В А АВ 
Имфя въ виду это замфчав!е, можемъ правило д®леншя на дробь выразить 


. Я «{ 

въ слВдующей хоры. Изъ правила умножен!я дробей слфдуетъ, что > Го 
: 4 

можно представить въ видё произведешй: $ хе пах -_; а потому равенства 


(1) и (2) можно напиеать въ видф: 


И а Ч. 
ат е а. 


— 126 — 


отсюда видно, что дня раздёленя цфлаго или дробнаго выраженя на дробь на- 
до дфлимое умножить на величину обратную кВлителю. 


Примъчаше ТТ. — Мы нашли, что 


а4 
Величина дроби ео не изм®нитея, если числителя и знаменателя разд лимъ 


на с4: едфлавъ это найдемъ: 


аа а 
асе _ в _с 
а 

са @4а 


Слъд. при дфленш дроби на дробь можно поступать еще еяфдующимъ обра- 
зомъ: числителя первой дроби раздлить на числителя второй, а знаменателя 
первой на знаменателя второй, и первое частное раздфлить на второе. 

Очевидно, что этотъ приемъ сл$дуеть примфнять только тогда, когда числит. 
и знамен. дфлимаго длятся на-Цфло на числ. и знам. дВлателя. 


2а(а$ — 5?) ЗаБ(а — 5) 2 


ПГ ры 11) — ромео 
П. 7а2 . аз _1. 7. 5ахбу __ 59. 
"5 Маз ^ 9 


2 — Зах ай (2—4) (2— а (а-Ра я-а. 
№. а3 . —- Е За? -|- 23. (а--5) (а 2) . @- = 
—9? ‘ара ебу) ара 
Здесь числитель и знаменатель первой дроби дфлятся соотв®тетвенно на 
числ. и знам. второй, сл. частное — 


(@-- 2) : (@-- 2) и 
(ее -Е ау Ру: Ея) — 


105. Приводимъ еще нЪфеколько примфровъ г надъ дробями. 


т _^—®_ @+2_@-ае-а _@— 0 


Г. Упроетить выражен!е 


Е ы 
1-45 
&(а— 5) 
р 1-- 


Умножаемъ прежде всего числителя и знаменателя данной дроби на 1 -|- 45, 
чтобы привести ихъ къ цфлому виду; сдёлавъ это, найдемъ: 


о а 

1-- 46-1 а(а— 5) 
Раскрывъ скобки въ числител® и знаменател® и сдфлавъ приведене, найдемъ 
а --ь 5(1 | а?) 
1-Гаа’ Или та 


Данное выражене равно, сл довательно, 6. 


‚› или 5. 


П. Упростить выражене 


Чтобы привести оба члена дроби въ цфлому виду, множимъ ихъ на а(а -|- 6); 
причемъ въ числителф первый множитель умножаемъ на а, второй на а 6. 
Такимъ образомъ найдемъ 


(8 — (3-06 — 1 — а) _ (2 — аа —9 (ие —5. 


а(а--ь) — а? аъ 
Ш. Помножить 
Алу? 32293 29 272 3292 33 


543 — 2445 Г 3 5 18 3 ^ 565 9 
д оба сомножителя расноложены по НисхоДяЩимЪ стеленямъ 4. 


413 3523 2х4 4/5 


5а3 2425 | 32 5 


82 5аь 252 
8253 г: 4235 222 
1548 а Г 903 30253 
__ 12244 _92895 _ 22296 Злу 
— 250% -Е тоя 104358 5023 т баб 
ие 
104352 ' 40753 ой‘ 263 
8253  ЗТОАА , 135395 | 712296  ЭхуТ, 38 
1545 — 9505 | 90488 | 600463 — Ба5ё Е 558 


[У. Провфримъ полученный результатъ: это будеть прим®ръ дБлен!я дроб- 


ныхъ мноточленовъ, расположенныхъ по степенямъ главной буквы. 
Зауз  З7хчу те их 2ху7 И кЬ 3223 а 95 


1548 25045 Г 904% Г 6003 Бам Т 2% | 548 245 Г За в 
__ 8283 _ аи 4248 2226 2229 324 393. 
— 1548 — в = 94868 = Заз За? 505 2% 


122 — 3239$ ‚ 374296  2жу 
2545 — 10435? ' 20443  5аб 


Опредфлеве членовъ частнаго: 


12244 _ 92373 2298 827 8253. 4азуз _ 82593: 423, — Эу. 
== 25046 — 10а -— баз -2 боя ° 1505 ° 508 `  150:5 ` 3 
653.5, 9526 зу 398 9 1224 423? 1224: 413у? — За 
— Балы заза ом Ков 2 — Э5иб ба — бб — Ба 
6535, 926 __ 297 39% 2 65345 4232 _ бл: Аи 33. 
— 59858 Г 44968 ам -- 555 58 3. боя: 5 —^  Бй:ыя — 5 
0 


106. Задачи. 
Сократить дроби: 
108 а262с2ая з 8432 


1. —обазьола ° —* Зётянр?” 


394963 —\ Збафз 


” 65425с — 60а 


73а? -- пЗая 


° а(т?-- 7?) — тат. 


223 -|- 3)( — 9) 


"бе у — у). 


(т? — 442) (т? --ат — 20%). 
(т — а) (т? — ат — 92%) 


@3 — ах — ал? — 923 


° а — 2х — а -- 25 


24-323 |- = 3 
23 —8#--3 


Зав -- 54366 — 2азс? 


” 24626? — 302536 — Бабе” 


2145053 — 35055365 — 49435553 


° 35426406 — 15063 - 25046308 


18. 


ас -|- $%-- а -Р ве 


^ ау 265 -- зав ву’ 
2422 -|- 262 -|- Заз -- 34% 


25? |- 63 — 2042 — 26 
5462 — 4402 — 126% -|- 15е%х 


_ 8а3 — 4062 -- 24496 — 1963 ° 


140255 -|- 94356 — бл —отабьах 

12244 — 28975 Г Этаза оба 
а3-- (1-|- ада - 6 

а3-|- (1 — 36*)а6 — Заз 

646% — 204 -|- 18562 — 60% 


дай -|- ася -|- 1296 -[ 6бе ° 


2—9? 


ау 


955 —4х 
6х3уз а 43? 


3542 -|- 244302 — 21035 -|- 15436° — 40416 — 963 


РАЫ — а} 


° 152 — 1Базху. 


24351032 — 48 у 


^ 21айузе -- 142823 


13556 (ай — 1) (а3-- 59). 


 15Зал6 (ай - 63) (а — 55) 


1542 — 27аб 


° 95а — 9046 -- 8162 


Зайх -- 643? —- 3а23 


° База 159223 15244 -- 558 ` 


я? — (&а—6)х — аб 


23-6 Раз аб’ 


а -- (6 —с—а)5— (&— ва, 
42 — 98 -|- 266 — с? 


ат -|- (66 — а — ае)х-- абе— 6%. 


6862 — 2афс? -- айс — а? 
ас — 63е -|- 26202 — ве? 


° 4 — (51-3) 


29. 


30. 


81. 


82. 


33. 


84. 


35. 


” 284369 — 420 — 189762 — 32453 -[ 48а36 -- 12а54 ` 


ау --2ху--2же-- Зуг. 


2 — 9 — 28—29 
2—4 4 
а — 52-6. 
г — те -- 12. 
21 —82-- 15 
#1—#— 20. 
2--х— 30 
инков 
248 — 5а5-|-352 
35 *— 1029 -[ 88. 
5х *— 13лу + ву 
я —23—ж--1 , 
т аЫ 
2 — 16 | 
а-я 4е 8 


4268 — с) о-в — м - о) 


аз - 26е-{ с) — ое зе -- в) Наб). 
(с — д-р 6(5е — Ва)а -- 9(63е — 634) 


39. 


41. 


(ева — сда-Е (0 -- 668 — ва — Ъе) 


аа? у) зая 8) 
абая — у) Е ауия— И) ^ 
3 — а28- 285 — 23 —_. 


828 — 128-65 —1 
448 —1 


40. 
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и —17=-4-3 г а3`— а (5? -|- с*) | 2афе , 
_ 253 ее 1—6. 2496? -|- 263с2 -|- 20208 — ий — и — 
а 23 — 32° —4%—-12 И 21 — 23 — 3241 — 125 — 144 
"28 — 102 812— 80° : 123—126 > 
дв. "ЗА, ау. 
. де бур у = г. (ву) — 28—93 


Привестн къ общему знаменателю дроби: 
252, 323 493 Бу 


48. Заз’ док боб’ 663 ` 
49. 1 р 1 | 1 . 

4 (а-- 2) 4а\а—=) 20а —) 

д 2 

50. ая’ ет (=#- я —\). 
я._°, ъ ее (@--ь- с) 

а--ь Ь-ф-е са (а Роб ее-а) 
50 а 1 | . [Я ы 

`` @—/а—9д 6—90-—а& (—9@—5 

53. — — ы 


Сдфлать сложене и вычитане въ сяфдующихь примфрахъ: 


ау са, 6—с. р. ее | 

ты. 0 ине а—5° 

1 1 
ы в аа 2` 
я 5 1 82. 
”"" 22-1 10&—1 5279 

1 2 16 
ое: в ти 

1 1 1 

г а(а — 5) (а — с) + ЫЬ — а) (6 — с) +е=9е—25 | 
60 а о Ь Га 


(@—а—0@#-—а ка 6 —@)6—6@— 5) - (са) —5@а—ов). 
(в Е а) ас а) ве а) 

61 916—009 6—5’ 

9 — (6—6) | 9 — (с— а), < — (а— 5} 

соты Нора рота 

вз. @-Е И = 63) зи (6-|- ве — а?) т @-- се - #— в). 


62. 


` 64. В. а ь 


ов а = 
о ы [А 
95 (ее -а Т 6—6 —90-9 1 60—54 
а 


т а 9а—5а—д' 
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бб. РА ии, о-ва. 
$28 58 (62 — с) (52 — с) 
ас? + аа? 22? 
° @—960—а)(с—а) (а— в) —с)(а— с) ра (@ —6)(6—5)(а—5) 
63024? 
-- (@&— а) (с —@а)(а— а). 
ЕВ виза ны ира КИ да и 2 


(2—у)(у— =) (#— =) Ще аа, 


_2 #3 те # 
2-4 2—451-16 23-64 
24 з ИЗ 1. 
и —а?--1 @—а-т1 ‘а -а-1 
1 Зе 2 ай 
° а —та-- 12 1 а—4а13 %—5а-4 
то (а-|- 0) _ 2 Та—3 26 — 2а5 ыы а -|- 645 — 36 
° 1—6 60-54 —6 ' 34 —2а — 306 --25 94° — 6а — 96-66 


2—1 459 —4%-РТ 823—127 | 6—1 


та = — 2:2 —3 #— 42-1 
” 1526 — 1728 — 18-2521 Ее 


Ё я д -Е1 2—#—1 23 
1 ее АЕ ал 


Слфлать умножене дробей: 


5235? 149977 Бяйтё бат * 


т Ттеил е ЭбизбИ ^ ба1561 ^ Фь 
4 м 
17. И А. 
2 — ху -- у 
78 #8 — 56 а2-|- 52 е--6 


ааа о Хаб Хе 
2 —(трпе-тт 2—7 


т (т ра-Ртр ^ а — я 
з 

50. Я. ( СЕРИИ АВЬ 
у #—у ау. 


а ‘6 {Я 2 2с 
г ежа ° а. 
83 2-42-38 21—72 10. 

2-10-21 ^ 2 — 8#-|- 15 


ва вар» +) 
85. Е о и 


ая Го а/ а-я 


- 181 — 
во Не еее. 


ме = 2 
2 —2%--1 хе _ 


88. я 
даре Хх я— 329 х 
89. Ех #—9 х р Е 
“Л а-у За?у -|- З2у? 


Е дфлене въ слфдующихь примфрахъ: 
14072653 354798. 
39427508 ? `эайфзся " 
рву ау 
91. - - д 
2 — 2 — у 9жу уф 
ай — За3х -- За? — 023 в — 2а3х -|- 34 


90. 


2 а — м ? о | 
5х Бабу . (98 9 

ов ОИ вай ше}; (БФ) 
т З2р./т 2 

34. (зая — Зав.);(вя— 3) 


95. аа. о ьы т. =}. 


С° @ с? ` 
у Рь) 
об-е), 


98. ее . вы НС ри —). 


а— 6 


99 #1. 22-2) 
``’ 92%—1 21—95 


Г та 4 \. 1 : 
100. (21-2=--1— =); ( +1) 
101. Провфрить равенство 


а ое. в ас 2 —1 
1:1 1 ат е— 
ЕЕ АЕ 
102. Упростить выражене: 
а-- - ь 
ь_1 
а: 
Г’) 
103. Упростить выражене 
1 * 
те ее 5 
1--а-- т 


9* 


Забс [71 ъ 6 
104. Упр 
фе са— 6 1 1 1 
аъ То 


п 

а Ге и — ай 
105. Упроетить ть. . { 1 р 
а ве 


106. Упроетить 


(«5 (@— 50) 
[ аа] хе --в — о6а— ва 


486 
({«-- 5)3 — 3а3Ъ — Заз (а —6)3-|- За (в — 5) 
рт ВЕ. : \ 
Но о ая) 
АЕ д аа 
108. @ вс х [И са, е @-ь 
Е. Ва 
а ве в ‘ета с а-ы 
109 - Е 


+ 


110. Опредфлить дробь, имфющую свойство не измфнять своей ведичины отъ 


прибавлен1я къ ед чнсдителю 6, а къ знаменателю 15. Обобщить вопросъ, 


111. Доказать, что еслн къ обонмъ членамъ дрооби придать поровну, то она, увели 


читея, когда она <1, и уменьшится, еели величина ея > 1. 


112. Если квадраты двухъ еторонъ треугольника пропорщальны проэкщямъ этихъ 


сторонъ на третью, то доказать, что данный треугольникъ есть или равнобедренный, 
или прямоугольный. 


ГУГА ВА 2. 


Возвышене въ степень. 


Опред®лене.— Правила: знаковъ и показателей. -— Степень произведен1я и дроби. — 


Возвьыинен!е одночлена въ степень.-_Квадрать и кубъ многочлена.—Задачи. 


107. Опредблене. — Въ этой главз мы разсмотримъ возвышен!е въ ц%- 


лую положительную степень. 


Бозвысить количество в5 цълую положительную степень значить повто- 


рить ею множителемь столько разь, сколько въ показатель степени нахо- 
дитея единиць. 


Такъ: а? = 90.4; а = 9.4.0; а” = а.а.а...... (п разъ), 
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Такииъ образомъ, возвышене въ степень есть частный случай умноженя, 
— случай, когда всё производители равны. Воличество, возвышаемое въ сте- 
пень, называется основанлемь степени. Такъ, въ ФормулЪ аз, а есть основание; 
въ выражени х” основан{е есть х. 


108. Правило знаковъ. Правило знаковъ при возвышени въ степень вы- 
текаеть непосредственно изъ правила знаковъ при умножени; но посл днее 
остается одинаковымъ, будутъ-ли производители даны съ ихъ окончательными 
знаками, или же окончательные ихъ знаки неизвфетны, поэтому и правило 
знаковъ при возвышени въ степень въ обопхъ случаяхъ будеть одно и тоже. 


1. Случай возвышетя въ четную степень. Пусть требуется количества 
-- аи —а возвысить въ четную степень 20; это значетъ — то и другое оено- 
ваше надо повторить множителемъ 2н разъ. |-@, взятое 2 разъ множителемъ 
дастъь -|- а*"; взявъ (— а) множителемь 2п разъ, можемъ все произведение 
разбить на я паръ, изъ которыхъ каждая дастъ знакъ --, а потому и иско- 
мая степень имфетъ знакъ --: 


(-)(—4). (— а) (— 2). {[—@(—а) ен еее  (-@)(—а), 
+ + + + 


сад. (—а)" —=-Р а”. Итакъ 
(54) =- а, 
т. е. четная степень вседа даеть знакь |, будетъ-ли передь основащемь 
зкакь -- или —. 
2. Случай возвышеная въ нечетную степень. Если передъ основашемъ 
находится знакъ --, то изъ правила знаковъ при умножени прямо саФдуетъ, 
что и произведене будетъ имфть тотъ же знакЪъ, слЪх. 


(Нат —= + а”! ..... (1) 

Если передъ основашемъ будетъ знакъ — , то возвышая — а въ нечетную 
степень 2% -|-1, мы полузимъ произведен!е 2-1 множителей, изъ которыхъ 
составится ® паръ, дающихъ знакъ --, и останется одинъ иножитель (— а), 
вслфдетв!е чего проязведен!е будетъ имфть знакъ —: 


С: ®(— а). ([-@/(—а). (—в)\—@) еее (—-@а)(- ®). (-— а), 
+ И + 1. 
Итакъ: (-«" = — а ..... (2). 


Изъ (1) и (2) слфдуетъ, что нечетная стенень имъеть такой же знань 
какъ и основаще. — 


Примфры. (— 3) —--9; 4-5 =-- 625; (--4)=--64; (— 4) = 
— 64; (Е а)‘ = аб (+ а) =-Р а’; ([-а}=— @а?°, ит. К. 
109. Правило показателей. — Пусть требуется а” возвысить въ стечень р, 
ГД» & — какое угодно количество, ати р — числа цфлыя и положительныя. 
Возвыеить а” въ степень р значить повторить это выражене множителемъ р 
разъ; слёк. 
о а а" (р разъ). 
Но при умножени показатели складываютея, слФд. вторую часть равенства 
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можно представить въ вид а" *" "тт. * › ТАБ т берется слагаенымъ 
р разъ; и, повторенное слагаемымъ р разъ, даемь ир; слЪд, 
(а®)Р — а"Р. 

Отсюда правило: для возвышеная степени вь новую степень нужно пока- 
зателя возвышаемало количества помножить на показателя новой степени.— 
Такъ: (9) —0°0; (а" - 1)" +1 — 0-1 ит. Д. 

110. Возвышене произведешя въ степень. — Пусть требуется произведене 


абс возвысить въ т-ую степень; это значить — повторять обе множителемь т 
разъ; елЪд. 


(афе)* — абс. ас. аве........ афе (гдф афе взято т разъ); перемёняя м%- 
ста производителей, имфемъ | 
96. абе..... а6е = ааа..... ахЬ..... ЬХ 666.....с; 


зиЖеь каждая изъ буквъ а, Би с беретея множителемъ 7 разъ, сл д. послЪднее 
выражен!е въ сокращенномъ видф — 2""с". Итакъ 


(абс) — а" "с". 
Отсюда правило: чиюбы возвысить въ степень произведенае должно каж- 


дало множителя отдъльно возвысить въ требуемую степень и результаты 
перемножить. — 


111. Возвышене въ степень дроби, — Пусть требуететя дробь т возвысить 


Р а 
въ м-ую стенень; это значить — дробь -- повторить множителемь # разъ. По 
правилу умножешя дробей ямфемъ 


2—4 о. . 2 (т азъ) = а.а.а..... а(т разъ) _ а”. 

(5) =5'5°5 $" 223Ъ) —1.5.5....; Бал разъ) 
а т а" 

Птакъ (5) Е 


т. 6. для возвышеня дроби въ степень слъьдуеть возвысить въ данную сте- 


пень числителя и знаменателя отдьльно, % степень чибслителя разоълить 
на степень знаменателя. — 


По этому правияу найдемъ: (3) = в — г (1) — е = ит, п. 
т 73 49 \7 73 343 
112. Возвышене одночлена въ степень. — Пусть требуется одночленъ 
2а36°с"4 возвысить въ пятую степень. Для этого надо каждаго изъ множителей 
2, аз, 6, с" и возвысить въ данную степень и результаты перемножить, 
причемъ при возвышен1и степени въ данную степень — показателей перемножить. 
Такимъ образомъ, послфдовательно найдемъ: 


(2а55с"а)}5 — 23.(а3)3.(55) 5. (ст) 5.48 — 32а 13653. 

Итакъ, чобы возвысить въ степень одночленъ, должно возвысить въ дан- 
ную степень ею коэффиценть, а показателя каждало изз буквенныхь мно- 
жителей умножить на показателя степени. — 

При возвышенм въ степень дроби нужно такимъ образомъ поступать съ 
числителемъ и знаменателемъ. Такъ, напр., посл довательно получимъ 

496" 3  (4061с"-?)3 _ б4абболт-в 
( тай ) (а) —^  зазауе ° 
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113. Для возвышен1я многочлена въ какую угодно степень служить особая 
Формула, извфетная подъ именемъ Формулы Ньютона. Она будетъ выведена 
впосл®детви; въ этой главф мы ограничимся выводомъ чаще употребляемыхь 
Формуль квадрата и куба многочлена. 

114. Квадратъ многочлена. — Мы виджли, что каковы бы нибыли количе- 
ства аи по знаку, воегда имфемъ 


(а 5) = + - 2а6. 

Взявъ триномъ а-|--6-|-с и разематривая на-время а-- 6 какъ одинъ членъ, 
найдемъ послВдовательно 
(в -Но-Е в) = (а-Н -- = (а-- 5) + 2(а- Бе с — аа -- Зав -- 

2ас -|- 26е-|- с? — а -- 58-1 с8-|- 26 -- 2ас -- 256. 

Послфрняя Формула показываетъ, что квадратъ тринома состоитъ изъ алге- 
браической сумы: квадратовъ вефхъ его членовъ и удвоенныхъ произведен! 
каждаго члена на каждый, за намъ сяфдующ. Докажемъ общность этого за- 
кона, т. е. что онъ справедяивъ для многочлена, состоящаго изъ сколькихъ 
угодно членовъ; а для этого, додустивъ, что законь въренъ для мнолочлена, 
состоящало изъ т членовз, докажемь, что онъ останется върень и для мно- 
зочлена, содержащало однимъ членомь больше. 

Итакъ, допускаеме, что замфченный для квадрата тринома ‘законъ вЪренъ 

дня полинома а--6--е-ра-....... --2--7, состоящаго изъ я членовъ, 
_й возьмемъ полиномъ а--ь-е--а-.... + -Н®, водержащй и 1 
членъ. Принявъ на-время сумму а--6--....--2--№ первыхь я членовъ 
за одинъ членъ, а весь многочлень а--6--...---ЕА-- А за двучленъ, по 
ФормулВ квадрата бинома напишемъ: [(а-Ро-Не-а--...., А 
—=(а-Рь-Неа-.... На - 2 еа-нь-е... аи. 

Но, по допущеню, (а---ре--а--.....- 2-Е) состопть изъ: 
1) суммы квадратовъ веБхъ членомъ отъ а до # включительно, т. е. изъ @*-- 
Не-а --... 2-Е; и 2) сумны удвоевныхь произведенй 
каждаго изъ членов а, 6, с,.... .%, № на каждый, за нимъ слдующи, 
т.е. 2аб -|- дас -|- Заа--.... . 29-20% - 2 - а... .-. 
Ве эти члены написавы во второй части равенства (А) вафво оть верти- 
кальной черты. Прибавлвъ сюда 2{а-РЬ--....-Р №), т.е. алгебраичеекую 
сумму удвоенныхъ произведенй первыхъ ® чаеновъ на добавленный членъ , 
и квадратъ А? этого новаго члена, получимъ: 


(А) (арьрера... -ненкунание-на-... РАННЯЯ ..... «) 
{Е 2ав-2ас--2аа-|-....--2а-Е2ай--2аё.... 28) 

Рае... . ыы...) 

УЕ2еа--....-Н 22-2. ...8) 


рай .) 
2% А) 


Отсюда видно; что квадратъ новаго многочлена, содержащаго ®-|-1 членъ, 
состоитъ: 1) изъ суммы квадратовъ вефхъ его членовъ отъ перваго до поса®д- 


ке д"... 


ть ии ить. 
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няго включительно (строка ©); 2) изъ алгебраической еуммы удвоенныхь про- 
изведен!й — перваго члена на каждый за нимъ садуюций (строка В), втораго 
члена на каждый, слёдующЙ за нимъ {у}... . . , третьяго чдена отъ кон- 
ца на оба, стояцие за вимъ (х), и предпоелёдняго на поел$днй (^). Однимъ 
словомъ, во второй части равенства 'А) ваходится алгебраическая сумма квад- 
ратовъ всфхъ в--1 членовъ новаго многочлена и удвоенныхъ произведений 
каждаго его члэна на каждый за нимъ слёдуюнщий. 

Такимъ образомъ, допустивъ, что заколь вфренъ для многочлена, содержа- 
щаго 2 членовь, мы доказали, что онъ вренъ и для полинома, имфющаго од- 
нимъ членомъ больше. Но вначалф мы видфли, что законъ вфренъ для трех- 
члена, с2Ъд., по доказанному, онъ вЪренъ, и для четырехчлена; а будучи в$- 
ренъ для четырехчлена, онъ вфренъ по доказанному, и для пятичлена, ит. 
д. — одпимъ словомъ, для всякозо многочлена. Итакъ: жвадратъ мноючлена 
равень аллебраической суммъ квадратовь всъхь ею членовь и удвоенныть 
произведений каждалю члена на каждый за нимь сльдуюций. 

Новый методъ доказательства, съ которымъ мы здфеь впервые ветрфтились, 
называется с7062бомь заключеня оть п кь п--1; уанглИйекихъ математиковъ 
онъ извфетенъ подъ именемъь метода математической или демонстративной 
индукции. Изъ предыдущаго видно, что методъ этотъ состоитъ въ слфдующемьъ: 
сначала справедливость доказываемаго закона подтверждается на частномъ при- 
мЪрь, какъ напр. у насъ на трехчлен$; затфмъ, — и это существенная часть 
доказатольства по этому 6©1060бу, — доказываетса, что если теорема вфрна для 
какого либо случая (напр. для и члена), то она врна и для ближайшатю слу- 
чая (въ нашей теоремь — для ®-|-1-го члена); отеюда слфдуетъ, что будучи 
вфрна въ одномь случаЪ, она вфрна въ ближайшемъ къ нему, затЪмъ въ елу- 
ча — ближайшемъ къ послднему и т. д; слФдовательно, теорема вЪфрна и для 
вефхь случаевъ, слфдующихъ за тёыЪъ, съ котораго мы начали. 

Нзобрьтен!е этого способа приписывають швейцарскому математику Бер- 
нулли. 


115. Сгруппировавъ члены квадрата полинома иначе, можемъ дать ему слЪ- 
Дующ ВидЪ: 

(а-Р-Неа-. = -- п 
сарае ава. . Ч. 

Откуда видно, что квадрать многочлена `равелт: квадрату `1-го члена, -|- 
удвоенное произведен е 1-го члена на 2-ой, -|- квадратъ 2-го, —- удвоенное про- 
изведене суммы первыхъ двухъ членовъ на 3-й, -{- квадратъь 3-го, -|- удвоен- 
ное произведен!е суммы первыхъ трехъ членовъ на 4-ый, -|- квадрать четвер- 
таго, ит. д. 

Въ этой ФормЪ квадрать многочлена примфняется при извлечени квадрат- 
наго корня изъ многочлена. 

116. Примъръ. Найти (4422° — Та? — ба'т-|- а?)1. 

Прамфняя первую Формулу, найдемъ 

16015 -|- 4951 -- Збаба -- в 
— 56455? — 484% -|- 8а1хз 
{84473 — 14484 
— 12а'5; 
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едфлавъ приведене и расположивъ члены по убывающамъ степеняхь буквы х, 
получимъ 
161% — Ббаз? -- в‘ -- 92713 22482 — 135 - а". 
Прилиьчане. Если сумму квакратовъ членовъ позинома изобразить сокращен- 
но знакомъ Уа?, а въ вуммЪ удвоенныхь произведен вынести за скобки 2, 
выражен!е же въ скобкахъ, равное алгебраической сумм произведен! каждаго 
чдена на каждый, за нимъ слёдуюцщий, изобразить въ Форм УХаф, то вормулу 
квадрата многочлена можно представить въ сокращенной Форм» такъ: 


(а-Но-Ре-. = Хай - 4546. 
117. Кубъ многочлена. — Въ $ 37, [№ мы нашли, что («- 5) = -[ 3а'5 


—- 3002 —-53. На основан этой Формулы, взявъ триномъ «--65-|-с и принявъ 
на-время а--6 за одинъ членъ, имфемъ: 


ао [а-ро- а == (о-- 5 -- За- Буе-- за бе-ро ай 
— 345 -- 36? -- 08 -- (За? -|- баб -|- 35%)с -- Зас* -- 366° - с = 
@-- 93 -|-с°-- За? -- Зав Е За 36 | Зс?а -- 376 -- бабе. 
Такимъ-же образомъ, взявъ четырехчленъ, и возвысивъ его вь кубъ, нашли-бы. 
(и --е-- а = м-в в а 
| —- 3476 | За -- Заза 
—- 363а -- Зе -- 3654 
- 3624 -—- Зе6 -- 3е4 
+ 34а -- 345 - Фе 
—{- бабе -- баба --- баса 
— 66а. 


Изь этихъ чаетныхъ случаевъ видно, что кубъ взатыхъ въ нихъ полино- 
мовъ состоить изъ алгебраической суммы: кубовь вефхъ членовъ, утроенныхь 
произведешй квадрата каждаго члепа на каждый изъ остальныхъ, и ушестерен- 
ныхъ произведен этихъ членовъ, взятыхъ по три. 


Докажемъ теперь, что если этотъ законъ вфренъ для полинома объ я чле- 
нахъь а--о--е--а+... . 9, то онъ будеть вбревъ и для по- 
линома объ и-|-1 членахъь афера... аа -РА--А. Принявъ 
на-время а--о-Рс--. .. .--2- 1 за оданъ членъ, по Формулб куба би- 
нома получимъ 
(анонса... нон ао е-ра-...-н-ьючеанно-о-+-...„-Н 

о чзаеа-.-НН--Ая....(1) 
Но по допущено, (@--2-Ре-а-. .. .-Р:- В)? состоить изъ: 1) еуммы 
кубовъ вефхъ членовъ оть а до й включительно, 2) сумиы утроенныхь произ- 
леденй квадрата каждаго члена а, 6,....й па каждый изъ остальныхъ, 
и 3) ушестеренныхь произведенй этихъ чаеновъ, взятыхъ по три. Ве эта 
чаены написаны ниже влфво отъ вертикальной черты; вправо-же отъ нея при- 
баваены раскрытыя произведеня: 


За Но -. ---З(@а-ь-о-. И, 


Такимь образомь получинъ: 
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(ао -еа. ЕЕ - = 


а теч. там в) 

-- 3226 Зас--...... За + За 8) 

—- 36а + Зе --...... -- 35 -|- 36% 1) 
+ Заз ..... ‚ 36 ие 36% : 

& Зрла 3655 а -- 30 м Зо х) 

++ За --- ЗА -- 3126 т ‚ ЗАЛ) 

-|- бабе + бща+...... -- 69% + барё-|- баеЁ--. . .-- 6 и) 


Отсюда видно, что кубъ новаго многочлена объ в -- 1 чяевахъ содержить: 1) сун- 
му вубовъ веЪхъ членовъ отъ & до # включительно (строка <); 2) алгбераиче- 
скую сумму утроенныхъ произведен! квадрата каждаго члена оть а до Ё на 
каждый изъ остальныхь (строки 8, 7,.....Л); 3) алг. сумму ушестеренныхь 
произведен! вехъ чаленовъ 4, 6, с,......й, Ё, взятыхъ по три. Однамъ еловомъ, 
законъ, предположенный вфрнымъ для многочлена объ ® членахъ, оказывается 
врнымъ и для многочлена, имфющаго однимъ членомъ больше. 

Но прямое возвышен!е въ кубъ показало, что онъ вфренъ для четырех- 
члена, слд. онъ вфренъ и для пятачлена; а потому и для шестатлена, и т. 
д. Общность закона такимъ образомъ доказана. 

Совращенно законъ этотъ выражается Формулою: 


(а--о--е--аН. .. А - = Ха? + ЗУ 6 -- 6Хабе. 

118. Сгруппировавъ иначе члены второй части, можно написать: 

(ан е--. ре 
авео арыноа +. № 

Въ этой Форм теорема принфняется при извлечения а корней 
изъ многочленовъ. 

119. ПримърЪъ. Найти (55° — За -Р 2а?х — аз). 

Примфняя правило $ 117, найдемъ: 

1255° — 274125 84 — 

— 225а 2* | 15077 — 153 

-|- 1357 - 54а — То 

—- 604‘ — 36а — 1277? 

-- 1592°— 9а7-- бах — 18025 -- 90а! — ббалх\ -|- 3646. 
Силавъ приведене и расположивъ члены по убывающимь степенямъ буквы 2, 
получимъ: 
1252:° — 22544 -|- 2854727 — 282438 -|- 2048 — 123 а? -|- Бай? — ЗЛат* 
- 645% — а. . 

120. Задачи. 

Выполнить указанныя дЪйствя въ примфрахъ: 
1. (2абзхт, 3. (база), 
2. (бабезаз)з. 4. (— 30%03)1. 
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5. (— 30532). 17. Показать, что при р — четномъ: 
6. (—2)3.(—х)*. (@—ВР—= (6 —@}, и 
7. (— 9)" +1. (— у}. (& — БР — — (6 — ар. 
8, (—а)"-1.(— а}. 18. (55—6у)Р.(252°-36у2)Р.(5%-- ву). 
9. (— = +1. (— ху, й -- АЕ: р-Ра ра 
10. (— 2). (— 2)". 1 — ра) _ — ) у 
11. (— а5)*".(— аб) -1 4ар+1 ® /19буз-1 
19. (— 2у)**-1.(— у}. а зы бу" Е) ( 82 тр 
и 8 8 и — ый 
ке 
)" 8— ва —у\з 
аи о Е 
( 8—1 —4\3 фил 
15. (2). а а. 
2т-1 фр \зм-+Е — и\т ф— 2т+1 
И ь в) В ^ 
28 4 — 2-1 
ре № 
4 — —и Ви Е 1— 2 
Е г) (—#)" | | 
8—3 риа 
эт. В ый (и) Е 
и $8 
2 (=). (+=) | 
4—5 $ — 23 
2: и ==) | 


30. ("= )". Е ВА в 
дз ( 1—4 А 1 
я И п 


— 


31. (Тот ут+ 13, 


32. (9) . 


4а"о”-1 \3 

ывуже) ^ 
4а7—162е3-т 2 злу?" —2 21 
92уз”- 226 ) | 24763? шв ° 


3. (; 

8В. | - — ) [и ме | 
И 
( 


84. 


Л 
64тя — 4902)9 
(8% — 7т)ч 


38, (е" не (= о а-- в п") Г 


87. 
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39. (ба3у — За?уз -|- 4уз-р 21). 

40. (453 -- 73у — Блу? уз). 

41. (Тай -|- 3а36 -- 54252 — 2463 — 35). 

42. (> 46 — = ау - ду — 96 ) | 

43. (59523 -|- Зах? | 4азх -|- 20%). 

44. (1-32 -- За -- 23) (1 — 3% 342 — 23), 

45. (24” — 36*+1 — 4с2Р)?, 

46. (д9%+1 — Оузи+а | ричи, 

47. (1-- 2ж-| 223. 49. (22-- рж-- 4}. 

48. (За? -- 4а6 — 262}. 50. (23 -Р 2д2у -— 25? — уз). 


ТУТАВА хХГ. 


Извлеченте корня. 


Опредфлен!е.— Правило зваковъ.—Правнло иоказателей.—Корень изъ произведевя и 
дроби.—Извлечен!е корня изъ одночленовъ.— Задачи; 


121. Спредфлене. — Мы видфли, что корнемь п-+ю порядка из» А на- 
зывается такое количество т, которое, будучи возвышено въ пл степень, 
даеть А. — Выражая это количество знакомъ А иуфемъ, по опредёлевю, два 
равенства: 

МАИ А, 
пиющя одинаковое значен!е. 


Символ ^/ называется радикаломь порядка п; п — показателемь корня; 
вели показатель * равенъ 2, его не пишутъ. 
ДЬйстве нахождешя корня называется извлеченемь корня. 


Въ этой глав мы займемся выводомъ основныхъ правилъ изваеченя корня 
нло положительнало порядка. 


122. Правило знаковъ, — СлЪдуетъ раземотрть 4 случая, смотря по тому, 
будетъ-ли подкоренное количество положительное, или отрицательное, а показа- 
тель корня — четный пли нечетный. 

1. Корень четнало порядка изъ положительнало количества имтеть два 
значещя, одинаковыя по абсолютной величинъ, но противоположныя по 
знаку. — | | 

Такъ квадратный корень изъ --9 пыфетъ дв® величины: {3 и — 3. Та 
и кругая удовлетворяеть данному выше опредъленю корня, потому-что какъ 
{+3 =--9, такъ в (—3)*=--9. Такимъ образомь можно написать, что 


У--9 ===3 (читается: квадр. корень изъ --9 равешь паюсъ или минусъ 3). 
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Корень четвертаго порядка изъ -- 16 также иметь двЪ величины 2 и 
—2, потому-что какъ (1-2) —-| 16, такъ и (—2)* —=-- 16. Итакь \/-216 
===. Вообще. 

мая =, 
потому-что и (-- а) = -| а", и (— а)" —= Ра”. 

2. Корень нечетнало порядка изь положительнало количества есть вели- 
чина положительная. 


Такь УГ 8—=-- 2, потому-что (-- 2) = -|- 8. Также \/-- 125 —=-- 5, такф- 
какъ (4 5)3=--125. Очевидно, что первый корень не можеть равняться 
—4, а второй —5, ибо эти числа не удовлетворяютъ опредёленю корня; 
въ самомъ д5л6, —2и —5, будучи возвышены въ кубъ, дають —Зи — 125. 
Вообще. 

"Ея =, 
потому-что (-- а)" +1 = 22"+', между тфыъ какъ (— 4)*"*! — — д2"+!, 

3. Корень нечетноло порядка изь отрицательнало количества есть вели- 

чина отрицательная. 


Такь /—8=—2, потому-что (— 2) = — 8; /— 64 =—4, ибо (— 4) 


— — 64. Вообще 
21-1 / — д — — а, 
ибо (— а)*" +1 — — а7**1, между тёмъ какъ (-- а)" ==-{- а". 


4. Корень четноло порядка изь отрицательнало количества ость вели- 
чина мнимая. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть требуется извлечь \/ — 25. Искомый корень, еслибъ 
онъ быль возможенъ, по абсолютной величинф долженъ быть равенъ 5; но 
ни-|-5, ни— 5, будучи возвышены въ квадратъ, не даютъ — 25. такъ-что 
/— 25 не можеть быть выраженъ никакимъ положительнымъ, и никакинъ отри- 
цательнымъ числомъ. Такя величины называютъь мнимыми. Въ противополож- 
ность имъ, обыкновенныя положительныя и отрицательныя количества, съ ко- 
торыми мы до сихъ поръ имЪли дфло, называютея дьйствительными. — 

Изъ предыдущаго сдфдуеть, что правило знаковъ при извлечени корня 
можеть быть выражено такъ: 

Корень нечетнаюо порядка иметь знакъ подкореннаю количества; корень 
четнало порядка изь положительноло количества имтеть двойной знань (=); 
корень четнало порядка #35 отриицательнао количества есть величина мнимая. 

123. Относитьльно двойню знака необходимо замфтить, что его сяфдуеть 
ставить только тогда, когда происхождене подкореннаго количества оетается 
неизвъстнымъ. Напр., а* — 206 -- 6? можеть явиться какъ результатъ возвы- 


—===(а— 5). Но если требуется извлечь квадратный корень изъ (а — 6), то 
не должно полагать /‘а— 5)—=(а— 5), но приписывать ему жолько одно 
значеше а— 6. Точно такъ же: /(-- а)? = только-Ра, а /(—@)* только — а. 

Относительно правила знаковъ при извлечен!и корня слфдуетъ еще замЪтить, 
ч1т0 данное нами въ предыдущемь $ правило — далеко ненозное. Въ теори ура- 


— 142 — 


внешй мы увидимь, Что кубичный корень изЪ даннаго числа имфеть тури 
различныя величины, корень четвертаго порядка — чейыре, корень пятаго по- 
рядка — пять различныхь значенй и т. д.; вообще — корень изъ какого угодно 


чиела иметь столько различныхъ алгебраическихъь значенй, сколько единицъ 
въ показателВ корня. 


Примьчаще. Въ предстоящемъ намъ изложенш преобразовавй корней мы 
будемъ разематривать только такъ называемыя ариометическая величины корней, 
т. е. какъ яодкоренныя количества, такъ и самые корни будемъ брать иоло- 
жителные. — 

124. Правило показателей. — Пусть требуется извлечь корень #0 порядка 
иЗЪ а’, ГД @а — нёкоторое положительное количество, аж ир, сверхъ того, 
числа цёлыя. Искомый корень долженъ представлять н®которую степень буквы 
а; назвавъ неизвфстнаго показателя этой степени черезъ х, имфетъ равенетво 


Ма = а". 
По опредфленшю корня, послёднй, будучи возвышенъ въ степень, изобра- 
жаемую показателемъ корня, даетъ подкоренное количество, а потому 
(аа; 
или, по правилу возвышеня степени въ степень: 
та”. 


Чтобы это равенство было возможно, необходимо, чтобы показатели обфихъ 
частей были равны, т. е. хи=р, отвуда 


р 


= -. 


р 
Итакъ ат —= а”. 


Отсюда правило: для извлечензя корня изъ степени должно показателя 
степени раздълить на показателя корня. — 


Такъ напр. \/28°=а3; ув —а*; У(а-- 58 = (а--5); ит. д. 
125. Корень изъ произведеня, — Пусть требуется извлечь корень “о по- 


рядка изъ произведешя АВС. Докажемъ, что для этого должно извлечь корень 


даннаю порядка изь каждаю производителя отдьльно, и результаты пере- 
множить, т. в. что 


У АВб ='/А х"/В Ж\б....(1) 


Дьйствительно, если окажется, что вторая часть равенства, будучи возвы- 
нена въ 9-ю степень, даеть АВС, то, согласно еъ опредфлешемъ корня, этимъ 
и будетъ доказано, что она въ самомъ дл предетавляеть корень чо порядка 
изъ АВС. Итакъ, возвышаемь \/А х"/ВХ "ИС въ зю степень; замфтивъ, 
что для этого каждаго производителя отдЪльно нужно возвыеить въ 2-ю степень 
и результаты перемножить, найдемъ | 


(Ух ув ху 6) = (У) (Ув) (Ус). 
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Но. по опредёдению корня, (“/ А)" = А, ("/ В)" = В и (1/6)"= С, сяк. 
(АХ Вх "/б)* = АВС, 
чВиъ справедливость теоремы (1) и доказана. 


Очевидно, что споеобъ доказательства не зависитъ отъ числа множителей, 


а потому теорема доказана для какого угодно числа множителей подкореннаго 
выражения. 


126. Корень изъ дроби. Пусть требуется извлечь корень 2-0 порядка изъ 
А . 
дроби 5 Докажемь, что Оля извлеченя корня изь дроби дожно извлечь ео 


отдъьльно изь числителя и знаменателя, и первый раздьлить на второй, 


т. е. что 
"ТА ЧА 
в. В. 


А. 
Если окажется, что и-ал стенень второй части равенства равна -_, — этимъ 
справедливость равенства будетъ доказана. По правилу возвышеня въ степень 


дроби имфемъ 

(= 

уз) — (ув 
по, по опредфленю корня, (УА)"—=А, (\/В)"= В, слёд. въ самом двд 
=) = А, 
[ув в 
и испытуемое равенство доказано. 


Теоремы о корн® изъ произведеня и дроби доказаны не прямымт путемъ— 
способомъ повёрки. Впрочемъ, что касается второй теоремы, то опа можетъ быть 
доказана и прямымъ путемъ. Въ самомъ дл пусть 


/з=>,. аа 


возвысивЪ 06$ части въ я-ую степень, имфемъ 
А 


—_ ой 
= =", 


В 
откуда А—В."; 


извлекая изъ обоихъ частей корень я-го порядка, и примняя ко второй части 
теорему $ 125, найдемъ 


УА= УВ. =", паи УА= УВ. 2. 
Посафднее равенство показывает, что < есть чаетное отъ раздёлешя УА на 
У В, см. 
те 
«= ое 
Подставляя выфето х въ равенство (1) его величину, находимъ 
и д _ЧА 


в: В. 
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127. Извлечене корня изъ одночлена. — Цфлый одночленъ есть произведе- 
не, а потому для извлеченя изъ него корня нужно извлечь корень изъ кажда- 
го производателя и результаты перемножить. Такъ 


з 
нач (= у)! = Уехать ж\е-—и*- и а #9). 


Отсюда правило: и0обы извлечь корень изъ одночлена должно извлечь ео 
изь коэффищента, а показателей всъжь буквенныхь множителей раздълить 
на показателя корня. . 

При изваечени корня изъ дроби елфдуетъ, примёняя это правило, извлечь 
требуемый корень отдфльно изъ чиеслителя и знаменателя, и первый раздфлить 
на второй. Такъ 


5] 3941015 __ У32а10615 90763 


\ 2—2 Уаз ев—@ 


128. Задачи. 
Извлечь квадратный корень изъ: 
За?длув 495“ 25(22 — у?)0 
52а ° 64’ 162% 
2. жи — 2тт; 1— 25-27; (—#1)?; (—13); 2%. 
Извлечь вкубичесый корень изЪ= 
236 645659 916а3Ъ3с!3 
а о Бо — аз в 27 — 


Извлечь корни, указанные въ слфдующихь примфрахъ: 


и 
4 о вед УСО лее: уе, 


ут , 
729218 

5. Вычислить 2--\/х, если 2=(--4)%, и #=(— 5). 
. Вычислить #—\/х при х=(— 4) и при 2=(+5). 
Вычислить 2— (а--5) /з при 2=(06— а)? и при &=(— 2а). 
Вычислить 2-- 25-х при 2=(— 14—95. 
Вычислить 2-|- 2 (а-|- 5)/3 (а? -- 53) -- =-|- 1046 при #= (&—3а)?—3(а?-|- 62). 


1. 4020406; 4954627; 10008618010; 


оно 


Гут А.А хо ТГ. 
Извлечен1е Евадратнаго корня изъ чисель и многочленозвъ. 


Опред$лен1я; предварительныя теоремы.— Извлечене квадратнаго корня: изъ цфлаго 
1 
чиела и изъ дроби съ точностью до 1 и до не Сокращенный способъ. Задачи. — 
Извлечен!е квадратнаго корня изъ многочленовъ; приложен!я.—Задачи. 


129. Когда чиело есть квадратъ другаго числа, то первое называется 
точнымь квадратом, а второе точным квадратнымь корнемь изъ перваго. 
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Такъ, 49 есть точный квадрать 7-ми; чиело же 7 — точный квадратный ко- 
рень изъ 49. 

130. Теорема. Ё0зда уьлое число не есть точный квадратз, то 
квадратный корень изь нею не можеть быть выражень точным 
образомз ни в5 цълыжь единицах, ни в5 какить-либо доляжь еди- 
ницы. 

Пусть данный неточный квадратъ будеть №. Такъ какъ цфлое число М не 
веть квадратъ другаго цфлаго числа, то очевидно, что квадратный корень изъ 
М не можеть быть равенъ ни какому цфлому числу. Посмотримъ, нельзя-ли выра- 


ка а 
зить УМ точно н®которою дробью ъ› Которую всегда можно предетавлять при- 


веденною къ виду несократимой рроби. Допустивъ возможность равенства 


У=У.... 0), 


мы, возвысивъ 06% его части въ квадрать, нашли-бы 


&?__ @.а 
Но дробь 5 = 5» ел. числитель ея содержить только тфхъ множителей, кото- 


рые находятся въ а, а знаменатель только тёхъ, которые ззключаются въ 6; 


ночи суть чиела первыя между собою, слФдовательно на аи 6? не имфютъ 


2 


а 
общихъ множителей, а потому дробь а 


щен!е, выражаемое равенетвомъ (1), привело къ ложному заключен, что цз- 


несократима. Такимъ образомъ, допу- 


<’ апотому это допущене невозможно. 


лое число М равно несократимой дроби ы 

Итакъ, квадратный корень изъ чиела, не представляющаго точнаго квадра- 
та, нельзя точно выразить ни повторенемь цфлой единицы, ни повторенемъ 
какой-либо ея доли. Тав!е корни называютъ несоизмьримыми съ единицею, въ 
отлич1е оть цфлыхъ чиселъ и конечныхъ дробей, которыя можно точно выра- 
жать въ частяхъ единицы, и которыя называются поэтому соизмьримьми съ 
единицею. 


Такъ квадратные корни изъ чисель 2, 7, 10 ит. п. суть корни несоиз- 
мёримые. Далфе мы увидимъ, что таке корни можно вычислять съ какою угод- 
но точностью. Ёогда приближенный корень разнится отъ истинной величины 
меньше чёыъ на 1, то онъ называется точнымь д0 единиим. 


131. Опредфленя. Азадратный корень изъ утълиио числа, точный до 
единицы, есть корень изь наибольшоло квадрата, заключающалося въ этомь 
числ, или этоть корень, увеличенный на Т. 


Пусть М есть неточный квадрать, и А* — наибольш!й квадратъ, заключаю: 
ЩИся вЪ этомъ числ; въ такомъ случаЪ, очевидно, № будеть содержаться 
между двумя послвдовательными квадратами: А* и (А --1)*, т. е. 


(А 1)> М> А, 
10 
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откуда, извлекая корни, находимъ: 


А-11>> ХА. 


Но разность между А-|-Т и А равна единиц; а потому разности между 
УХ в А— съ одной стороны, и между АТ я УМ — съ другой, меньше 1; 
слфдовательно, какъ А, такъ и А+ 1 выражаютъ /М съ точностью до 1. Но 
А есть квадратный корень изъ А*, т. е. изъ наибольшаго квадрата, содержа- 


щагося въ М, а А-- 1 есть этоть корень, увеличенный нг 1: этим данное 
опредёлен1е оправдывается. 


А называетея квадратнымъ корнемъ изъ М№-— мочнымь 90 1 по недостат- 
ку, А--1 — по избытку. 


Такъ, замфчая, что наибольший квадратъ, содержанййся въ 109, есть 100, 


заключаемъ, что квадратный корень изъ 109, точный до 1 по недостатку есть 
10, а но избытку — 11. 


132. Остаткомь квадратнаго кория называютъ разность между даннымъ 
числомъ и квадратомъ его корня, точнаго ко 1 по неоостатку. Такъ, въ преды- 
Кущемъ примфрф остатокъь корня будеть 


109 —10? или 9. 


Вообще, если данное число есть №, и корень изъ него, точный до 1 1 


недостатку, равенъ А, а остатокъ В, то, по опредфленю остатка, В = М — А*, 
откуда 


7, 


— 43-1 В. 


Въ частномь сдучаЪ, когда число есть точный квадратъ, остатокь кория 
равенъ нулю. 


ТЕорЕмА. Обталток5 корня не больше удвоенноло квадратноло 
корня изъ даннало числа, точнало д0 1 по недостатку. 


Въ самомъ д%лф, пусть А есть квадратный корень изъ №, точный до 1 по 
недостатку. Въ такомъ случа® М содержится между А‘и (А-- 1), а потому 
разность между № и А? меньше разноети (А -|- 1)° — А? или 2А -|-1; слЪд. 


М — А < 2А--1 
или М А^22А, 
ибо М — А? число цфлое. Но М— А? есть ничто иное какъ В; саЪд. 
В= 24. 


Сльдствте. — Если между уълыми числами №, Аи В, имтють мъ- 
сто соотношенля: 


М— Ави ВА, 


то это значить, что А есть квадратный корень из №, точный 90 1 по 
недостоиику, и что В есть остатокь этою корня. 
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Въ самомъ дл, равенство доказываетъ, что А? содержится въ №, а не- 
равенство доказываеть, что М не содержитъ въ с6б$ (А--1)*, ибо В не состав- 
ляеть 2А-|- 1. 


Извлечене квадратнаго корня изъ плато чиела съ точностью 
до единицы. 


133. Теор!ю этого дЪйств!я мы подраздВляемъ на три случая. 

134. Первый случай. Данное число меньше 100. 

Въ этомъ елуча$ квадратный корень находятъ при помощи таблицы квад- 
ратовъ первыхъ девяти чиселъ. 

Числа: 123456789 

Авадраты: 1 49 16 25 36 49 64 81. 

Пусть, напр., требуется найти квадратный корень изъ 58 еъ точностью 
до 1. Изъ таблицы квадратовъ видимъ, что 58 содержится между 49 и 64, 
сл. /58 заключается между Ти 8, поэтому искомый корень, точный до 1 по 
недостатку, равенъ 7, а остатокъ —=58 —49 или 9. 

135. Второй случай, — Данное число содержится между 100 и 10000. 

Пусть данное число будетъь 7865; оно содержится между 100 и 10000 или 
между 10° и 100%, а потому квадратный корень изъ 7865 заключается между 
10 и 100. Но между этими предфлами находятся двузначныя числа, а потому 
искомый корень, точный до 1, состоить изъ десятковъ и единицъ: пусть число 
десятковъ его будеть 4, а простыхъ единицъ и; искомый корень выразится 
Формулою 109-|-и, и если оетатокь корня назовемъ буквою В, то замфчая, 
на основан $ 132, что данное число равно квадрату своего корня, точнаго 
до 1 по недостатку, -- остатокъ, получимъ: 

7865 — (109 - и)*-- В =1004*-| 2.104.и-|- м*-|- В,....(1) 

Чтобы найти циеру (4) десятковъ корня, замфчаемъ, что слагаемое 1004, 
калъ цфлое число, оканчивающееся двумя нулями, есть цфлое число сотенъ, и 
потому должно содержаться въ 7800 суммы, а сад. 9° содержится въ 78. 
Докажемъ, что квадратный корень изъ наибольшаго квакрата, заключающагося 
въ 78, и даетъ намь 4. Въ самомъь дФлё, изъ таблицы квадратов видимъ, 
что 78 заключается между 64 и 81, или между 8? и 9°%. 

ВВ < 9% 
Помножая эти числа на 100, мы не измфнимъ неравенствъ; ел. 
80° < 7800 < 90? 

Если къ 7800 прибавимъ 65, то этимъ не измфнимъ смысла неравенствъ, 
Въ самомъ дблё, такъ какъ 80° меньше 1800, то оно и подавно будетъ меньше 
7865. Но 7865 будеть также меньше 90°. Действительно 7800 и 90° (или 8100) 
суть два ифлыя числа сотенъ; и какъ второе больше перваго, то оно превоехо- 
дить первое, по крайней м®рЪ, на одну сотню. СаЪи. прибавляя къ первому 

10* 
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65 — число меньше 100, получинъ результать, во веякомъ случа, меньший 90°. 
Итакъ 


80° < 7865 < 90". 
а отеюда, извлекая квадратный корень, получимъ: 
80 < \/7865 < 90. 


Эти неравенства показываютъ, что искомый корень больше 8 десятковъ, 
но меньше 9 десятковъ, т. е. что онъ содержить уълыхь десятковь 8, и, мо- 
жетъ быть, н®еколько простыхъ единицьъ, число которыхъ никакъ не больше 9 
(ибо величина корня меньше 9 десятковъ). Такимъ образомъ, 4=8, Т. 6. 
цифра десятковь корня равна квадратному корню изъ наибольиило квадрата, 
содержащаюся въ числь сотенъ даннаю числа. — 


Подставляя въ равенство (1) 8 вифето @, найдемъ: 
7865 = 6400 2.80, “*-- В, 
а вычтя изъ обфихъ частей по 6400: 
1465 =2.80и-Н + В........ (2) 


Постараемся теперь опредёлить цифру и единиць корня. Для этого зам®- 
тимъ, что слагаемое 2.80.и еумиы 1465, т. в. удвоенное произведене 8 десят- 
вовъ на простыя единицы и корня, есть цфлое число, оканчиваещееся нулемъ, 
и потому представляющее пфлое число десятковъ. Число 2.80% заключается, 
поэтому, необходимо въ 146 десяткахъ суммы. Но въ составъ этихъ 146 десят- 
КовЪ могутъ входить также десятки отъ слагаемаго и? (квадрата единиць корня) 
и отъ возможнаго остатка В. Въ виду этого мы не можеиъ утверждать, что 
членъ 2.80и равняется 1460: онъ можеть быть и меныше числа 1460. Итакъ: 


2.80и < 1460. 


Сокративъ на 10 и раздзливъ об части на 2х 8, получимь 


Цифра единицъ м есть число цьлое, а потому изъ поелёдняго неравенства 
заключаемъ, что раздёливъь 146 на 2.8 и взявъ цфлую часть частнаго, мы 
найдемъ число — равное циорЪ единидъ корня, либо ее превышающее: одвимъ 
вловомъ, найдемъ выспий предфлъ циеры единиць корня. Замётивъ, что число 
1465 называется первымъ остаткомъ, выводимъ изъ сказаннаго слЪдующее 
провило для нахожденя циоры единиць корня: одюливь въ первомь остаткь 
правую цифру запятой, и раздъливь находящееся влфво отъ запятой число 
на удвоенную цифру десятковь корня, въ цьлой части частноло будемь имьть 
высийй предъль цифры единиць корня, 

Въ данномъ случа®, цфлая часть чаетнаго отъ раздЗлен!я 146 на 16 веть 9; 
заключаемъ, что цифра единицъ корня ‘будеть или 9, или число меньшее 9. 
Чтобы испытать, годится ли 9, мы должны корень 89 возвысить въ квадрать 
и вычесть изъ даннаго чиела: если вычиташе будеть возможно, то циора 9 
будеть требуемая; въ противномъ случав, т. е. если окажется, что 89° больше 
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Итакъ 
@ = 786581 < (а- 1); 


Помножая эти три числа на 100, найдемъ: 
(104) $ 78658100 < [(а--1).10]. 


Придавъ къ среднему числу 43, мы оэтимъ нарушимъ возможное ра- 
венство, обративъ его въ неравенство (104)? < 78658143, усилимъ первое не- 
равенство, увеличивъ его большую часть; и, наконець, не нарушимъ втораго 
неравенства. Послфднее обстоятельство объясняется тфмъ, что 78658100 и 
[(@--1).10]* суть цфлыя числа еотенъ, и какъ второе больше перваго, то оно 
превосходить первое по меньшей м®рф на одну сотню; слФдовательно, увеличивъ 
меньшее число на 43, т. е. менфе чЪмъ на сотню, получимъ результать все- 
таки меньший |(&--1).10]?. Такимъ образомъ имфемъ 


(104)? < 78658143 < [(а-- 1.10], 


откуда, извлечешемъ квадр. корня, найдемъ 


104 < /78658143 < («-- 1.10. 


Эти неравенства доказывають, что искомый корень, будучи больше а десят- 
ковъ, содержить въ себ эти а десятковъ, и однакоже не содержать а-|- 1 де- 
сятка, такъ какъ онъ меньше этого числа десятковъ (въ силу втораго неравен- 
ства). СлФдовательно, опредфляемый корень состоитъ изъ @ десятковъ, и, мо- 
жеть быть, нФеколькихь простыхъ единицъ, число которыхъ не больше 9; од- 
НИМЪ СЛОВОМЪ, УЪлыь десятковь вь немь будеть а. Замфтивъ же, что а есть 
квадратный корень изъ 4, т. в. изъ наибольшаго квадрата, заключающагося 
вЪ числь сотенъ даннаго числа, заключаемъ, что теорема доказана. 


139. Итакъ, число дееятковъ квадратнаго корня изъ 
18658143 


веть квадратный корень изъ наибольшаго квадрата, заключающагоея въ числ 
сотенъ этого числа, или, что то же, — квадратный корень, точный до 1 по не- 
достатку, изъ 786581. 


Число десятковъ этого корня. или, что все равно, число сотенъ перваго, 


есть, на основави теоремы $ 138, квадратный корень, точный до 1 по недо- 
статку, изъ 7865. 


Число десятковъ этого корня, т. е. чиело тысячь перваго, по той же те- 
оремф, воть квадратный корень, точный до 1 по недостатку, изъ 78. 


Такимъ образомъ, отдФляя отъ правой руки къ лЪвой по дв циФры, мы 
убЪдились, что искомый корень состоить изъ четырехъ цихръ, что для нахож- 
деня старшей его циоры нужно извлечь, съ точностью до 1 по недостатку, квад- 
ратный корень изъ первой грани слЪва, и что число граней равно числу циФръ 
искомаго корня. 


Прилагал теорему $ 138, мы видимъ, что чиело сотенъ искомаго корня рав- 
но, точному до 1 по недостатку, квадратному корню изъ 7865; находимъ этоть 
корень по правилу $ 136; 
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78,6518143188 
64 
168 146,5 
Х8 ` 1344 
11 

88 веть чиело десятковъ квакратнаго корня изъ 786581; чтобы найти циеру 
единицъ этого корня, или, что то же, циеру десятковъ искомаго корня, нужно 
изъ 786581 вычесть квадрать 880. Вычитан!е это, по частямъ сдфланное, дало 
въ остаткЪ 12100-81 пли 12181 — число, которое находимь, снеся 81 кь 
остатку перваго корня. Этотъ остатокъ закаючаетъ, слФдовательно, удвоенное 
произведен!е 88 десятковъ на единицы и квадратъ единицъ корня изъ 786581. 
Совершенно такимъ же образомъ, какъ было указано въ $ 135, можно доказать, 
что, раздёливъ число десятковъ 1218 новаго оетатка на удвоенное число 88 де- 
сятковъ, т.е. на 


2.38 или на 176 


мы найдемъ въ цфлой части частнаго высший предфль цифры единицъ корня 
изъ 786581. Этотъь предфльъ есть 6; для иснытан/я этой циеры, удвоиваемъ 88, 
къ 176 припиеываемъ справа 6 и множимъ 1766 на 6. Произведене 1766 Х 
Х6==10596 не превышаеть 12181, а потому цифра 6 годится. 


Итакъ циора десятковъ искомаго корня есть 886. Остается найти циеру 
—_—_2 
единицъ. Для этого изъ заданнаго чиела слдуетъ вычесть 8860. Вычитав!е 880 


десятковъ въ квадратф сдфлано и дало въ остатк® 1218100, который, въ сово- 
купности съ 43 составляеть 1218143. Вычитая отсюда остальныя дв части 


2 
8860 т. е. 10596 сотенъ, находимъ 158543. 


Въ этомъ остат® заключается удвоенное произведене 8860 на простыл 
единицы искомаго корня и квадрать единиць. Раздёливъ число десятковъ этого 
остатка или 15854 на 2.886 —1772, въ цфлой части этого частнаго будемъ 
имфть выспий предфлъ для циоры простыхъ единиць искомаго корня. Преджлъ 
этоть есть 8; для испытан1я циеры 8, приписываемъ ее къ 1772 и множимъ 
17728 на 8. Произведене 143824 можно вычесть изъ 158543, сл. 8 есть АЪй- 
ствптельно циФра единицъ искомаго корня. Итакъ, корень — 8868, а остатокъ == 


158543 — 143824 —16719. 


Дфйетв!е располагается сафдующемъ образомъ: 


/18658143 —8868 
64 


168 1465: злее ыа 1-й частный остатокъ. 
ЖЗ . 1344 
1766 !12184........ 28 › ь 
Жб : 10596 
17728 1158543 ....... Ш эь › 
Х8 | 141894 


16579 ,..,.. . оковчат, остатокъ. 
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Окончательный остатокъ меньше 2х 8868 —=17736, сиждовательно 8868 
веть дфйствительно корень изъ даннаго числа, точный до 1 по недостатку. 

Отсюда выводимъ 

140. Правило извлечетя квадралтноло корня точнало д0 1 по недоспиипку 
938 цълало числа. — 

Раздъляють данное число. на зрани по двъ цифры, оть правой руки къ 
лъв0й (послъдняя 1рань слъва можеть имъть и одну цифру); число раней 
равно числу цифръ корня. 

Чтобы найти первую цифру корня. извлекають квадролиный корень изь 
наибольщело квадрата, заключающалося вь первой зрани (слъва). 

Чтобы нийти вторую цифру корня, вычитають изь первой зрани квад- 
рать первой цифры корня и къ остатку сносять слъдующую зрань: получа- 
ютз такь называемый первый частный остозпокь. Отдъляють вь немь одну 
цифру справа запятой, а стоящее влльво оть запятой число дълять на уд- 
военную первую цифру корня: частное даст» или вторую цифру корня, или 
больше ея. Для повърки приписывають эту цифру съ правой стороны дъь- 
мипеля и полученное число унножають на ту-же цифру: если пронзведене 
возможно вычесть изъ первазо частназо остатка, то испытуемая цифра и 
будеть второю цифрою корня; въ противномь случаь ее уменьшають на 1, ч 
9ълають новую повърку такимь же точно образомь, какь и первую; продол- 
жають такимь образом» до зптьхь поръ, пока вычитаще сдълается возможнимь. 

Фпобы надипи третью цифру корня, къ остатку послъдняю вычитания 
сносять третью зранъ, и получаютъ второй частный остаток; отдъляють 
9% немь одну цифру справа запятой, а оставшееся влъьво отъ запятой чивло 
дълять н удвоенное число, образуемое первыми двумя цифрами корня: ча- 
стное дасть высийй предъль для третьей цифры корня. Провъряютз цифру 
частнаю такимё же образомь какъ и въ предыдущемь случа. 

Такимь образомь продолжають поступать до ппьхь поръ, пока ‘не будуть 
снесены всъ зрани, и не будеть опредълена послльднимь дълемемь цифра про- 
61155 единиць корня и окончательный остаток. 


141. Примъры. 


1. Найти 28164249. П. Извлечь \/583749876429. 
/28 164249 —=5307 /58,37.49. 87.64.29 —164035 
25 49 
103 '81,6` 146 937 
3 309 х6б 876 
10601742. 1524 6149 
х 0: 000 х4 6096 
1060774249 152803 | 538764. 
Хх 774249 ЖЗ | 458409 
0 1528065 | 8035529 
х5 764032 5 
395204 


Такъ какъ остатокъ меньше удвоеннаго корня, то 764035 есть корень 
точный до | по недостатку; слд. 764036 есть корень, точный до 1 по избытку. 
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142. Опредёлимъ, который изъ двухъ корней, точныхъ до 1, — корень 
по недостатку, или по избытку, точнЪе выражаеть истинную величину н6со- 
измфримаго корня. Можно доказать, что ели, найдя корень точный до 1 по 
недостатку, окажется, что остатокъ корня не болфе самаго корня, то этоть ко- 


рень ошибоченъ менфе чфмъ на если же остатокъ окажется больше корня, 


5} 


1 
то корень по избытку будетъь ошибоченъ менфе чёмъ на т 


Пусть данное число есть №; корень, точный до 1 по педостатку, пусть 
будеть а; остатокъ выразится разностью № — а*. 


Первый случай. — Имфемъ 
< \<(а- 1}; 


по условю, остатокъ № — аа; сад. М <а--, откуда 
1 
< “-а- 1; 
а Е 1} 
во а1-|-а-- -- =(а-- 5) › а потому 


< (+=). 


1\2 
3 Е 
г<у< (“ —- >) 
откуда 

ре 1 

а< УХ <а 

1 
Такъ какъ разность между крайними везичинами равна > то разность между 


и 1 - 1 
УХ иа меньше о Слёд. а веть корзнь, точный № > по недостатку, т. 6. 
истинная величина / М отличается оть @ менфе, чЪиъ отъ @--1. 
Второй случай. Если окажется, что 
У—ж>а, 
1 
то заключаемъ отеюда, что М— й>а-- 4? потому-что (№ — а*) есть число 
1108; СлФД. 
Е" 1 , 1 
У>а*--“-|- 1 ва М> («-- >) 
Итакъ 
12 | 
(«-- 5) << (@-1% 
откуда 
1 ть 
[/А -- р < у Х <а -- 1 . 
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Но разноеть между крайними числами равна 3’ сяЪд. разность между 
я 1 
(«--1) и У Мненьше га Заключавиъ, что @-|-1 отличается отъ корня изъ № 


1 
меньше нежели на >> т. е. этоть корень ближе лежить къ а-|-1, чфиъ въ а. 


Изъ сказаннаго слфкуеть, что вылоднъе брать корень по избытку только 
тозда, кода остатокь превышаеть величину корня, взятаю по недо- 
статку. 

Такъ въ примёрв П, $ 141, получился остатокъ меньший корня по недо- 
статку, и потому 764035 точн®е выражаетъ величину искомаго корня, чфмъ 
число 764036. Въ примёр 6 139 остатокъ больше найденнаго корня, и потому 
Число 8869 ближе къ истинной величин® корня чфмъ число 8868. 


Извлечен!е квадратнаго корня изъ дробей съ точностью до 1. 


143. ТеорЕмл. Корень квадратный изъ несократимой дроби не- 
соизмтримз, если ео нельзя извлечь отдъльно ‘изъ числителя 4 зна- 
менателя. 


а 
Пусть -; есть данная несократимая дробь. равенство 


уе =ь 


гдБ & — число цфлое, невозможно, потому-что, возвысивъ 06% части въ квадратъ, 
нашии-бы 


т. е. что несократимая дробь равна цфлому числу. Итакъ, квадратный корень 
изъ несократимой дроби не можеть быть выраженъ цфлымъ чиеломъ. По- 


смотримъ, нельзя-ли его выразить дробью, т. е. не будетъ-ли возможно ра- 
венство 


с 
ТВ пОДЪ д воегда можно разум ть дробь несократимую. Возвывивъ 0обф части 


испытуемаго равенства въ квадратъ, найдемъ 


с? : 
тд% 78 ФСТЬ дробь несократимая, такъ какъ, по условю, си 4— числа вза- 


пмно — первыя, Но двЪ несократимыя дроби могутъ быть равны только тогда, 
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когда числители ихъ равны между собою, а знаменатели — между собою *), т. в. 
когда а=с* и р —4*, что означаетъ, что а и 6 должны быть точными ква- 
дратами. Итакъ, корень квадратный изъ несократимой дроби только тогда можеть 
быть точно выраженъ дробью, когда оба члена данной дроби суть точные квад- 
раты. Въ противномъ случа корень изъ дроби нельзя точно выразить ни ц%- 
лымъ числомъ, ни дробнымъ; поэтому онъ будетъ число несоизмфримое. 


64 
Такъ, квадратный корень изъ зт извлекается точно, потому-что 64 и 81 — 


точные квадраты. Имфемъ 


\/ 5 \/ р |: \/ — несоизильряны, потому-что у первой дроби знаменатель, 


у второй — числитель, а у третьей — оба члена суть неточные квадраты. 

144. Теорема. — Авадратный корень изз дробналю числа, точ- 
ный 90 1, есть квадратный корень изъ наибольшало квадрата, заклю- 
чающалося вз цълой части данною числа, или этоть корень, сложен- 
ный с5 1. 

Пусть данное дробное чнело будеть а-- 6, гд$ а — цёлое число, и В — пра- 
вильная дробь. Раземотримъ два случая. 

Первый случай: а — точный квадратъ, напр. «а==#7?; тогда, очевидно, что 

а--6>”. 

Съ другой стороны: (&--5) < (+7-1)*, ибо, допустивъ противное, т. е. 
чт0 а-Р5У (г--1)*, нашли бы: ар \"--2"--1; отнимая отъ обЪихт 
частей по-ровну — отъ первой а, и отъ второй 7?, получимъ: 6 \ 27-1, т.е. 
что правильная дробь больше 1. Итакъ: 


("1 >а--5> т; 


откуда, пзвлеченемъ корня изъ воЪхъ трехъ чиселъ, паходвимъ;: 
г-|-1> Ух. 


1 
*) Пусть + н я 


услов яхъ возможно равенство 


будуть дв несократимыя дроби, и поемотримъ, при какихъ 


и 0 


$ < а 
| 
>. 


а 
Опред$ляя а, ныфемъ: а=-т; такъ какъ а-— чнело цфлое, то @\Ъ должно дф- 


литьея на $!; но а! не дфлится на 6, сл. В должно дфляться на 6!. Опредфляя изъ 


1 


аЪ , 
(1) а!, имфемъ: а1 = -;’ Откуда тавимь же точно образомъ заключаемъ, что 6! 


должно дфлиться на 6. Но два числа только тогда могутъ дфлить взанмно другъ друга, 
когда они равны; слфд. 6—1. Но въ такомъ случаф изъ равенства (1) слфдуетъ. 
что я а—а'!. Итакъ, чтобы дв несократимыял дроби былин равны, необходимо, чтобы 
числители ихъ были равны и знаменателя. Это услове, очевидно, есть и вполнф до- 
статочное. 
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Разность крайнихъ чиселъ: ^-|-1 их равна 1, а потому 


У —"<1 а (1) —уа-5<1, 


слфД. какъ х, такъ и х--1 выражають величину /а--6 съ ошибкою, мень- 
шею 1; но х есть квадратный корень изъ &, ах-- 1 — этоть корень -- 1, сл. 
для этого елучая теорема доказана. 


Второй случай: а — неточный квадрать, и пусть наибольший квадратъ, 
содержащеся въ а, будетъ 7?; въ такомъ случа% 


7*<а< (1). 
По первому неравенству: а >> 7?, а потому и подавно 
а--6 > 9. 


Въ силу втораго неравенства, изъ двухъ цфлыхъ чисель: (л-- 1) и а, 
первое больше втораго, сл. оно больше, по крайней мёрЪ, на 1; а потому раз- 
ность ихъ больше правильной дроби 6: 


("+ 1)—а>Ь, откуда 


(#1) > а-ЕЬ. 
Итакъ, имемъ: 
("1 > а-Нь> г; 
извлекая квадратный корень, находим: 
(1) > Уа-ЕЪ>,, 


откуда опять заключаемъ, что такъ-какъ ("-- 1) —х=1, 10 
("-- 1) — Уз <1 и у -г<\, 


а потому числа г их-|-1 выражають /а--5 съ ошибкою, меньшею 1. Но г 
есть корень изъ цфлой части а числа а--6, точный до 1 по недостатку, а 
"--1 — этоть корень -1, слд. теорема гдоказана и для втораго случая. 
Отеюда 

145. Правило. Для извлеченя квадратназо корня изъ дробнело числа точ- 
но д0 1, слъдуеть отбросить дробь и извлечь, съ точноетью до 1, корень изъ 
уълой части. — 


Примъчане. Такь какъ у правильной дроби пзлая часть равно нулю, то 
очевидно изъ предыдущаго, что квадратный корень изъ такой дроби, точный до 
1 равенъ: 0 — по недостатку, и 1 — по избытку. 


Примзры [. Найти \/2= точно до 1. 


ткидывая дробь, иввлекаемъ \/72 съ точностью до 1; находимъ, что корень 
изъ данной дроби, съ требуемой точностью, равенъ: $ — по недостатку, и 9 — 
по избытку. 


П. Найти /761,215 еъ точностью до 1. 
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Откидывая дробь, извлекаемъ \/761 съ требуемою точностью. 


УТ,61 —=27 
4 
47 [361 
Ж7 329 
32 
Закяючаемъ, что искомый корень равенъ: 27 — по недостатку, и 23 — по 
избытку. 
3417,31 
0,452. 
Прежде всего нужно выполнить указанное флеше, ограничиваясь нахож- 
дешемъ цфлой части частнаго, и извлечь изъ нея корень съ точностью до 1. 
Действие располагають такъ: 


Ш. Найти, съ точностью до 1, \/ 


3417310 452 
3164 75.60 = 86. 
2533 64 


2260 — 166 11160 
2731 х6| 996 
2712 — 164 
_ 190 


Итакъ, искомый корень равенъ: 86 — по недостатку, и 87 — по из- 
бытку. 


Извлечен!е квадратнато корня изъ ифлыхъ чисель и изъ 
ы 1 
дробей съ точностью до „.— 


1486. Извлечь квадратный корень изъ пфлаго или дробнаго чиела А съ точ- 


1 
ностью до „_ значить найти такую приближенную величину для исвомаго кор- 
1 
ня, которая отличалась-бы отъ его истинной величины менфе чЪимъ на и 
Пусть требуется извлечь /А, гд® А — цёлое или дробное число, представ- 


1 1 
няющее неточный квадратъ, съ точностью до ——› причемъ дробь — называет- 


ся степенью приближения. Помноживъ и раздёливъ /А, на ®, мы не изибнимъ 
его величины, слд. 


БЫ 


Но и = /и%; поэтому чиелителя моженъ представить въ вид \/и? Х УД, или, 
по правилу изваеченя корня изъ произведения, въ видф \/Ая”. 


Такимъ образомъ 


гдз Аи?— неточный квадратъ, потоху что таково А. Извлекаемъ, по извфет- 


нымъ уже намъ правиламъ, /Аю? съ точностью до 1; найдемъ дв ведичины — 
у по недостатку, и ^-- 1 по избытву, такъ что 


1 > Уж >. 


Раздёливъ эти три числа на ю, и замбтивъ что 


1 у 
=> УА> я. 


(Аз 


„= УА, найдемъ 


7-1 у 1 
Разноеть между крайними числами, р. равна — елЪд. каждая изъ 


) 


7-1 — 1 
разностей: и Е — \А, меньше >; Это значить, что каждая изъ 


дробей: — и ие: выражаеть величину \/А съ ошибкою, меньшею —. 
Отеюда и. 

147. Правило. Чтобы изь даннаю цълоло или дробною числа извлечь 
квадратный корень съ точностью до =, нужно умножить это число на 


квадреть знаменателя степени приближеная. изь полученнаю произведеня 
извлечь квадратный корень съ точностью д0 1, и раздълить ею на знаме- 
натедя степени приближенля. 


7 
Примъры. [. Найти \/2 18 СЪ ТОЧНОСТЬЮ ДО от. 
По правилу должны 32 умножить на (273)*, что даеть 2425059; из- 
влечь изъ этого числа квадратный корень съ точностью до 1, и раздёлить его 
на 273. Ввадратный корень изъ 2425059, точный до 1 во недостатку, есть 
1557, а по избытку — 1558; раздфливъ тотъ и другой на 273, иайдемъ; 


5 192 1 193 
273 273 ° 
Такимъ образомъ 2", 32 завлючается между числами Е |: 55, от- 


личаясь отъ каждаго изъ нихъ мензе чЁмъ на 2-5 273 ° 


И. Найти /З съ точностью до 0,001. 


Помноживъ 3 на 1000” извлекаемь \/3000000 до 1; нодучимъ числа: 1732 
и 1733. РаздЪливъ каждое на 1000, найдемъ 


1,732 и 1,133. 


Первая дробь выражаетъ /3 съ точностью до 0,001 по недостатку, вторая — 
оъ тою же точностью по избытку. 
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Ш. Найти 
3,1415926 
— 0,58 — 
еъ точн. до Ре 
100 
Помноживъ подкоренное число на 100?, извлекаемъ квадратный корень 
31415,926 


— 953 `` 6Ъ точностью до 1. Цлая часть частнаго есть 59275, а корень 
) 


изъ нея, точный до 1 по недостатку, есть 243, а по избытку 244. Раздфливъ 
каждый изъ нихъ на 100, получимъ для искомыхъ приближен, точныхь по 


1 
100? зисла: 


2,43 (цо нед.) и 2,44 (по изб.) 


Сокращенный ©п0собъ извлечен1я квадратнаго корня. 


148. Предыдущйя правила показываютъ, что извлечен!е квадратнаго корня 
веегда приводитея къ извлечению его изъ цфлаго числа съ точностью до 1. Это 
поелёдиее дЪйстве дфлается тЬмъ сложнфе, чфмъ больше циоръ содержить под- 
коренное число; въ такихъ случаяхъ дЪйств!е значительно упрощается при по- 
мощи такъ называемаго сокращеннало способа. 


Пусть будеть А цёлов число, изъ котораго требуется извлечь квадратный 
корень съ точностью до 1. Искомый корень можетъ имфть или нечетное, или 
четное число циоръ. 


1-й случай: корень иметь нечетное число цифрь. Пусть въ немъ на- 
хоцитея 2%--1 циеръ; найдемъ обыкновеннымь способомъ больше половины 
его циоръ, въ данномъ случаз я--1 циеръ, и буквою @ обозначимь число, 
образуемое этими циФрами, сопровождаемыми столькими нулями, сколько циоръ 
осталось найти, т. е. я нулями (напр., если корень долженъ содержать 5 цнеръ и 
найденныя три первыя его циоры будуть 234, то буквою а мы обозначаемъ число 
23400); такимъ образомъ, а будетъ число (2п -- 1) — значное. Далфе, назовемь 
буквою 2 то, что слфдуеть придать къ а, чтобы получить истинный корень 
(х состонтъ изъ цфлой части, имфющей я циеръ и, можеть быть, еще изъ не- 
соизмримой десятичной дроби); полный корень выразится суммою а -|-- х. Наша 
цфль — дать правино для вычисленя цфлой части 2-са, т. е. дня нахождешя 
2 съ точностью до 1 сокращеннымъ путемт. 


По опредлентю корня имфемъ: 


А — (а-- 2) = а? -- Зал - 2°, 
гдф а уже известно; вычтя а” изъ обфихъ частей, и раздфливь ихъ на 24, 
найдезгь 


5 =. .. в 


А— а? есть остатокъ посл нахожденя части « корня (назовемъ его буквою В); 
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раздфливь ето, какъ указываеть Формула, ни 2а, назовемъ частное этого дфле- 
ня буквою 4, а остатокь — х, такъ что 


В 7 
Зе - 9 Рза’ 


подетавимъ это выражене въ первую часть равенства (1); найдемъ; 


откуда 


Докажемъ, что 0 и выражаеть величину х съ ошибкою, меньшею 1. Такъ какЪ 
г 2? 
разница между 2 и 4 выражается вормулою 5— — 5; то и слфдуетъ доказать, что 


х 2? 
< 


Действительно, такъ какъ х есть остатокъ дЪленя, въ которомъ 2а есть дфли- 
г 
тель, а остатокъ меньше дфлителя, то >. < 1. Съ другой стороны, въ цфлой 


части 2 находится п циеръ, а потому х меньше наименьшаго (®-|- 1) — знач- 
наго числа 10”; а саЪд. 2? < 10"; затВмъ, а есть (2и--1) — значное число, 
ел. оно \ 10”, а слёд. 2а\2.10?”. Составивъ пв® дроби 


22 102" 
24 И эх 10%’ 
п замфчая, что числитель первой меныше числителя второй, а знаменатель пер- 


вой равенъ или больше знаменателя второй, заключаемъ, что первая дробь мень- 


ше второй: 
2? 1027 22 1 
Ея а Г 


й 22 
Итакъ, каждая изъ кробей разности 5а-^ 5е Меньше 1, слбд. и самая раз- 
ность < 1, т. в. ошибка, происходящая отъ замфны х частнымъ 9, если толь- 
ко ошибка эта существуеть, непремфнно меньше 1, такъ-что а-- 4 есть вели- 
чина корня, точная до 2 
2-й случай: корень имъеть четное число цифурь 2п. — Найдемъ опять обык- 
новеннымъ способомъ больше половины вофхъ циеръ корня, т.е. 1 цифр; 
остается найти * —1 циеръ. Въ цфлой части 22° находится (и — 1) — значное 
число, а потому х меньше наименьшаго ® — значнаго числа, т. е. < 10”"!, 
откуда 2°< 10%. а есть 2я — значное число, сад. оно — или > наименьшаго 
2т — значнаго числа, т. е. а% 107", откуда 2а% 2.10”-'. Итакъ 
2? 102-22 12 1 
а 52 хо л- И 5 Зато’ 


й заключене относителько 9 прежнее. р 


Еели цфлая часть корня, состоя изъ четнаго числа цифръ, иметь первою 
циерою 5 или больше 5, то достаточно обыкновеннымъ епособомъ пайти ровно 


уе 


Е 


Ноловину воёхъ циеръ Корня. Въ самомъ дёлф, въ этомъ случаё х< 10", а 
потому 2° < 10**; съ другой стороны а, какъ 2и — значное число, начинающе- 
еся циорою 5 или большею, будеть % упятереннаго наименьшаго 2% — знач- 
наго числа, т. е. @У5Х 10*"1, откуда 2а У 10.10% !, или 2а У 10", а слЪ- 
довательно 

22 102 


2а < 108” 


Прежнее заключене относительно 4 и здфеь иметь мфето. 

Изъ сказаннаго выводимъ слфдующее 

Правило. — Для извлеченя квадротноло корня изь цтлоло числа съ точ- 
ностью до 1 сокращеннымь способомь, находять обыкновеннымъ способомь бо- 
лъе половины всъть цифрь корня, или же ровно половину, если, при четномь 
числь цифрь корня, первая ею цифра не меньше 5; остальныя цифры най- 
демь, раздъливь полный остатокъ на удвоенную найденную часть корня. — 


22 
или —<1. 
24а 


149. — ПрРимФръ. Найти квадратный корень съ точностью до 1 изъ чиела 
1316723456713. 
Корень имфетъ еемь циоръ; находимъ четыре первыя прямымъ путемъ: 


/7.31.67,23,45,67.,18| 2704 
4 


47 [331 
х7 |329 
5404 2672,3 
Ж4 2161 6 
— 5107456713 5408000 
48672000 — 944 


24025671 

21632000 а—9704000; 
33936713 В— 5107456713. 
21632000 4=944. 
5304718 "—2304713. 


Найдя первыя четыре цифры корня (2704), находимъ съ точностью до 1 
частное отъ раздфленя полнаго остатка 5107456713 на удвоенный найденный 
корень 2704000, т. е. на 5408000. Это частное = 944; елфд. искомый корень, 
точный до 1, есть 

2104944. 

150. Шо величин® частнаго 0 и остатка х дёленя, можно всегда узнать, 
будетъ-ли найденный корень «--4 точный, имъ приближенный; и въ послЪд- 
немъ случа — опредфлить, будетъ-ли онъ ошибоченъ по недостатку, или по 
избытку. 


Въ самомъ дфлЬ, мы инфемъ равенство 
А—а*—В, откуда А-а -- В: 
но В —200-|-х, слфдовательно 


Аа 204". 
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Съ другой стороны 


(а 9) = -Е 24-4“. 


Отеюда: 
1) Еели > 9%, то 
а-- 24 -- т > -- 24-4, 
ИЛИ А> (4--4)*, 
откуда УА>а- 9, 


т. в. а--4 будеть приближене, точное до 1 по недостатку. 
2) Если “= 4*, то 
а 24 -- "—а*-- 244 --4°, 
Или А—=(а-- 9), 
откука УА=а-4, 
т.е. а-- 4 есть точный корень изъ А. 
3) Если, наконецъ, “< 4*, то 


а 24 -- т <а*-- 24-4", 
ИЛИ А< (а--9)*, 
откуда МА<а- 14, 


и потому а--0 есть приближеше, точное до 1 по избытку. 

Итакъ: корень а--4 будетъ приближенный по недостатку, точный, или же 
приближенный по избытку, емотря по тому, будетъ-ли остатокъ 7 дфленя боль- 
ше, равенъ или меньше квадрата частнаго. 

Такъ, въ предыдущемъ примф$р%, остатокъ 2304713 больше квадрата числа 
944; поэтому корень 2704944 ошибоченъ менфе чёмыъ на 1 по недостатку. 

151. Опредфлимъ такъ называемый остатокъ корня, предполагая, что для 
нахожден!я корня примфняется сокращенный с10с0бъ; при этомъ различаемъ 
два случая, смотря потому, имфетъ-ли найденный этимъ ©пособомъ корень приб- 
лижен!е по недостатку, или по избытку. 


1. а--4 есть приближене по недостатку. Обыкновенный способъ далъ 
бы ту же величину, а потому, называя остатокъ корня буквою ©, получимъ 


2=А— (@-49)*. 
Замфтивъ, что 
А=ай-- За4--, и (а-- 00-9 --, 
вычитая второе равенство изъ перваго, найдемъ: 
А—(а-- =, 

т, е. 2=“—0*. 

Итакъ, въ разсматриваемомъ случаЪ: остатокь корня равенъ избытку ос- 
зполика оть дъленя надь квадратомъ частно. 


2. «-|-{— приближенае по избытку. Обыкновенный способъ далъ бы для 
корня величину 
а--9—1. 


11* 
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Ймвя равенства 
Аааа, и (а--4-— 1) = -- 24 —1-- 9—1, 
находимъ, что остатокъ отъ обыкновенной операши былъ бы 
2==А — (@а--9— 1) —-- а — 9-29 —1 
м 2 
=" а--9) — (4*-Е 1. 
Заключаемь, что въ данномъ случаЪ остатокъ корня найдется, если хь остат- 
ку дюлемя придать удвоенный найденный сокращеннымь способомь корень, и 
изъ результата вычесть сумму квадрата частнолю с единицей. — 
152. Сокращенный способъ, вм№ст® съ указанными замфчанями, даетъ 
средство находить сколько угодно циеръ корня. Пусть напр. требуется найти 
У2 съ неограниченныхь приближенемъ. Напишемъ справа отъ 2 вдвое больше 


нулей, чёиъ сколько желаемъ найти десятичныхъ знаковъ, и вычнелимъ три 
первыя циоры корня обыкновеннымъ способомъ. 


2,00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00 11,41 


Мы нашли 141 въ корнё и 119 въ остатк®. Такимъ образомъ, '141 суть 
три первыя циоры корня изъ 200000000; двф слБдующя находимъ сокращен- 
нымъ снособомъ. Для этого нужно полный остатокъ, равный 1190000, разд*- 
лить на удвоенную найденную часть корня, т. е. на 28200 


119000.0128200 


112800 142 42 
62000 х 42 
56400 84 

5600 168 
— 1764 1764 
3836 


Находимъ въ частномъ 42 и въ остатк® 5600. Чтобы узнать, въ какую 
сторону ошибоченъ корень 14142, нужно полученный остатокъ сравнить съ квад- 
ратомъ частнаго: 5600 >> 42*, сл. 14142 есть приближеше по недостатку, и 
потому послфднюю его циеру (2) уменьшать не слФдуетъ. 

Имфя пять циеръ корня, можно сокращеннымъ способомъ найти елбдующя | 
четыре циеры. Для этого надо знать остатокъ, который дала бы обыкновенная 
онерашя поел® нахожденя части 141420000 корня изъ 20000000000000000, 
т. е. остатокъ корня о. Такъ какъ а-[ 4==14142 есть приближене по недо- 
статку, тор == — 0" =5600 — 1764 —3836. Приписавъ сюда 8 нулей, дфлямъ 
полученное число на 2а — 282840000 
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О 20 1356 
28284: 1356 _ 1356. 
100760: 8137 
84852 6780 
159080: 4068 
141420 1356 _ 

176600 1838736 

169704 

_ 68960000 
— 1838736 
^ 67191264 


Находимъ въ частномъ 1356, а въ остаткЪ 68960000. Такъ какъ этоть 
оетатокъ больше 13567, корень снова ошибоченъ по недостатку: онъ равенъ 
141421356. 

Зная девять циоръ корня, можемъ сокращеннымь способомъ найти слЪду- 
ющя восемь; для этого опредфляемъ остатокъ корня: 


о — 68960000 — (1356) = 67121964. 


Приписавъ къ остатку корня 16 нулей, а къ удвоенному найденному корню 
8 нулей, дЪлимъ 


6712126400000000100000000 {282842712100000000 
1055272160 11 23730950 = 
20674402401 
75412560 
2688442400. 
1428579920 
143663600 


Въ частномъ мы нашли 23730950, и какъ остатокъ дфленя больше квад- 
рата частнаго, найденный результатъь ошибоченъ по недостатку; имфемъ 


У2=1,4142135623730950, 


еъ точностю до 1 шестнадцатаго десятичнато мЪста. Очевидно, можно продол- 
жать такимь образомъ находить сколько угодно новыхъ цифръ корня. 


153. Извлечеше квадратнаго корня изъ числа, мало разнящагося отъ 1. — 

ё з . =2 
Возвысивъ въ квадратъ 1 -- >› пайдемтъ: (1 --) = -Р=-- = №№ 
зультатъ, мало разнящийся оть 1-- =, если = есть весьма малая дробь; отки- 


4 
извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, найдемъ: 


ИЕ =1+ 


приблизительно. Опредфлимъ  предфлъ погршности этого приближеня, т е. 
разности 


= #18 
нувъ —› Получимъ приблизительное равенетво (1-- >) —1 -е, откуда, 


«= (1+5) — Ме 
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Умноживъ и раздфливъ это выражен!е на сумму 


(1) +УЕе 
находимъ: 


(1+5) -а+5 1 


4 
О о 


Откинувъ въ знаменателЬ малыя дроби -5- ИЕ (подъ знакомъ корня), мы 


& — 


этимъ знаменателеиъ уменьшимъ, а слЪД. выражене второй чаети увеличимъ, 
тавъ-лто будетъ 


=? 


и з 
<“, ши а<#. 
1-У1 8 | 
Отеюда заключаемт, что для извлечения квадратноло корня изь числа 1-е, 


мало превыиолощоло 1, достаточно прибавить къ 1 половину избытка =: най- 
=} 
демь результать, точный до 8 #0 избъитку. — 
ПримърЪъ. Найти приближенно \/1,000694. 


По правилу имфемъ: 


плат. 0,000694 
\1,000694 =1-- 5 —=1.000347 
73 
съ точностью до 510 или до т Заключаемъ, что ошибка не вщяетъ на по- 


слёднЙ десятичный знакъ приближеня 1,000347. 


154. Признаки неточныхъ квадратовъ. — Въ заключен!е укажемъ нЪкото- 
рые признаки неточныхъ квадратовъ. 


1. (2) = 4п?, т. в. квакратъ всякаго четнаго числа (2) длится на 4, 
а слёд. обратно, четное число только тогда можеть быть квадратомъ, когда 
оно дфлитея на 4. Само собою разумФется, что изъ этого не слфдуеть, чтобы 


всякое число, дБлящееся на 4, было необходимо точнымъ квадратомъ; такъ, 40 
есть неточный квадратъ. 


2. (28-1) —4и*-|- 4-1, т. е. всякое нечетное число имфетъ квад- 
рать вида 42-4 --1, т. в. такой, который, будучи уменьшенъ на 1, Д$- 
лится на 4; слЪЦ. обратно, нечетное чиело только тогда можеть быть точиымъ 
квапратомъ, когда оно, уменьшенное на 1, д®лится на 4. 


3. Изъ умножешя цфлыхъ чиселъ извфстно, что произведен!е двухъ такихъ 
чиселъ оканчивается тою же циорою, какою и произведеше ихъ проетыхъ еди- 
ницъ. Но квадраты чиселъ 1,2,3,....,9 оканчиваются циФрами 1,4,5,6,9, но 
не оканчиваютея цифрами 2,3,7 и 8. Нзъ этого слфдуеть, что веякое ифлое 
число, оканчивающееся одною изъ цифръ: 2,3,7 и 8, не можетъ быть точнымъ 
квадратомъ. Здфеь опять слфдуетъ зам$тить, что если число оканчивается одною 
изъ цифр: 1,4,5,6 и 9, то оно не есть необходимо точный квадратъ; такъ, 
625 есть точный, а 15 — неточный квадратъ, 
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4. Если число оканчивается 5-ью, его квадратъ дояженъ оканчиваться 25-ью. 
Въ самомъ дЪяф, разсматривая число какъ сумму десятковъ и простыхъ еди- 
ницъ, находимъ, что квадратъ десятковъ оканчивается двумя нулями, удвоенное 
произведен!е десятковъ на единицы, въ данномъ случав, будетъ оканчиваться 
также двумя нулями, ел. квадратъ числа, оканчивающагося 5-ью, необходимо 
оканчивается 25-ью. Слёд., всякое число, оканчивающееся 5-ью, котораго пред- 
поелфдняя цифра не есть 2, не м. б. точнымъ квадратомъ. 

5. Ввадратъ чиела, оканчивающагося нулями, инфетъ нулей вдвое больше, 
т. е. четное число ихъ. Слд., число, оканчивающееся нечетнымъ чиеломъ ну- 
лей, не есть точный квадратъ. 


155. Задачи. 

Извлечь квадратный корень изъ чиселъ: 

1. 961. 2. 3136. 3.4096. 4.5695. 5. 6889. 6. 8649. 7.9801. 8. 15376. 
9. 45369. 10. 106929. 11. 907936. 12. 622521. 13. 185761. 14. 163216. 


15. 40000. 16. 1841449. 17. 846398. 18. 2619761. 19. 2717741. 20. 1019918. 
21. 67848169. 22. 6031936. 23. 25482304. 24. 97377424. 25. 1502291008836. 


1369 .. 2601 4624 1681 
26. 1848999439. 27. 15968016. 28. 95 29: 196 30. 1096 31. 6889 
5329 576 99856 „. 
32. 04° 33. 45369 ' 84. 784 ° 35. 13,69. 36. 5760,81. 37.33708,96. 38.227,7081. 
39. 4762,104064. 40. 0,09. 41. 0,2209. 42. 0,013689. 43. 0,00056644. 
1 _^ 19 13 1 
44. 10955. 45. 150 55 46. 412155 47. 29355 9 48. 0,010816. 


49. 0,00008649. 


Вычислить квадратный корень изъ слфдующихь чиселъ съ указаннымъь прибли- 
женшемъ: 


50. 38 до ны 51. 46 до о 52. 112 о 53. 95 до т. 54. 213 до 0,1. 


5 4 8 
55. 27 до 0,001. 56. 82 до 16. 57. 315 до 0,0001. 58. 61 до 0,001. 59. 75 


до 0,0001. 60. 18 до 0,00001. 
61. Найти корни изъ чиселъ: <) 3; В) 5; 7) 7; 8) 11; :) 12 съ патью десятич- 
ными знаками. 
р Е 
62. Найти корни изъ чиселъ: <) 3; В) 5,5; 1) 3 г 8) 0,9; =) 0,209 есь 6-ью 


десятичными знаками. 
855 
о р) 
113 
ными знаками. 


103 


63. 1) 3) 97 ы 4) 156; 5) 317,6; 6) 145,3 съ 5-ю десятич- 


1 
) 719: 


64. Приложить правило 8 1583 къ нахожденю приближенныхъ корней изъ чиселъ: 
1) 1,00004; 2) 1,0003; 3) 1,00118; 4) 1,000708; 5) 1,000000556; 6) 1,00087; 
7) 1,00000000013924. 

65. Главния планеты, вращающйяея вокругъь солнца, сутб: Меркурй, Венера, 
Земля, Мареъ, Юпитеръ, Сатурнъ, Уранъ и Нептунъ. Ихь среднйя разстоян!я оть 
солнца суть: Меркуря — 0,3871; Венеры — 0,7233; земли — 1; Марса — 1,5237; Юпи- 
тера — 5,2028; Сатурна — 9,5389; Урана — 19,1826; Нептуна —- 30,0370. Продолжи- 
тельность сидерическато обращеня земли вокругь Солнца равно 365,2563744 сутокъ. 
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Вычислить времена сидерическихь обращев1й другихъ нланеть, зная, что, по треть- 


ему закону Кеплера, квадраты этихъ временъ относятся между собою вавъ кубы сред- 
нихь разетоан? 


Извлечен!е квадратнаго корня изъ многочлена. 


156. Корень изъ многочлена только въ исключительныхъ случаяхъ извае- 
комъ, т. е. можеть быть выраженъ въ Формф ращональнаго многочлена. 

° Дия возможноети извлеченя квадратнаго корня изъ многочлена, послднй 
долженъ содержать не менфе трехъ неприводимыхъ членовь. Въ самомъ ДЬлЪ, 
если данный многочленъ есть двучленъ, то корень изъ него не м. 6. выраженъ 
точно ни одночленомъ, ни многочленомъ, потому-что квадратъ одночлена есть од- 
ночленъ, а квадратъ простёйшаго многочлена — двучлена, содержитъ три непри- 
водимыхъ члена. 

Пусть данный многочленъ будеть точный квадратъ: 
254356 — 204355 | 749151 — 48а -|- 57а‘? — 28 ах -- 48, 
расположенный по убывающимъ степенямъ главной буквы 2, и пусть 


ра... ...... 


будетъ квадратный корень изъ него, также расположенный по убывающимъ сте- 
пенямъ х. Данный многочленъ, какъ квадратъ своего корня, будетъ == (ф-Ра-- 
--У--з-—...); или, раекрывъ этотъ квадратъ, получимъ равенство 
954718 —200318--74 ая — 48а 5 Таба — Вали 4а— 9 ра--а-- 
НЕа(р-нду-ня 
-Нао-ени-я--.... (1) 
Вторая чаеть этого равенства, по раскрыт! скобокъ и по приведени, должна 
давать первую часть, поэтому равенство это веть тождество, а елфд. выепие 
члены въ обфихъ частяхъ должны быть равны. Но вторая часть есть произ- 
ведене (р о--... р--ч--...), а потому высший членъ ея равенъ про- 
изведеню высшихь членовъ сомножителей, т.е. —=р.р или р*, Итакъ р? = 
— 25025, откуда 
р = /25а% 2. 
СлВД. чтобы найти высиий члень корня, нужно извлечь квадратный 
корень изъ высшоло члена даннало полинома. 


254125 —-=5а'. Возьмемъ для р его значен!е со знакомъ --, т. е. поло- 


жимъ р —=-- 542%. Вычтя изъ первой чаети равенетва (1) 25475‘, а изъ в10- 
рой р”, найдемъ тождество 


— 2037-74 ал 48-4... 9-Я ( р-н .... (2), 

а потому высшие по букв х члены его должны быть равны; но выспий членъ 

второй части есть 270, потому-что ри 4 суть высцие члены корня. Сл®д. 

2р4 —= — 20412*, или, такъ какъ р==5ах', то: 1042.4 = — 205, откука 
(= — 20а35:10а° — — 2477, 

Отсюда: чтобы нобйти второй члень корня, нужно вычесть изь данноло 


иолинома квадралть первало члена корня, и высийй члень первало остатка 
раздълить на удвоенный первый члень корня. 
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долженъ-бы быть нулемъ — В, а корень — 0; такъ вакъ остатокъ получилея по 
вычитани изъ Р вефхъ чденовъ квадрата многочлена 0, то Р— 0*— В, откуда 
Р— 0*-Н В, 

Эта Формула и служить для преобразован!я неточнаго квадрата. 

ПрРимъРЪ [. Возьмемъ полиномъ, расположенный по убывающимъ степе- 
нямъ главной буквы, напр. 

9а?х* — 24а323 -|- 46ба\х? — 20а -- 13а. 

Если этоть мноточленъ есть точный квадратъ, то нисний членъ корня долженъ 
быть равенъ \/13а*, а едфдующй затфиъ остатокъ долженъ быть нулемъ. Если 


оба эти условя окажутея невыполненными, то должно заключить, что данный 
полиномъ не ееть точный квадратъ. Примфняемъ правило 6 157. 


Эа? — 244323 -|- 464421 — 20а55 -- 13а‘ | Зах? — 4а?х | 503 
= 240923 --- 16а%* (642? — 4а1х)( — 4а%) 


о И 
20а5х — 12а 


Найдя въ корнф членъ -- 54°, и замфчая, что: 1) онъ не равенъ У13а°, а 2) 
что слФдующий остатокъ не есть 0, заключаемъ, что данный полиномъ не есть 
точный квадратъ. Примфняя Формулу Р— 0*-- В, можемъ его представить въ 
ВИДЪ 

(За2* — 4а?х -- 5а*)?-|- 20а? — 1208. 


Примзръ П. Нусть данный полиномъ расположенъ по восходящимъ сте- 
пенямъ главной буквы, напр. 


1— 52-2 44° — бе | 85". 
Если этоть многочленъ — точный квадратъ, то дойдя въ корнф до члена, со- 
держащаго 2°, и получивъ затфмъ остатокъ неравный 0, должны заключить, 
что данный полиномъ есть неточный квадратъ. 


га 653 —- 8 В НВ. 
= 5%-- 47° ее —\ 


ай — ба 


я) За 
в" (2—5= = 2”) 52") 
-4 8” 64 

98 31 481. 
ЕЕ . ‚ 98.\/ 983 
933—465. __ 837 ‚__ 8649. (2—52— п —16 ) 16° ) 
Е ты рт 
_ 1499, 837; _ 8649, 
64 64 256 | ит. К. 


Разница этого случая оть предыдущаго заключается въ томъ, что степени 
главной буквы въ поелфдовательныхъ остаткахъ повышаются, а это ведетъ за 
собою возможность полученя въ частномъ неограниченнаго числа членовъ иц- 


лыхьъ относительно главной буквы, такъ что разложен!е многочлена по формул 
Р—= 02-- В, гл Ги В — цёлыя относительно х выраженя, — неопредфленно. 


160. Приложеня. — Т. Найти услове, необходимое и достаточное для 
71010, чтобы квадратный триномъ 


ах -- с 
быль точнымъ квадратомъ. 


1-й метод». Найдемъ остатокъ т корня изъ даннаго тринома, 
а2*-- 6х -|-с | | ж/а-- 


52 = ь ь 
= |.) на ыт"тны ЕЕ 
тва | (= ы + м 2/а 
Г 


е— — 


4 


Чтобы триномъ быль точнымъ квадратомъ, необходимо и достаточно чтобы 
остатокъ бы\ь равенъ нулю, т. е. чтобы 


' |, Е 
—рд=0, ии $? — 4ае—= 0. 


9-й метод. Положивъ 


аз? №--е= (ад -- В)* 


и раскрывъ вторую часть, найдемъ тождество 


аз? ох -- с = 93? -|- Зах -|- В*; 
приравнивая козоФищенты при одинаковыхъ степеняхъ 2, найдемъ три условия: 


И 


<... 


Эти три условя должны существовать совмфетно, а потому величины @ п В," 
выведенныя изъ 1-го и 3-го, должны удовлетворять второму. \. 

Тавинъ образомь найдемь: 6=—==2/2 ./с , или 5 — 446; 

ПримфчАНТЕ. Еслибы а равнялось нулю, то изъ условя 5* = 4ас, сяф- 
дуеть, что и $ должно —0; триномъ приводится въ этсмъ случаЪ къ с: это есть 


квадрать количества /с. Поэтому можно сказать, что каково бы ни бышо а, ис- 
комое условые есть 5? — 4—0. 


П. Найта условзе, необходимое и досткипочное для тозо, чтобы триномь 
а? -- ху су* 
быль точнымь квадратом. 
Различаемъ два случая: 1) а=0; 2) а че равно о. 


Котда а=0, то, какъ триномъ не можетъ имфть выешею степенью х— 
первую, необходимо положить и 5—0. Это уелове, будучи необходимымъ, вмфоть 
съ тёмъ и достаточно; ибо, если оно выполнено, то триномъ приводится къ 6у?: 
а это есть точный квадрать количества /с. у. 
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Пусть а не равно нулю. Извлечение корня даетф: 
аа? -|- Эвзу -|- су? "Ува 
[12 
52 Е ъ ь 
— уу 2 а. — |. 
Пим, } д 


52 62 — с 
Завлючаемъ, что если = — 6, или 


не равно нулю, т. е. если 5? — 


ас отлично отъ нуля, триномъ не есть точный квадратъ. Итакъ, необходимо, 


чтобы 1 — ас равнялось нулю. Этого ‘условя, вмфетф съ тфмъ, и достаточно; 
ибо равенство 


ь ь — ь рав о. 
аж? -|- ху -|- су? —= | Уа.ж- РТ 7 9 
а 
показываетъ, что какъ скоро 56° = с, данный триномъ превращается въ точ- 
ный квадратъ количества | 
ат-- у. 
а 
Ш. Найти условзя, необходимыя и достаточныл для того, чтобы полиномь 
ах? -|- ау а’ 2? -|- уе 2. 2х -|- 26" ту 


быль точнымь квадратомъ. 


у у, или 


Въ этому примфру можно приложить общ!Й методъ, которымь мы пользо- 
валиеь въ двухъ предыдущихъ примфрахъ. Но мы выведемъ искомыя условя 
изъ условй, найденныхъ въ предыдущемъ прим рф. 


Различаемъ опать Два случая: а— о иа не равно о. 


Первый случай. Когда а=—0, то, какъ данный полиномъ, чтобы быть точ- 
нымъ квадратомъ, не долженъ содержать членовъ съ первою степенью х, мы 
должны при всяких у и 2 имфть 


Бе — о, 
откуда, извфстнымъ уже путемъ, заключаемь, что 
бои во: 
Полиномъ приводится къ 
ау Эа На" 2. 


Изъ предыдущаго примфра знаемъ, что триномъ этого вида будетъ точнымъ 
квадратомъ при услови 


ва’ — 6—0. 
Итакъ, искомыя условя суть: 
У—о, В’—0, аа’ — 0. 
Второй случай. — Пусть а пе равно о. Дадимъ полиному видъ 
ах? -- (у Ьг)е Е ау?-|- 2992 -- а’. 


Его можно разсматривать какъ квадратный относительно 2 триномъ, кото- 
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раго первый коэвеищенть а отличенъ отъь нуля. Прилагая сюда доказанное въ 
предыдущем примр услоше, найдемъ 


(у 2) —= «(а у?-- уг Ча а’ 2”). 

Такъ какъ это равенство должно быть иождествомз, оно должно имЪть м*- 
ето при всякомь у и при всякомь 2; откуда извфстнымъ образомъ найдемъ условия: 
1 —0а; В’ — аб: 6*= аа 

тай 5 ==. 9 у Г 
Этихъ условй, выфетв съ тфмъ, и вполн достаточно. Въ самомъ длЪ, 
изъ нихъ имфемъ: 


"а 


/ . 
а 7 


а мы и 


Г о” 
Подставляя эти значеня а’,@” и 6 въ данный полиномъ, дадимъ ему видъ 
623 = & 

ан |. --- 25 2х -- 25" ху = 


а 
222 -- уе -|- 3? -|- 25" т -- 2а'ех -- ?аб'ту __ 
> — 


м че - т 


ах Е "У-НЫ: \* 
мае 
Отеюда видно, что при найденныхъ условяхъ данный полиномъ есть пол- 
ный квадрать количества 
а-- у 
Е ь 
161. Задачи. 
Извлечь квадратный &орень изъ многочленовъ: 
1. 426 — 1255 -|-2524 — 2423 -|- 1627. 
2. 9? — 206 | бас -|- 6? — 66е-+ 96°. 


8. Эр" Зрер-- бо ор. 
Далай 40268 
ы ыы — ии ыы болей — дабзре? -|- дайбаг, 


> 


5. 4-|- 13а? _ Эай — 44 — баз. 
6. 9а*-{- 2503 -|- 64712 | 22 — 30475 -|- 48а2т — 6а2е — ВОт -|- 1062 — 16. 
. 250224—400%28--309357—10а23-- 1648—2458 -|- Вад -|- Эй 19 — ба2х8-- 5. 

8. ЭтбиА 12  332тии6 16’, 16т?и8, 

250$ 35079’ 17351890 Г 63рай Г 81р16д 
9. 02-|- 2рах -[ (2рт-|- 42)? -- 2(08 -- аг)яз-| (248 -- 7?)й -|- 27328 -|- 326, 
3 202, 9 15 422 
10. 25 — пу Рав эг Раду" 
2 д 8 /уз 

и. т а + +1) 
12. рые -р 44 — 22252 -|- 4?) -|- 35а? — с?) — 2с* (4? — а). 
13. 21 — (4а-|- 2)23-{ (4а*-{- 10а — 3)2* — (12а? — 2а— а) -- 9а? — 12а-|- 4. 
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452: 1 8021 23-2452 а 20 а-- 250. 


14. — 4%. — 9? — — 186 —2%. — 30 
—- 2 с. 18 96°. 
15. 2 (2а--2х-- (За — 52-206) 22— (2аз-- ааа 20347. 
1 / 1 р 2? 4 
16. м2 (2) —1. 17. ант 42-3, 
а, 5 а д \ 
Пе и 
18 Ра) 1 


19. (а— 25)? — 2а(а — 25) 23-- (а? 4аь — ба — 862 -1. 125) 12 — (4а6 — ба) 
— 462 — 195-19. 


20. Опред®лить остатокъ квадратнаго корня изъ полннома 
28— бах’ — 32278 7464? — а3. 


21. Вычислить по шести членовъ квадратнато корня изъ слфлующихь биномовъ: 
я --а; 9—1; фах; 1-х. 
22. Опредфлать, при какомъ значен!и й полиномъ 
"у ' | 
д —-643—-717 — би 
будетъь полнымъ квадратомъ. 


23. Опредфлить а подъ условемъ, чтобы триномъ 32? — 5ах —1 быль полнымъ 
квадратомъ, 


24. Найти связь между коэффищентами р, Ч их, при которой полиномъ 26 -- ру" 
-- 92-х есть точный квадратъ. 


25. Таже задача относительно полпнома 
21-1 4рд3-Г 642" -|- 4рх-- г. 
26. При какой зависимости между р, 9 и %® полиномт, 
45% — 4раз -|- 495 — 2р(т-Р 1)5-- (т-Р 1) 
представляетъь точный квадратъ? 


21. Доказать, что полиномъ 22-623 с1? Г ах-Ре представляеть точный 
квадрать, если 
__ 6(4ас — 1?) Е (4ас — 02)? 
8% 64а 
28. Доказать, что услов1я, необходвмыя и достаточныя для того, чтобы поли- 
номъ 222 -|-25ху -| су?-|- 24% 2еу-Р Г былъ точвымъ квадратомъ, суть: 
$2 — ас — 0, 4*—а/—=0, е — 1—0. 


а 


29. Хоказать, что произведеве четырехъ послФдовательныхь чиселъ, увеличенное 
на |, всегда есть точный квадратъ. 


30. Какому условю должны удовлетворять коэффищенты а, 6 и с, чтобы поли- 
номъ 025‘ ах3-р 622 -- сх -- с? быль полнымъ квадратомъ? 


31. Доказать, что каждый изъ полиномовъ: 
24(24х — 1)(125 — 1)(82 — 1) (6—1 -1, 
36х(6%-- 1)(3= Р-Н -Е1, 
г-но ео“ 


есть точный Евадратъ. 
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ГУТ А А 2х ТТТ. 
Извлечен1е кубичнаго корня изъ чиеелъ и многочленовъ. 


Опредфлен!я; предварительныя теоремы. — Извлечев1е кубичнаго корня изъ пфлыхь п 
1 = р 
дробныхъ чисель съ точностью до 1 и до г .— Сокращенный снособт.— Задачи, — 


Извлечев1е кубичнаго корня изъ многочленовъ.—Задачн. 


162. Когда число есть кубъ другаго числа, то первое называетея точнымь 
кубомь, а второе — очнымь кубичнымь корнемь изъ перваго. Такъ 125 воть 
точный кубъ 5-ти, а 5— точный кубичный корень изъ 125. 

163. Разсужденями, приведенными въ $ 130, докажемъ, что: 

Козда цьлое чиело не есть точный кубь, то кубичный корень изь нею 
нельзя выразить ночно нае 65 иьълыхь еднначахь, ны в5 какить либо доляль 
единицы. 

Таве корни называются несопзмфрамыми съ едоннцею; такъ, кубичные 
корни изъ чиеелъ: 3, 10, 15 ит. д. суть чиела несоизи®римыя. 

164. Опредфленя. — Кубичный корень изъ цтълоло числа, точный д0 еди- 
ницы, есть корень #35 нчибольи!а10 куба, заплючающелося в5 этомь числь, 
или этолиь корень Е 1. 

Первый называется корнемъ, точнымъ до 1 по недостатку, второй — по 
избытку. Такъ, замфчая, что наибольний кубъ, заваючающися въ 70, есть 64 
заключаель; что кубичный корень изъ 70, точный до 1 по недостатку, есть 4, 
а по избытку —5. 

165. Остаткомь кубичнаго корня озъ пфлаго числа называется избытохъ 
этого числа надъ кубомъ его корня, точнаго до 1 по недостатку. Напр., оста- 
токъ кубичнаго корня лзъ 70 есть разность 70— 64 или 6. 

Вообще, если данное число есть №, кубичный корень изъ него, точный до 
1 по недостатку, равенъ А, а остатокъ — В, то, по опредёлению остатка, 
В —=\№ — АЗ, откуда 

Я— А-В. 
Въ частности, когда № есть точный кубъ, остатокъ корня равенъ пулю. 

ТЕОРЕМА. — Остатокь кубичнало корня не больше утроеннало 
произведеня корней изь данналю числа, точныхь д0 1 по недостатку 
и по избытжу. 

Въ самомъ дфлЬ, пусть А воть кубичвый корень изъ №, точвый до 1 по 
недостатку; въ такомъ случа М содержится между АЗ и (А-|-1)*, и сл®д. раз- 
ность между Ми АЗ меныше разности (А-|- 1)°— Аз или ЗА(А-- 1) 1, т. е. 

В ЗЗААНИ-1. 
Но В в ЗА(А--1)--1 суть числа цфлыя, и В— меньшее изъ нихъ, т0 оно 
меньше втораго по-крайней м®рф на 1, т. е. 
В = ЗАИА- 1). 
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Сльцствте. Условзя, необходимыя и достаточныя для тою, чтобы 
А было кубичнымь корнемь изь №, точнымь до 1 по недостатку, суть: 


М—=А-ЕВ и В2ЗАА-1). 
Въ самомъ ифлф, равенство выражаеть, что кубъ числа А содержится въ 
№ а неравенство означаетъ, что № не заключаеть въ себф куба числа А -|- 1. 


Извлечене кубичнаго корня изъ пфлаго числа съ точностью 
до 1. 


Эту теоршю подраздфляемъ на три случая. 

166. Первый случай. Данное число меньше 1000. 

Въ этомъ елучаф кубичный корень находятъ прямо при помощи таблицы 
кубовъ первыхъ девяти чиселъ. 

Чниела: 1 2 3 4 5 6 г. 8 9 

Вубы: 1 8 27 64 125 216 343 512 129. 

Пусть требуется извлечь кубичный корень, съ точностью до 1, изъ 497. 
Изъ таблицы кубовъ видно, что это число содержится между 343 и 512, слёд. 
наиболышй кубъ, въ немъ заключающийся, есть 343; поэтому искомый корень 
—7, а остатокъ ееть 427 — 343 или 84. 

167. Второй случай. Данное число содержится между 1000 и 1000000. 

Пусть дано число 341254; оно больше 1000 или 10%, но меньше 1000000 
или 100%, а потому квадратный корень изъ него больше 10,`но меньше 100, 
т. е. состоитъь изъ десятков и единиц: пусть число его дееятковъ будетъ 4, 
а простыхъ единицъ — %; искомый корень будеть 104-|-м, и если возможный 
остатокъ назовемъ буквою В, то позучимъ равенство: 


341254—(10а--и)з--В==10004*--3 .1004?.и--3.109.и2--из--В..... (1). 

Чтобы найти цифру десятковъ корня, замЪчаемъ, что слагаемое 10004? есть 
цфлое число тысячъ, а потому необходимо содержится въ 341000 суммы, а слёд. 
4 заключается въ 341. Докажемъ, что кубичный корень изъ наибольшаго куба 
заключающагося въ 341, и дастъ намъ 4. Въ самомъ дфав, изъ таблицы ку- 
бовъ замфчаемъ, что 341 содержится между 216 и 343, или между 63 и 73: 

| 63 < 341 < 73. 

Помножая эти числа на 1000, мы не измфнимъ неравенствъ, такъ-что: 


—3 —3 
60 < 341000 < 70 : 
Прибавивъ къ 341000 число 254, мы усилимъ первое неравенство. Что касает- 
—3 
ся втораго, то вакъ 341000 и 70 суть цёлыя числа тысячь и первое меньше 


втораго, то оно меньше его по крайней мфрЁ на 1000; слёд., увеличивъ пер- 


вое на 254 — число, меньше 1000, получимъ результать, во всякомъ случаз, 
— 


меньший 70), такъ что и второе неравенство не нарушится. Итакъ 


—3 Бы 
60 < 341254 <70, 
12 


= 198 — 
откуда, извлекая кубичный корень, имфемъ: 


60 < /341254 < 10. 


Эти неравенства доказываютьъ, что искомый корень больше 6 десятковъ, но 
не заключаеть въ себф 7 десятковъ, т. е. что онъ содержитъ 6 цфлыхъ десят- 
ковъ, и, можеть быть, нфеколько простыхъ единицъ, чиедо которыхь не боль- 
ше 9. Итакъ, 4—6, т. е. цифра десятковь корня равна кубичному корню 
изъ наибольшало куба, содержалщелося въ числь зтысячь даннало числа. 


Подставивъ въ равенетво (1) 6 вместо 4, получимтъ: 
341254 —=216000 - 3.3600.%- 3.60. + и НВ. (о. . + (2) 
а вычтя изъ обфихъ чаетей по 216000, найдемъ 
125254 —3.3600.-|-3.60. - “В. 


Для нахожден!я цифры м единицъ корня замфчаемъ, что слагаемое 3.3600.% 
веть цфлое число сотенъ, а потому необходимо заключается въ 1252 сотняхъ 
суммы. Но въ составъ этахъ сотенъ суммы могутъ входить сотни и отъ осталь- 
ныхъ чшеновъ ея (т. е. отъ 3.60.м?, из и В). Поэтому, членъ 3.3600м или 
равенъ, или меньше 125200. Итавъ 


3.3600 = 195200, 
откуда 


1959 
в 
“< 3.56 


Но циора единиць и есть число цфлое, а потому, раздёливь 1252 на 3.36, и 
взявъ цфлую часть частнаго, найдемъ высшй предфлъ циеры единицъ корня. 
Замфтивъ, что 125254 называется первымъ остаткомъ, выводимъ изъ сказан- 
наго слфдующее правило для нахождешя цифры единицъ корня: 079ьливь въ 
первом остатиъ дв цифры справа запятою и раздьливь оставшееся влъ- 
60 отз запятой число на утроенный квадрать цифры десятковь корня, 
6% цълой части частнало будемь имъть высийй предъль цифры единиць 
корня. 


``ЗВь кданномъ елуча®, цфлая часть сказаннаго частнаго есть 10; сл®д, цио- 
ра единиць корня будеть 9 или меньше 9. Для испыташя циеры 9, мы долж- 
НЫ составить сумму 3.3600.9--3.60.9* -{- 93 и вычесть ве изъ перваго остат- 
ка: вели вычитане будетъ возможно, то цифра 9 будетъ требуемая; въ против- 
номъ случаф ее надо послфдовательно уменьшать на 1 до т%хъ поръ, лока вы- 
читан1е сдфлается возможнымъ. Сумму, подлежащую вычитаню можно написать 
такъ: 


[3х 3600 -- (3 х 60-9) х 9] ХЭ. 


3х 3600 =10800; Зж 64 + 9= 189; 188 х 9 = 1701; 10800 --1701 = 12501; 
12501 Х 9—=112509, что меньше 125254. 


Итакъ, цифра единицъ равна 9; искомый корень = 69, а остатокъ корня = 
= 125254 — 112509 =12745. 


Действе располагаютъ слбдующимь образомъ: 


341,254 , 69 189 
216 х9 
108 1252.54 1701 
1125 09 | 10800 
12 745 | — 12510 

х9 
112509 


168. Обиий случай. — Этотъ случай приводится къ двумъ ПрыЩАМР 
при помощи слфдующей теоремы. 
ТкоримА. — Число десятковз кубичнало корня из5 даннаю числа 


равно кубичному корню изз наибольшоло куба, содержещимося вз числль 
тысяч: этою числа. 


Пусть данное число будетъ 495864349, и пусть аз будетъ наибольший кубъ, 
водержащййся въ чиелЪ тысячъ этого числа, т. е. въ 495864; въ такомъ слу- 
чаз имфемъ: 


3 < 495864 < (а 1}; 
откуда, умноживъ ве числа на 1000, получимъ: 
(10а) $ 495864000 < [10 («-[ 1); 
или, придавая къ среднему числу 349, что не измёнить смыела неравенетвъ, 
но обратить возможное равенство въ неравенство: 
(104): < 495864349 < [10 («-|- 1)}:. 
Сяфдовательно, извлекая корень дзъ всЪхъ трехъ чиселъ, найдемъ: 


104 < 495864849 < («4 1).10. 


Итакъ, искомый корень заключается между а десятками и а-- 1 десяткомъ, 
а потому содержить а десятковъ, и нЪкоторое число единицъ, не большее 9. 
Теорема такимъ образомъ доказана. 


169. Мы нашли, что число десятковъ кубичнаго корня изъ числа 495864349 
есть корень кубичный изъ 495864; число же десятковЪъ этого поел дняго корня, 


или число сотенъ перваго, равно уибчному корню изъ 495 (по той же теоре- 
м$). Отеюда заключаемъ: 


1. Чтобы нити цифру высинио разряда кубичнало корня изъ итлоло 
числа, достаточно раздълить ею на зрани, отдъляя по три цифры оть 
правой руки къ львой, и извлечь кубичный корень изь первой фани слтва. 

2. Число цифръ корня, точнало д0 1 то недостатку, изь ой числа 
равно числу сказанныхь зраней. 


170. Извлечемъ квадратный корень изъ , 495864349. 


Изваекал кубичный корень изъ 495864 такъ, какъ указано въ & 167, 
найдемь число дееятковъ искомаго корня: ово будеть 79. Назвавъ циору еди- 
ницъ корня буквою % п возможный остатожъ черезъ В, имфемъ: 


495864349 —= 79. 1000 3.19. .100.и-- 3.790. 4 РВ. 
12* 


йе. 
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—3 
Вычитая изъ обфихъ частей этого равенства по 79.1000, получим: 


2895349 — 3.19 .100.и-|- 3.790. Е из В. 


Отсюда, извЪетными разсужденями уб®димся, что высший предфль цифры еди- 
ницъ , найдемъ, опредфливъ цфлую часть частнаго оть раздфленя 28253 на 


—2 
3. 19 т. е. на 18723. Цлая часть этого чаетнаго равна 1; поэтому циора 
единилъ корня будеть или 1 или 0. 
Для иснытаня 1, составляемъ остальные три члена куба корня, т. е. 


—2 
3. 79 .100 х1-- 3.790 Хх 1°-- 13, что даетъ 1874671; такъ какъ это число не 
превышаетъ остатка 2825349, заключаемъ, что циера единицъ корня есть 1, 
вамый корень —=791, а остатокь корня — 2825349 — 1874671, изи 950678. 
Дйств!е располагаютъ сяёкующимъ образомъ: 


У495,864,349 | 791 
343 Г х8=147. ХУЙ 
1479 [1528.64 | 14700 
1500 39 1191 
18723 1| 28253,49 | 1660 жх9—150039 
18746 71 1971 
9506 78 16671 
81 = 
18128 —=3Х 79 ,‚ 23711Ж1=23'. 
| 1872300 
2371 
| 1874671 Х 1 


Отсюда выводимъ: 

171. Правило извлечензя кубичнаю корня съ точностью д0 1 изъ цтлалю 
числа. 

Раздъляють данное число на фани по три цифры оть правой руки къ 
лъвой, причем первая зрань слъва можеть имъть и двъ цифры и даже одну. 

Первую цифру корня найдемь, извлекая кубичный корень изъ первой 1ра- 
ни слова. 

Чтобы найти вторую цифру, вычитають изъ первой зрани кубь первой 
цифры корня, и кь остатку сносять вторую зрань: токимь образомъ полу- 
чается первый частный остатокьъ. Отдиляють съ правой стороны ею дв%ъ 
цифры, а оставшееся влтво оть запятой число дълять на утроенный квадрать 
первой цифры корня: утлая часть частнало дасть высиий предъль для вто- 
рой цифры корня. . 

Чтобы узнать, зюдится-ли эта цифра, приписывають ее справа къ 
утроенной первой цифръ корня, и умножають полученное число на испытуе- 
мую цифру; кь произведению придалють утроенный кедраатъь первой цифры 
корня (служивийй сейчась дълителемг), приписавъ къ нему справа два нуля, 
и умножеють полученную сумму на чепытуеную цифру. Если это произве- 
денае не превъииаеть первою остоипка, испоитуемая цифра зодится; вь про- 
эмивномь случаь уменьшають ве на 1 и снова исполняють указанное испы- 
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тане, и т. д. пока испытаме не дасть произведеня, не превышающало 
первый частный остатокь. Найденную цифру приписывають справа от 
первой цифры корня. 

Для натожденя третьей цифры корня, вычитають составленное пфо- 
изведене изъ первало остатка, и къ разности сносять третью зрань: полу- 
чится второй частный остатокь. (Сь правой стороны ею отдьляють деь 
цифры, и дълять оставшееся влтво отз запятой число на утроенный квадрать 
числа, найденнало въ корнь: цплая часть частнаю будеть представлять 
высий предъьль третьей цифры корня: испьитывают» эту цифру вышеука- 
заннымь способом. 

Такимь образомь продолжалоть до тльхь поръ, пока будуть снесена вст 
зрани. 


Извлечене кубичнато корня изъ дробей съ точностью до 1. 


172. ТЕОРЕМА. — Вубичный корень из5 несократимой дроби несо- 
измъримз, если е10 нельзя извлечь отдъльно изз числителя и знамена- 
теля. 

Тоже доказательство какъ въ $ 143. 


Такъ, члены дроби че — точные кубы, поэтому кубичны корень изъ нея 


[8 4% 2. 
Би 5 
8 


Кубичные корни изъ дробей —, г и Е — несоизмримы. 


173. ТЕОРЕМА. Кубичный корень изъ дроби, точный д0 1, есть 
корень из5 наибольшоло куба, заключающийося в5 цълой части даннаю 
числа, или этотз корень -- 1. 

Доказательство аналогично & 144. Отсюда 

Правило. Чтобы извлечь кубичный корень изь дроби точно 00 1, надо 
отбросить дробную часть, и извлечь кубичный корень изь цтлой части 
точно до 1. 

НрРимМЪРЪ, Извлечь кубичный корень изъ 2896,75 съ точностью до 1. 

Откидывая дробь, извлекаемъ, съ указанною точностью, корень изъ 2896; 
находимъ результаты: 14 — по недостатку и 15 — по избытку. 


извлекается точно: 


Извлечен!е кубичнато корня изъ ифлыхъ чиселъ и изъ дро- 


: 1 
бей еъ точностью до = 


174. Правило. Чтобы извлечь кубичный корень изь иълело или изъ дроб- 


1 
нло числа съ точностью до ый нужно умножить это число на куб знамена- 
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зпеля степени приближеня, изъ произведетя извлечь корень точно 90 1, и 
фраздълить ею на знаменателя степени приближеная. 
Доказательство такое же какъ въ $ 146. 


1 О 
100' 

Для этого надо извлечь кубичный корень изъ 3 Х 1003-т. е. изъ 3000000 
еъ точностью до 1; и раздфлить результатъ на 100. 


и 144 
1 


34 [20,00 |300 
1744 ' 136 
| 2560,00 | 436 х4==1144 
241984, 136 424 ж4—1696 
14016! 436 ] 

16 
— 58800 
1696 
60496 х 4—=241984 


ПРИмФРЪ. Вычислить \/3 съ точностью ко 


34 х4=136 


1 
Искомый корень —1, 44 — по недостатку, п 1,45 — по избытку. 


Сокращенный способъь изваечешя кубичнаго корня. 


175. Пусть требуется извлечь кубичный корень съ точностью до 1 изъ п- 
лаго числа А — случай, въ которому приводятся всф остальные. Положимъ, что 
корень имфеть 2ж--1 циоръ, и что обыкновеннымь способомъ найдено т -- 1 
циоръ, т. е. больше половины вефхъ циеръ корня, а остается найти послёднйя 
т циФръ. Обозначимъ буквою & чиело, составленное найденными т -|-1 циора- 
ми, сопровождаемыми 7% нулями, « буквою 2 оетальную часть корня, которая 
вообще есть число несоизмфримое: истинный корень выразится суммою а--х. 
Итакъ: 


А—=(а- 2) = -| г — 2 
= 
откуда и 
Найдемъ цфдую часть 4 частиаго отъ раздфленя А — а* на 3а”, и пусть 
остатокъ дёленйя будетъ 7; слёд. позучимъ р 


А — в 
—3 -—9 Е Зай 


< А — @3 
Приравнивая два выражен!я частнаго ва найдемъ: 


22 
о аа 
откуда 
22 


д=а- а 51+) 
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Докажемъ, что абсолютная величина разности $; — = 1-- =) меньше 2 
: 3 а За ы 


й что слЖд. 9 выражаеть величину х съ ошибкою, менылею 2 единицъ. 
Замфтивъ, что х есть остатокъ дфлен1я, въ которомъ дфлитель равенъ 3а*, 


| г 
заключаень, что 51 < 1. ЗатЪиъ, въ ифлой части х находится % циоръ, по- 


этому х меньше наименьшаго (%-- 1) значнаго числа, т. е. 2< 10", а пото- 
му 2? < 102"; съ другой стороны а состоитъ изъ 21-Е 1 циоръ, сл%д. а 10*"; 


Отсюда видно, 


х 1 
а потому = <1. Наконець, За У 3.10*”, а потому = < 5106" 


что (1 - =) <2, и сафдовательно 
2? д 
7 2? Е 
а зпачитъ и абсолютная величина разноети РА 6 +=) также меньше 2. 
Отсюда вытекаеть слфдующее заключение: 
чтобы извлечь, съ точностью д0 1, кубичный корень изъ цтьлоло числа, нахо- 
дятъ обыкновеннымь способомь больше половины всъль цифръ корня; затъмь 
остальныя, съ точностью д0 2, находять, раздьливь полный остатокъь на 
утроенный квадрать найденной части корня (т. е. числа, состоящао изъ 
ш--1 мервыль цифрьъ сь т нулями). — 
Слфдуеть замфтить, что лишь въ исключительных, р®дкихъ, случаяхъ 


приближен!е будетъь ошибочно болфе чфмъ на 1; обыкновенно же, ошибка быва- 
етъ меньше 1; во веякомъ стучаЪ, найдя указаннымъ сокращеннымьъ епособомъ 


г д? Ея 
корень, слфдуетъ прямо вычислять предёлть разности я ( 1 +3); 


176. Можно всегда опредфлить, будетъ-ли корень, вычиеленный сокращен- 
нымъ 61060бомъ, т. е. а--4 — точный, или приближенный, а въ послфднемъ 
случа — въ какую сторону сдёлана ошибка. 

Въ самомъ Дл, назовемъ остатокъ по нахождени части а корня, буквою 
В; имфемъ равенство; 

А— =, откуда Аа - В. 
Раздфливъ В на 3а?, въ частномъ получимъ 4, и въ остатк® 7; сад. 
В — 3а*.9-- у, 
а потому 
А-а За? и. 
Отсюда: 

1) Если ”> (3 - 9)4*, то А>(а- 1 и саб. ва--9 будеть прибли- 
жене по недостатку. 

2) Еели “== (За -- 9)9*, то А—=(а-- 9), сл. а--а будетъ точный ко- 
рень. 

3) Если же ”< (3&-[ 9)4*, то А<(а- 9), а ся. а 4 будетъ приб- 
лиженемъ по избытку. | 

177. Извлечь кубичный кореяь изъ 9642863945769. Первыя три циеры 
опредфляемь обывновеннымъ епособомъ, 


24а = 
96,428,639,457,679 | 458 


324.28 и 125 | 607500 1353 
5303639 655 6 10864 8 
356727 5425 618364 

25 64 
| 6075. 629292 


Находимъ 458. Остатокъ В, == 3567217457679; а = 45800; За = 6292920000. 
Раздвливъ В на 347, находимъ въ частномъ 56. Искомый корень — 45856. 


2 Е 
Вычиеляенъ ЕЕ Ее а>4.10% и 
предфль разности ст В (1 —- 5.) Такъ какъ : 


2 1 4 ЕЕ ыы 
2<10°, 9 „< р. Затвнъ, 3а> 12.10%, вл. 5. < ктор а потому 1-50 


<1-оае бои: (1-2) < Ца) те. <1. ба на" 


3 а 
(1+ =) <1 Воревь 45856 отибоченъ меньше ч$мъ на 1, и какъ легко уб%- 
Дитьея — по недостатку. 


178. Задачи. 

Извлечь кубичный корень изъ чиселъ: 

1. 4913. 2. 19167. 3. 32768. 4. 132651. 5. 74088. 6. 238828. 1. 405294. 
8. 778688. 9. 3652264. 10. 9663597. 11. 71473375. 12. 30959144. 13. 137388096. 
14. 91733851. 15. 622835864. 16. 849278193. 17. 6118445789. 18. 134453795867. 


2197 5832 19 106 
19. 29704594907. 20. 3375" 21. д56т' 22. 24605. 23. 165151. 24. 1815105 


25. 0,000729. 26. 0,017576. 27. 0,000068921. 28. 0,010503459. 29. 0,055306341. 
30. 0,000614125. 
Извлечь вубичные корни изъ Е чиселъ съ указаннымъ приближенемъ: 


1 3 а о 1 1. 


36. 3 до 0,01. 37. 24 до 0,01. 38. 7 до 0,001. 39. и до 0,001. 40. 950,35 


до 0,0001. 41. 0,36 до 0,0001. 42. г до 0,001. 43. 56 до 0,001. 44. р 
75,745 | 


до 0,01. 45. 0,88 


до 0,01. 


‚Извлечене кубичнаго корня изъ многочленов. 


179. Пуеть требуетея извлечь кубичный корень изъ многочлена 
— 12547212 -- 150а%2\! -|- 1650750 — 1740^5° — 99а? —- Б4айа" -|- 27а, 
расположеннаго по убывающимъ степенямъ буквы 2, которую мы принимаемъ 
за главную. Допуская, что многочленъ этоть есть точный кубъ, и что корень 
изъ него, также расположенный по убывающимъ степенямъ буквы 2, веть 2-|- 9 
Уз -...., замфчаемь, что данный многочленъ долженъ быть равенъ ку- 
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бу своего корня, т. в. (р2--9--х--5--....). Такимъ образомъ имфемъ тож- 
деетво: 


— 125а° 7”? | 150ах' -|- 1657 — 172462° — 99а -- Б4айхт -- 21488 = 
23 -- 30а -- Зра* На -- Зам + Зо Рае. .......... (1). 
По свойству тождества, выспые члены обфихъ частей должны быть равны, 
а потому рз = — 1254212, откуда 
р=/— 195090 — — Баз. 
Отсюда заключаемъ: для нахожденя высшало члена корня нужно извлечь 
кубичный корень изь высшиио члена даннио мнолочлена,. | 
Вычитан!я изъ первой части тождества (1) — 1254951, а изъ второй — рав- 
ное этому количество р°, найдемъ тождество: 
150а8ди -|- 16527 — 1724557 — 994558 —- 54ал [29 аз 30° 9-НЗра?-На”-|- 
Зоо -от-и-...... (2). 
а потому высшие по буквф х члены обфихъ частей должны быть равны, т. е. 
302.4 —=150а*2'', или, такъ-какъ р —= — 5432‘, то 3.25082.9 1501, 
откуда 
9=—150485'':715а858 — Заз. 
Отсюда заключен: чобы найти второй члень корня, нужно изь данна- 


10 полинома вычесть кубь первало члена и высийй члень первею оспитка 
раздълить на утроенный квадрать высшоло члена корня. 


Вычтемъ изъ второй части тождества (2) Зр?а-| 324*-- 94°, а изъ первой 
равное этому выражене: 3.(— 5432‘)1.3а23 | 3(— 5а2').(2а?3)-|- (33) 
или 15045! — 6047518 -|- 89%5°; найдемъ тождество 

2254151 — 180455° — 99а58 -|- 54айхт -- 214328 —3(р-- 9) - 
Зе” -.. . .@). 
Нриравнивая снова высше члены обфихъ частей, получимъ равенство 
307 ==225а75'8, или 3.254828.7 —= 225475! откуда 
7 —22507510:15а658 — Заз?. 

Отеюда заключаемъ: +270бы найти трей члень корня, нужно изь пер- 
вй0 остатка вычесть утроенное произведене квадрата 1-10 члена корня на 
2-ой - утроенное троизведенле первело члена на квадрать вторало и кубъ 
впороно, и первый член вторало остатка раздълить на утроенный квадрате 
1-40 члена корня. ° 

Вычтемъ изъ второй части тождества (3) выражене 3(р- 4)“ 3-4) 
7“ -|- 73, а изъ первой равное ему количество: 3(— 5482*-|- 2а23)3.Зал?-|- 
3(— База - 2а?53).(Зах*)?--(За2?)3 = 225а''0 — 18045° -{- З6а1з — 135а58 
—- 540427 -- 27435 — 225075 — 1804853 — 99а8 -|- 54а? -|- 27а. По вы- 
читан!и въ остаткф въ 1-0й части получается ноль; поэтому, данный полиномъ 
есть точный кубъ, и искомый корень — — 5432 -|- 24*2° -- Зах”. 

Дъйстве располагають сафдующимъ образомъ: 
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—1254512-1504851+-16507410—1720659—990358- Бла +97 а38 
#125098 


—503124 + 24253 Зал 

750658 

15008511 --1650150—1720649— 994318 540447 --27а3263.250858.24253+3.(—5а81). т (2х 

—15008411=604710-- -=8а849 754658 

22541110—1804859—994528 + 5404274 27а348 3 (—базлй + 20943). Зах2-- 
—22507219=1800659--364548-=540427--27а356 4-3 (—ба321-- 20253). 9д2й + 27936 
21350528 
0 


Отеюда выводимъ елёдующее 


180. Правило. Расположивь полиномь по убывающимь степенямь лав- 
ной буквы, извлекаемь кубичный корень изъ первало во члена: получаемь пер- 
81% члень корня. 


Вычтя кубь ею изъ даннало полинома, найдемь первый остатокъ; раз- 
дъливь первый члень этозо остатка на утроенный квадрать пврвало члена 
корня, в частном» получим второй члень корня. 


Вичтя изъ первало остатка утроенное произведене квадрата первало 
члена корня на второй, утроенное произведенае первало члена на квадрать 
вторало и кубь вторазо члена корня, получимь второй остатокь. Раздъливь 
первый ею члень на утроенный квадрать первало члена корня, получим въ 
частномь третёй члень корня. 


Вычтя изь второло оспиитка утроенное произведене квадрата сум- 
мы первыть двуть членовь корня на трет, утроенное произведене сум- 
мы перзыть двухь членовь на квадрать третьяло и кубь третьяю члена, 
найдемь трепий остотокъ. Раздюливь переый ею члень на утроенный ква- 
драть первало члена корня, получимь въ частномь четвертый члень корня 
и т. д. 


Дъйствае продолокають 00 тльть порз, пока въ остаткъ получится 
ноль. 


181. Когда неизвестно, предетавляетъ-ли данный полиномъ точный кубъ 
пли нётъ, примфняютъ къ нему правило $ 180, зам®чая, что будетъ-ли поли- 
номъ расположенъ по нисходящимьъ, или по восходящимъ степенямъ главной 

у буквы, веегда можно предвиджть степень послфдняго члена корня, въ предпохо- 
женши, что данный многочленъ ееть точный кубъ; она должна быть втрое мень- 
ше степени послфднаго члена его. Когда данный полиномъ есть точный кубъ, 
послфдн!Й членъ корня долженъ равняться кубичному корню изъ послфдняго 
члена полинома, а слвдующий остатокъь долженъ быть нулемъ. Въ противномъ 
случа данный многочленъ не есть точный кубъ. 


182. Задачи. 

Извлечь кубичный корень изъ многочленовъ: 
1. бу - Зуз Ех -- 12а. 
2. 8а3 -- 36446 — 12а 2753 -[ 54а? -|- 6ас* — 276% -|- 968 — сз — Збафе. 
3. 1472—1926 5и5--34323—44122и—97из--03-|- 18957 -|-21202-|-27 и — Эа. 


4. 84° -|- 364% -- 102076? —|- 1594663 -|- 168256 -- 694465 — 2030$ — з9аяб” -|- 
12058 — 59. 
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5. : фтуз — 8536 —|- 36657 -|- 5 уз — > Буй -|- 27099 — 18956 -|- 66593-|- 
р 68у7 — 549798, 


23 0353, 32884 3448 — 5а86в 
26 м 96 зу ху 23уз 


ГУТАЮВА ХГУ. 
00ъ ирранональныхь чнелахъ. 


Пронсхождене ирращюональныхь чиселъ.— Несоизм$римыя величины въ геометриг.— 
Способъ предфловъ. — Распространен!е освовныхъ законовъ дфйств на числа не- 
соизм$римыя. 


183. Изучене обратныхь дЪйствЙ служить источникомъ для открытя но- 
выхъ разрядовъ величинъ. Такъ, три прямыя ариеметическ!я дЪйств!я надъ ц%- 
лыми числами, т. е. сложене, умножен!е, которое есть только частный случай 
сложеншя, и возвышене въ степень — частный случай умноженя, даютъ въ 
результатв всегда только цфлыя числа. При изучени же трехъ обратныхъ дЪй- 
ствй — вычитаня, дфлешя и извлечен!я корня, открываются новые роды вели- 
чинъ, а именно: вычитан!е приводить къ открытНо отрицательныхъ величинъ, 
дЪяеше — къ открытю дробныхъ, а извлечене корня приводить къ двумъ 
новымъ разрядамъ величинъ — несоизмфримыхъ и мнимыхъ. Въ этой глав® 
мы займемся изученемъ чиселъ несоизмюримыхь или иррашональныхь. 

184. Происхожденше иррацюнальныхъ чиселъ при извлеченми корня. 

Обобщимъ теоремы 6$ 130. 143, 163 и 172 для корня какого угодно порядка. 

Теорема [. Если иълое число А есть неточная п-ая степень, 
710 корень п-10 порядка изъ нею — несоизмъримз. 

Въ самомъ дёлф, такъ какъ А не есть точная -ая степень другаго ц%ла- 


го числа, то\/А не можеть равняться никакому цфлому числу. Допуетивъ же, 


что этотъ корень равняется несократимой дроби = т. е. допустивъ возмож- 
ность равенства 


пт _ 2 
УА —@? 
имЪли-бы отеюда, что 
к 
А — ео х 
д" 
Но р веть число первое съ 4, слёд. р” — первое съ 0”, а потому —; не мо- 


4" 
жетъ равняться Цлому числу А, и допущенное равенство невозможно. Итакъ, 


корень я-го порядка изъ цфлаго числа, не представляющаго точной я-ой стене- 
НИ, Несоизмьримь съ единицею. 
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Таковы; 7, \/32, У53, ит. д. 
ТеорЕемА П. Корень п-10 порядка изь несократимой дроби =. 


несоизмьъримз, если ео нельзя извлечь отдьльно из числителя и зна- 
менателя. 


® 
Въ самомъ дл, равенетво \/ —Р, тв Р — число ц№лое, невозможно 


А 
ибо оно приводить къ равенству —Р”", выражающему, что несократимая дробь 


равна цфлому числу. Такимъ В искомый корень не можеть быть выра- 
женъ цфлымъ числом. Но онъ не можеть быть точно выраженъ и конечною 


дробью. Въ самомъ длЪ, допустивъ равенство = г тд — Дробь не- 
сократимая; имфемъ: = 2 тдф вторая часть — также дробь несократимая. 
Равенство этихъ дробей возможно только тогда, когда А = 0", и В =”, т. е. 
когда А и В суть точныя я-ыя степени; если же этого нётъ то, \/* нельзя 


точно выразить ни въ цфлыхъ единицахъ, ни въ доляхъ единицы, слфд. ко- 
рень этоть будетъь несоизмФримъ. 


3722 4 
Таковы: 4 / 27 \/2 ит. п. 
44’ 7 
185. Хотя ирращональныя числа нельзя вычислять точно, но всегда можно 
ихъ опредфлять съ какою уюдно степенью точности. 
Пусть, напр., требуется вычислить \/А, гдь А есть цёлое число, не пред- 


1 
ставляющее точной 9-ой степени, съ ошибкою меньшею г ТВ о—какъ угод- 


но большое цфлое число. Умноживъ и раздфливъ данный корень на р, получимъ 
(подведя множителя р подъ знакъ корня): : 
А =РУА — Уля". 
Ри р 
Если наибольшая я-ая степень, содержащаяся Ар“ будеть цфлое число 7", то 
в Ар" > т, откуда, раздФливъ вс три числа на р, 


и ам тив, что з- Р_—"/А, найдемъ 


т 1 дут. г 
Е >УА>-› 


1 ] 
откуда прямо слФдуетъ, что какъ г. такъ и = выражаютъ \/А прибли- 


1. 
женно, съ ошибкою меньшею го требуемое доказано. 


Е 
А А 

Точно также, если \/ $ Г в дробь неескратимая, нельзя вычислить 

точно, то можно найти его съ какимъ угодно приближеншемъ. Въ самомъ д%л%, 


помноживъ числ. и знам. на В"-!, найдемъ: 
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"АВ"! ы АВТ, 
В“ ыы . 


но, по предыдущему, всегда можно найти двъ м рознящяея меньше чфмъ 


в 1 
р 


1 ЕЕ в 
на — отъ УАВ”-!; пусть этг дроби будуть ы И ‚ такъ 9т0 


К-т 
ри АЗЬЗС АВя-1 а 
Г. >У >: 


раздёливъ всф три числа на В, найдемъ. 


1 в 
_ Вр. > > № Вр’ 


откуда заключаемъ, что крайня дроби выражаютъ искомый корень съ ошибкою, 


1 
меньшею Бр 


186. Несоизибримыя величины въ геометрии. Геометрия также представляет» 
примфры несоизмфримыхъ величинъ; извфетнфйня изъ нихъ: окружность вру- 
га и Маметръ, Магональ квадрата и сторона. Чтобы показать, какимъ образомъ 
можно убЪдиться геометрически въ несоизмфримости двухъ лин, докажемъ & 
рг1юг1, — еравнешемъ на самомъ дфлЪ этихъ лин, что длональ квадрата 
несонзмърима съ ео стороной. 


Проведемъ магональ АС квадрата АВСБ к 
и продояжимъ ве за точку А. Изъ А; какъ 
изъ центра рамусомъ АВ опишемъ полу- 
окружность, которая пересфчеть дмагональ и 
ея продолжен!е въ точкахь Ми М. Для до- 
казательетва, что АС несоизм®рима съ АВ, 
поетараемея измфрить первую изъ этихъ ли- 
ый помошю второй. 


АС. 
Итакъ, составимъ отношене дв. 


Мы имфемъ: АС —=АМ-|- МС —=АВ-Е МС, 
откуда 


АС мс 1 
Е ее 
ит ит ыы 

мс 

В АВ 

опровъ приводится къ опред леню отношеня — 


МС` 
касательная, а СМ — сЪкущая къ окружности имфемъ: 


ЗамЪчая, что СВ есть 


—2 —— 

АВ = СВ =—СМХ СЖ, 
АВ СМ. 
МС АВ. 

Но СМ — МА - АМ -|- МС =2АВ-- МС, поэтому 


АВ _ 2АВ-- Мб мот : 
о СУ бон 


мс 


откуда 
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Вноея эту величину въ равенство (1), находимъ 


АС __ 1 
АЕ 


(мс) 


. АВ 
Итакъ, снова приходится опредфлять отношене мб. Но эта величина 
намъ извфетна: она опредфляетея равенствомъ (2); такимъ образомъ снова мы 
АВ 
введенъ т.с, которое опять нужно будеть замфнить его величиною изъ (2), и 


т. д. Такя подотановки будуть продолжаться неограниченно, такъ-что дЪйстве 
никогда не можеть быть закончено, потому что всегда будемъ получать отно- 


шен!е 


АВ - Итакъ отношене в представляется въ вид 
АС 1 
Ав Но 1 

р 


1 
Е. 


такъ-что оно никогда не можетъ быть вычислено еъ точност!ю: лини АС и АВ— 
суть, слФдовательно, лини несоизмримыя. 

187. ДЬйствя надъ несоизмримыми числами подчинены тёмъ же зако- 
намъ, какъ и дфйстыя надъ числами соизмфримыми. Доказательство этого поло- 
женя основано на особомъ способё, называемомъ сиособомь предльловъ, съ на- 


чальными основанями котораго намъ необходимо, поэтому, теперь-же ознако- 
МИТЬСЯ. 


Слоеобъ пред®ловъ. 


188. Количество называется яостояннымз, если въ данномъ вопроеВ оно 
не измфняеть своей величины. Такъ: радусъ въ данномъ круг есть величина 
постоянная, также сумма угловъ треугольника н т. п. 


Количество наз. яеремьннымь, если оно не имфетъ одной опредфленной ве- 
личины, но измфняется въ болфе или менфе широкихъ границахъ. Вапр., углы 
треугольника, хорда круга, ит. п. 


Если перемфнная величина, изм$няясь, приближается къ н%которой поето- 
янной, такъ-что разность между ними можеть быть сдфлана какъ угодно малою, 
то постоянная называется яредьломь перем нной. Для выясненя понятйя о пре- 
дЪлЪ приводимъ слфдующе примры. 


: 1 
ПрРимърЪ 1. — Раземотримъ выражеше 1-- „>, въ которомъ букв 2 бу- 
Демъ послфдовательно давать цёлыя положательныя значеня: 1,2,3,....; тог- 
1 1 1 1 
да т будеть принимать величины: а, 1 та. 1-5... ... Поете- 


ненно уменьшающияся и приближающяся къ 1. 


= 491 == 


(лёд. 1 + будеть количество перем нное, приближающееся къ посто- 


ЯННОмМу числовому значеню — къ 1. 


1 
При этомъ, разность между перемфннымь 1--- и постоянным 1 выра- 
1 
жается дробью —, которая можеть быть сдёлана какъ угодно малою; въ самомъ 


Дл», желая, чтобы эта разность была меньше нужно только х — су 


вы 
100000? 
дать величину, большую 100000. 


Заключаемъ, что предфломъ перем нной 1 ++, въ данномъ случа%, будетъ 1. 


Слово предфлъ означаютъ буквами (0% (отъ оранц. слова #тйе — предфлъ), 
такъ — что можемъ предыдущ результатъ письменно выразить такъ: 


. 1 
ит (1----)=1. 
ПримърЪ П. — Разсмотримъ еще величину а, выраженную лишей АВ. 


РаздЪлимъ эту линю пополамъ, потомъ одну изъ половинъ еще пополамъ 
ит. д. до безконечности. Величина АВ будеть имфть два выражен!я: одно 


8 


7..2 
3 Е 


я 


Черт. 10. 
а — постоянное, другое 


+: ль Рая я ан 


состоящее изъ безконечнаго числа членовъ: это будетъ величина перемнная, 
увеличивающаяся съ возрастаемъ я, и все б0$6е и болёе приближающаяся 
къ а. Если взять въ этой сумм и пефвыхъ членовъ, то она будетъ меньше 


а . 
@ На т; ЧЁМЪ больше будетъь я, тфыъ эта разница будеть ближе къ нулю, 


р [2 [12 
никогда, однако, его не достигая. Итакъ а есть предфлъ перем нной Е 


..... При неограниченномъ увеличени п. 


189. Замфтимъ, что одного приближения перемфнной величины къ посто- 
внной еще недостаточно для того, чтобы постоянную принять за предфаъ лере- 
иЪиной: необходимо, чтобы разность между ними могла быть сд®лана какъ угод- 
но малою. Такъ, перодическая дробь 0,9898...., по м®рв увеличеня числа 
десятичныхь знаковъ, увеличивается, приближаясь къ 1, но1 не есть предёлть 
этой дроби, ибо разность между 1 и данною дробью, сколько-бы въ послЪдней 
5 Предфлъ данной дроби веть. | 

190. Выясняя поняме о предфлЪ, мы ветрьтились еъ особаго рода вели- 
чинами: перемфнными, им$ющими свойство неограниченно уменьшаться, приб- 
лижаясь къ нулю. Перемфнная величина, неограниченно приближающаяся къ 


ни взяли десятичныхъ знаковъ, всегда больше 


неее де-ь чи о с ВЫ 
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нулю и слфдовательно иифющая предЪломъ нуль, получаеть назване безконечно — 
малой, если ве разематривать въ соетояви близкомъ къ нулю. Такъ, разноеть 
между перем нною п ея предфломъ, когда перемфнная приближается къ своему 
предфлу, есть безконечно — малая величина. 

Нужно остерегаться см шивать понят!я — безконечно — малое и весьма малос: 
эти понят!я не имфютъ ничего общаго между собою. Назване весьма — малой 
примёняется къ постоянной величинф, настолько малой, что она ускользаетъ 
оть оцфнки ея нашими чувствами. Напротивъ, безконечно — малая, будучи су- 
щественно перемфнною, не имфетъ опредёленной величины, и сли. величина 
ея ни чЪчъ не связана съ нашими физическими средствами оцфнки величинъ. 
Сущность безконечно-малой заключается въ томъ, что она имфетъ свойство не- 
ограниченно уменьшаться, становясь какъ угодно близкою кь нулю. 

191. Безконечно — большюою величиною наз. такая перем нная, которая мо- 


жетъ быть сдёлана болфе всякой напередъ заданной величины, какъ бы пак, 
няя ни была велика. 


1 
Примфромъ безконечно — большой величины можеть служить дробь —, гдЪ 
ея 


1 
д безконечно малая величина. Въ самомъ дЖлф, — можеть быть ед%лана боль- 


ше всякой заданной величины: желая, напр., сд®лать эту дробь больше 100000, 
достаточно взять х меньше 0,00001. 

Поняте о безконечно — большой величин не сдфдуетъ сифшивать съ по- 
нятемь 0 весьма большой величин. Такъ, 1000000 верстъ веть величина вевь- 
ма большая, но не есть безконечно — большая, ибо можно задать величину, ко- 
торой она меньше. Назван!е весьма большой дается величин постоянной; на- 
противъ, безконечно — большая — есть величина существенно перемфнная. 

Не елфдуетъ также смфшивать понят!е о безконечно — большомъ съ абсо- 
лютною безконечностью, взятою въ обыкновенномъ смыслЪ. Абсолютная безко- 
нечность исключаеть всякую идею ограниченя и численнаго опредфлешя, и 
потому не можеть служить предметомъ математическаго изслдовашя. — 

192. Свойства безконечно - малыхъ, — 7. Сумма безконечно - малыхь, взя- 
тыхь в ораниченномь числъ, есть величина безконечно - малая. — 

Возьмемъ ® безконечно - малыхъ величинъ: ©, @,, @........@„; требуется 
доказать, что сумма ихъ можеть быть сд®лана меньше всякой преизвольно ма- 
лой величины ©. Такъ-какъ ©, а..... суть величины безконечно - малыя, то 


& 
каждая изъ нихъ можеть быть сдфлана меньше 5 › Поэтому имфемъ  рядъ 
неравенствъ: 


в 
И Сложивъ ихъ, найдемъ: 


аа, -|-.. „а, < 


« | “ 
< — ‹ такъ какъ — берется слагаемымъ и разъ; или 
$ т } 7 , 


она, --.-|-.....+% За. 


ди Итакъ, сумма о а, --....-|-, можеть быть сдблана меньше @, 
"и [и требуемое доказано. 


& 


< -—- 
*^п 


. м, 
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П. Разность двужь безконечно-малыть есть величина, безконечно-малая. 


Дъйствительно, если о, и а, суть величины безконечно - малыя, то умень- 


шивъ ©, на ©,, получимъ разность ©, — <, меньшую &«,, а потому и подавно 
безконечно - малую. 


Ш. Произведене нъсколькихь безконечно - малыжь, взятыхь вь отредь- 
ленномь чивль, есть величина, безконечно - малая. 


Возьмемь ж безкенечно-малыхъ: 9,0, @,,....,%, и докажемъ, что про- 
изведене ихъ можеть быть сдфлано меньше произвольно малаго количеста а. 
1,4, 9.,.....,@,, будучи безконечно - малыми, могутъ быть сдёланы мень- 
ше '/х; поэтому имфемъ: 


«, <'/& [ Перемноживъ эти неравенства, найдемъ: 


о, <'Иа | и и... М, 
а, Их $ ин в.а... .. < (У }: 

но, по опредфленю корня, ("/а }” — о, едбд. 
о,< У | бб ь а < а, 


970 и требовалось доказать. 


Сльдствте. Такъ-какъ степень есть произведеше равныхъ множителей, 
то изъ предыдущей теоремы прямо слфлуетъ, что степень съ конечнымъ ифлымъ 
положительнымь показателемъ безконечно-малой есть величина безконечно-малая. 


[У. Произведене безконечно- малой на величину конечную — безконенно 
мало. 


Пуеть «, — безконечно - малое, а я — конечное количество; доказать, что 
по, можеть быть едфлано меньше произвольно малаго количества х. Такъ какъ 


3 [73 
а, безконечно-мало, то всегда можно положить ©, <-„, откуда вт < >. м, 


или дих а. 


У. Частное оть раздъленя безконечно- малой величины на конечную 
есть безконечно - малая величина. 
Въь самомъ дфль, если ©, безконечно-мало, то веетда можно сдёлать 
[74 
9, < ма, гр п — конечно, а х — произвольно мало; а отеюда = < а. 
\Т. Корень съ конечнымь цълымь положительнымь показателемь изъ без- 
конечно-малой величины есть величина безконечно-малая. 
Сохраняя прежн:я обозначеня, имфемъ: ©, < а", ибо а, безконечно-мало: 
и 
- ей ув <“. 
а извлекая корень п-ой степени | изъ обЪихь частей, найдему У 


и 


193. Способъ находить постоянную величину, служащую предфломъ пере- 


мфиной, называется сяособомь предъловъ. Онъ основанъ на нижеслдующихь И + ть 
, ви”: р 


теоремахъ. 


194. Теорема 1. -— Исли постоянная величина К заключается 
между двумя перемънными ци д (т.е. если и < К < 9, илиц > К>5), 
разность которыль безконечно мала, то К служитз общимз предъломь 
перемльнныхь и и %. 

- 13 


т 


2 


м 


5 


# 
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Въ самомъ дёл%, такъ-какъ К заключается между е йо, то разности К — и 
и К— © численно меньше разности и —, т. в. безконечно - малой, а потому 
также безконечно - малы; отсюда, па осповаши опредфлешя предфла, завлючаемъ, 
что К служить общимь предфломъ перемённыхь и и 5. 

ПРИМЪРЪ. Окружность круга завлючается между периметрами правильныхь 
одноименныхь многоугольниковъ описаннаго и вписаннаго, разность между ко- 
торыми при неограниченномь ухвоенш числа сторонъ становитея безкопечно-ма- 
лою; заключаемъ, что окружность есть общий нредфлъ для обоихъ периметровъ. 


195. Текоркма ПЦ. Ес. перемьннал величина у заключается меж- 
ду перемънною и и ея предъломь К, то у импем тотз же предтль К. 


Въ гамомъ дл, К есть но уезомю предЪлъ перем ниой и, сл д. разность 
К — и есть величина безконечно малая; но ® заключается между жи К, елЪд. 


разность № —‹ численно меньше разности К — и, т. е. и подавно безконечно- 


мала, а потому В веть предфлъ перемфнной х. 


196. ТЕОРЕМА Ш. Если д6в1ь персмънныя величины п и у связа- 
ны между собою такь, что при вать измъненяхжь остаются равны 
между собою, или же разнятся одна отз друюй на безконечно-малую 
величину; если, притомь, одна \з5 нихъ стремится кз опредъленному 
предълу, то и друмая перемънная стремится кз тому же предтлу. 

Дъйствительно, пусть и о будетъ дв перемфнныя, разность между ко- 
торыми равна нулю или безконечно-мадой, тогда 

и—=о- 6, 
гдё 5 равно о или безкопечно мало; пусть, кромВ того, и стремится къ предф- 
лу К; тогда, по опредфленю предфла, можно положить 

и—=К-- =, 
тдЪ = безконечно-мало. Сравнивая оба выражен1я *, имфемъ 


о =К-Ь а, 


—К—=ё— 6. 


откуда 


Вторая часть равенства, какъ разность двухъ безконечио - малыхъ, безко- 
нечно-мала, слЪд. такова же и первая часть: значить о имфетъ предфломъ К — 
ту-же постоянную, что п м. 

197. ТеорЕмл Т\. Если двъ перемънныя ц и у импюту общий 
предъьль К, по всякая перемънная \, заключающая между п цу, имт- 
етз тот же предъьлз. 

Въ самомъ дфлф, еели К служитъ предЪломъ для в и, то 

и=К--б и э=К- Е, 
ТВ 0 и = безконечно-малы. Вычитая второе равенство изъ перваго, имфемъ: 
и—#=6— в, 
т. е. и —-т есть безконечно-малая величина. Но 6 заключается между и их, 


слЪд. разности м — т и —< численно меньше безконечно-малой $ — =, ао: 
тому также безконечно-малы. Значитъ, перемЪиныя и не — съ одной стороны, 
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пфио — съ другой, связаны между собою такъ, что разнятся между собою 
на безконечно-малую величину, а потому, по теор. Ш, заключаемъ, что о ни%- 
етъ тоть же предфлъ, что ии, т. е. К. 

198. ТЕОРЕМА \У. Предълё суммы конечназо числа перемънныхь 
равенъ суммъ ихё предьловз. 


Пусть имфемь и перемфнныхъ (гдЪ я — конечное число): 2,, %.,...,М», КО- 
торыхъ предЪлы соотвфтетвено равны: К, К.,....,К». По опредъленшю предфха 
пыБемъ: 


К, — м — а, { ЗАЪеь 01, 9, 9... . безконечно-малы. Складывая эти равен- 
К, —и, ==, | ства, находимъ: 
Кум = 0, < (К-НЮ-НК,-....НЮ) ни. ен) Но-Н... Ра. 
Вторая часть этого равенства, какъ сумма конечнаго числа 
К, — и, = в | безконечно-малыхъ, безконечно мала, слёд. равенство это по- 
казываетъ, что разность между постоянной К, |- К.--...-- К, и перемфиной 
и, |-и.-...-Нч, безконечно-мала, а слфд. по опредфленю предфла, посто- 
янная К, |-К,--...-- К, служить предфломъ перем иной м, Ри, ...-Ри,, 
и теорема доказана. 
199. Теорема УТ. Предълё суммы перемънной и постоянной ра- 
венз суммь постоянной и предъла перемънной. 
` Пусть перемфиная иметь предфль К; по опредфленю предфла имфемъ: 
и —К— а, гдф а — безконечно-малая величина. Прибавивъ и вычтя въ первой 
части постоянную а, найдемъ: (#-- а) — (К-- а) =. Это равенство показы- 
ваетъ, что разность между перем нною и --а и постоянною К-|-а безкопечно ма- 
ла, а потому К--а есть предфяь перемфнной и-Ра, и теорема доказана. 
200. Творвмлд УП. „.Предъль разности двутз перемънных равенъ 
разности ить предтьловз. 


Пусть перемфнныя #, и ®, имють предфлы К, и К,; по опред лен1ю пре- 
дла имфемъ: 


и — К, —=@, и %— К =а,, 
ГВ о, и а, безконечно-малы. Вычатая 2-е равенетво изъ 1-го, имфемь: 
(и, —и,) — (К, — К) == — 9%. 


Но а, — о, — величина безконечно - малая; отсюда, по опредёленю предф- 
ла, заключаем, что перемфнная #, —ж, имфеть предфломъ К, — К,, и теоре- 
ма доказана. 

201. Теоркмд УШ. Предъль разности между перемьнной и по- 
стояннсй равенз разности между предъломз перемънной и постоянною. 

Если перемфнная и имфеть преджломъь К, то, по опредфленшю предвла, 
и —КЫ— 4х, ГАВ « — безконечно-мало. Вычтя и придавь къ 1.й части равенства 
постоянную а, имфемь: (н —@) —(К—а)=. Этимъ равенствомъ и доказы- 
вается, что предфлъ величины “— а равень К— а. 

202. ТеорЕМА [Х. Поедъль произведензя конечных перемънныхь, 
взятых в$ конечномь числь, равенз произведеню ихъ предьловз. 

13* 
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Пусть дв первыённыя 12, и и, имВютъ предёлы К, и К»; въ такомъ слу- 


чав: в, Ка, и м, =К, | а,, ГВ 9, и ©, безконечно-малы. Шеремножая 
оба равенства, имфемъ 


ии, — (КН а,)(Кы - а) = К.К и. Кь - о». К, - 0.9%. 
Произведен1я с,.К, и 2,.К,, въ силу пункта [№ $192, а ®,.а,— въ силу 
п. Ш того же &, безконечно-малы, а потому послёднее равенство показывает, 
что перемфнная #,.м, разнится безконечно-мало отъ постоянной К,К,, ел. эта 
постоянная и есть предфль перем нной м... 

Теорема справедлива для сколькихъ угодно множителей; это можно доказать, 
разематривая произведене нЪфеколькихъ перемфнныхъ какъ одну перемённую и 
прилагая сюда теорему о двухъ перем нныхъ. Такимъ образомъ найдемъ: 
пред. (м, мьизм.) = пред. (в \м.). пред. и, = пред. (чм). пред. и. пред. м; == 

пред, +... пред. м. пред. и.. пред. м. 


203. ТЕОРЕМА Х. Предъль произведензя перемънной на посто- 
янную равенз произведензю этой постоянной на предьль перемънной. 

Пусть и есть перемЪнная, предфлъ которой = К, и а — данная постоянная. 

По опредфжен!ю предфла имфемъь х=К-|- а, гдф а — безконечно-мало. По- 
множивъ 0бЪ части равенства на а, получамъ: ч.а—К.а--«.а; но ха веть 
величина безконечно-малая ($192, Г\№), ел. Ка разнится безконечно-мало отъ иа, 
а потому пред. (на) =К.а, и теорема доказана. 

204. ТЕорвмд ХГ. Если 06% перемънныя при всъхь своить мз- 
мънешять сохраняютз постоянное, конечное, отнощене, то и предъ- 
лы итё имъютз то-же самое отношене. 


Пусть #, и и, двф перемнныя, отношене которыхъ всегда остается равнымъ 
4 
постоянному т, т. е. 5—1. Отоюда: и, ==и,.т; но по предыдущей теорем: 
пред. (и!) 
пред. (и) 
205. ТЕОРЕМл ХП. Предьля отношеная двухз конечныхь перемя- 
ных п, и и, равенз отношеню ить предъловз К, и К, 


пред. (+) = х пред. (и,), откуда: —=, и теорема доказана. 


Пуеть д, отв * — И те Ш 
у = ‚ откуда и, —и,.2. Изъ этого равенства, на оси. теор. 


$196 п теор. 1Х$202 имфемъ: пред. (и,) = пред. (*.). пред. (2), а отеюда, 
раздфливъ 06 чаети на пред. (м,), получимъ пред. м) — пред. (2) или = 


пред. (1) 
пред. (1). 


р 


206. ТворРЕМА ХШ. ИПредъль частнаю отз раздъленя перемн- 


н0й на конечную постоянную равенз частному отз раздълензя предъла 
перемьнной на эту постоянную. 


Пусть предёль перемВнной и равенъ К, а постоянная =. Положамъ 


ы =, откуда и — т, тАВ х — перемфнная. Шо теор. Ш $196 и теор. Х 
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$203 имфемъ пред. (м) или К-=. пред. (2), откуда пред. (2) = Е пли 
ии К 
пред. (5) ===, что и требовалось доказать. 


207. ТЕорРЕмА ХГУ. Предъль частнало отз раздъленя конечной 
постоянной на конечную перемънную равенз частному отз раздъленя 
этой постоянной на предъль перемънной. 

Пусть данная постоянная —а, перем нная = #, и пусть =, ГВ х 
перемфнная; отеюда а=—их. Пусть пред. (и) =К, а пред. (2) =; по опре- 
дЪленю предфла: и=К-=а, == В, гдВ х и В — безконечно-малы. Пере- 
множая эти равенетва, имЪемъ: .х = (К == а)(Ь-= 3) =КЬ == [а -=КВ == ов. Тря 
послёдн!е члена, представляя алгебраическую сумму безконечно малыхъ, могутъ 
давать въ результат или безконечно-малую или нуль. Въ первомъ случа вто- 
рая часть была-бы перемфнная величина, а этого не можетъ быть, потому-что 
первая чаеть (их) равна постоянной а; сл$довательно -= [4х == КВ == «8 обращает- 
ся въ ноль, а потому ил =К.Г, или замфняя 1х равной ей величиной а, на- 


ходвмъ: а=К.Ь, откуда =, что и треб. доказать. 


208. Творвмд ХУ. Предъьль степени перемънной равень той же 
степени предъла этой перемьънной, полая показатель цълымь и 
положительным числома. 

Пусть м" есть данная степень; при ® цфломъ положительномъ она пред- 
ставляеть произведеше тж перемённыхъь множителей и.и....1; если пред. 
(и) =\, то по теор. 1Х $ 202 имфемъ: пред. (ми....%)=8.6....В, ищи 
пред. (м”) =”. 

209. ТЕеорЕМА ХУТ. Предъл корня с5 цълымз положительнымз 
показителемь изз перемьнной равенз корню тою же порядка изь пре- 
дъла этой перемънной. 

Пусть имфемъ пу, ГБ и — перемфнное и м — цёлое положительное чи- 
сло. Замйтивъ, что и = ("/и)", но предыдущей теорем® инфюемъ: пред. (и) = 
[пред. ("/№ )*; извлекая изъ обфихъ частей корень #и- к порядка т 


пред. ("Ум ) = "пред. (и). х ви _ 


что и требовалось доказать. 


Распространен1е основныхъ законовъ на Е числа, 


210. Такь какъ несоизмфримыя числа суть тащя, которыхъ величина не 
можеть быть опредфлена точно, то ихъ выражаютъ оеобыми зпаками или сим- 
волами, какъ т, /2 ит. и. 

Всякое несоизмьримое число есть предъль, къ которому стремится нт- 
которое перемюнное десятичное число, которало десятичные знаки, 65 не- 
отраниченномь числь, сльъдують опредьленному закону (только не закону пе- 
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родичностя, ибо въ этомъ случаф предфломъ десятичнаго числа, какъ доказы- 
вается въ арпеметик®, служить соизыёрамая дробь). 


Въ самомъ д81%, пусть будеть Г — нфкоторая ливя, несоизиФримая съ 
единицею Л. Нанеся Х на Г, столько разъ, сколько возможно, мы разобьемъ Ё 
па дв чаети: одна изъ нихъ А будетъ равна, напр., а разъ взятой ^, дру- 


* 
гая Г, будеть <^. Нанеся тб Столько разъ, сколько возможно, па ,, мы 
^ 
разложинъ [, на двЪ части: ода изъ нихъ А, будеть равна а, разъ тс» Ару- 
у с ^ 
тая [, — меньше о Повторяя эту операщю, нанесемъ 100 Ва Г., получимъ 
А, =а, разъ -^ В ^ т 
ты 


Десятичное число а, ва, а... ...а, пмфетъ предфломъ мфру лини 
Т. Въ самомъ дфаф, разность Г — (А, -РА,-|-.. .--А,) равна Г: слЖд, 


Х . 
она меньше 10" . Но 10% стремится къ нулю при неограниченпомъ возрасташи 


и, слёд. Г есть предфлъ суммы А, + А,--. ..--А», когда ю неограниченно 
возрастаетъ.—Съ другой стороны, длины А, А,, А.,. ..,А, имфють м%фра- 


. а @ @» * ° 
МИ: а, 10’ 10° о 107’ сльд. сумма этихъ дДлипъ имфеть м ро десятич- 


ное число а, а а... .а,. Предфлъ суммы АА --. ..-А,, когда п 
неограниченно возрастаетъ, т. е. [, имфетъ, елфд., м6рою предфлъ этого деся- 
тичнаго числа, когда * увеличивается неограниченно. 


Отеюда слФдуетъ, что всегда имфются два десятичныя числа, разпящяея 

1 : 
между собою менфе чФуъ на т’ Закаючающия между собою опредфлевное не- 
соизмфримое число: это несоизмВримое число бухеть общимъ предфломъ сказан- 


о 1 
ныхъ приближен! до 10" Ио недостатку и по избытку, при пеограниченномъ 
увеличеши я. 


Совершая дЪйств1я вадъ несоизя®римыми числами, пеобходимо дать этамъ дЪй- 
стыямъ опредъленя, пбо точный смыедъ дЪйствЙ извфетенъ только въ отношени 
соизмримыхъ чиселъ. Достаточпо дать опредфленя сложешя и умножен1я; за 
обратными дёйств ями мы сохранимъ ихъ общёя опредфлешя. 


21. Опредфлене суммы. Пусть требуется опредфлить, что слФдуеть разу- 
МФТЬ ПОДЪ суммою несоизмюримыхь чисель пн У . 


Взявъ Е В ИЕ 
ЯВЪ ИХЪ приближенныя величины точпыя До Тб’ 100 1000’ 
по недостатку и избытку, получимъ: 
31<=< 3.2 = 18 
3,14 <=< 3,15 1,73 < 3 < 1,14 
3,141 <=< 3,142 1,732 < /3 < 1,133 


Со ИИ ЗОВИ ЗИК ЗОВИК ЗОВИ К 
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Отсюда, взявъ суммы, найдемъ два ряда: (А) и (В): 


| т 3,2 -|- 18 | 
| ЗЧ 1.73 ЗБ 114 | 
(Зла --1т32 3142-51133 Г (В) 


| И ЗС еее аа 
ео Ея 2] 


Суммы группы (А) идуть постоянно увелячиваясь, но веегда оставаясь конеч- 
ными, ибо ихъ елагаемыя конечны; елёд. эти суммы стремятся къ нФкоторому 
предълу. Суммы групны (В) идутъ уменьшаясь, но оставаясь конечными, ибо 
ихъ слагаемыя конечны; слфдовательно суммы и этой группы стремятея къ 
опредфленному предфлу. Каковы же эти предфлы? Взявъ разность двухъ суммъ 


Га 


а 2. 
въ группахъ (А) п (В), соотвЪтетвующихъь приближеню то’ ваходимь, что 


эта разность равна сли. при неограначенномъ возрастави я, она стре- 


2 . 
и 
мится къ нулю. Это значить, что оба сказанные предфла равны. Этот» общий 
предльль 1рупть (В) и (В) и называють суммою несоизмпримыть п и \/3 и изо- 
бражають ее въ видь «4-3. 


212. Свойства суммы. [. Сумма двухь несоизмьримыхь чисель не изм- 
няется оть перемьъны порядка слалаемыль. 


По опредфлению сумны несоизмфримыхь чисель имфемъ 
®-- /2 = пред. («-- 5), 


называя бужвою а- приближенную величину числа т, а буквою 5 — числа \/2; 
точно также 


== пред. (6- п. 


Но приближешя ан Б суть числа соизмфримыя, слЪд. по теор. И $ 15, 
а-- 6 всегда равно $ -- а; если же перемфнныя величины при своихъ измфне- 
мяхъ остаются равными, то по теор. Ш $ 196 и предфлы ихъ равны; елфд. 


+=. 
П. Придать сумму двухь соизмъримыхжь чисель — все равно что при- 
дать посльдовательно каждое изъ нихь. 


По опредфленю суммы несоизмрямыхъ чиселъ имфемъ: 
У5-- {&-НУ2 ) = пред. [«-- (© с], 
ТАБ а, В и с суть приближенныя величины чиселу: /5, ли. 
Точно такъ же 
УБ-Е=-Е Уб=иреи. (5-е); 
но, какъ а, фи с воизмфримы, то всегда 


ат (те =а-Ны- с; 


— 900 — 
пред яы-же равныхъ перемфнныхъ равны, сл. 
М-Н (и /2)=У5 + = 2. 
213. Опредфлене произведемя. Опреджлимъ произведее п Х УЗ. Для это- 
. ь = 11 
то составимъ произведешя приближен чисель с и УЗ, точныхъ [о 10’ 100 › 
55’ ..... 0 недостатку, а также по избытку; такимъ образомъ полу- 
чимъ двЪф группы произведений: 


[ 31х17 3,2 Х 1,8 \ 
| 3.14 Х 1/73 3.15% 1,14 | 

(А) ДзлмЕх 782 3.142 х 1733 (В) 
о Е 
и В 


Произведен!я группы (А) постепенно увеличиваютея; но, оставаясь конеч- 
ными, стремятся къ нЪфкоторому предълу. Пройзведеня группы (В) идутъ умень- 
шаясь, но какъ онф остаются конечными, то приближаются также въ в%кото- 
рому предфлу. Докажемъ, что предфлъ обоихъ произведен!й оданъ и тоть же. 


>- - 1 
Въ самомъ дЪлё, взявъ для ти 3 приближешя, точныя до то" Найдемъ 


Перемножая, получимъ: 


2 и @+0 „ОР 


10" ^^ 10" 10° 107 


Разность между этими приближенными произведенями равна 


1 


1 га ъ 
та" я) -- 102" ° ы 


1 : 
Членъ | сз’ По ирь неограниченнаго возрасташя я, стремится иъ нулю, 


а Ь 5% 
сумма „-- по» стремится къ «--/З ‚т. в. остается конечною, иножитель- 


ь 1: а [и 
Же („ Стревитея иъ нулю, а потому произведене т о т) стремитея 
х ‘ 


къ нулю. Итакъ разность между перемфнными приближенными произведенями 
стремится къ нулю, а слЬд. сказавные предфлы равны. 


Этоть общий предъль рядовь А в В и называють произведетемь т 


на \/3. 


214. Свойства произведемя. |. Произведене двухъ несоизмюримыхь чисель 
не измьняетея оть перемьны мъеть сомножителей. 


— 201 — 


Въ самонъ да, но опредфленю произведеня несоизмримыхь чиселъ, 
имфемъ: 


т./З == пред. (2.5) и \/2.к=ирк. (6.а) 
745 а пб соизыримыя приближенйя чисель тн \/2. Но по свойству произведе- 


мя соизмфримыхъ чисеть всегда аб ==0а; сл. и предфлы этихъ перемённыхъ 
равны, т. е. . 


п. / 2 = 2. п. 
Ц. Чтобы умножить на произведене двулъ множителей, достолточно 
умножить послъдовательно на каждый изь ниль. . 


Въ самомъ дЪлЪ, по опредфленю ($ 213), имжемъ: 
У5.(=/2 ) == пред. [@ {6с)]; 
и также У5: п./З = пред. (26). 


Но, а, Бис сеизмБримы; слЪд. а(65е) == абс, а потому и предфлы этихъ 
перем$нныхъ равны, т. е, 


Уз (тУ3 )= б.п. /2: 


Ш. Вь произведении сколькихь уюдно несоизмтримыть множителей мож- 
но какь уюдно измьнять порядокь изъ. 


Докажемъ сперва, что можно измёнить порядокъ двухъ посл®днихъ. Пусть 
а есть произведеше вс®хъ множителей, за исключенемъ двухъ послфднихь: /2 
и у5. Полное произведен!е будетъ 
а. /2. У, 
или, въ силу пункта П, 
а. (УЗ. /5}; 
по, въ силу п. [, это выражене = 
а. (У ы У2) , 


а, на осн. п. П, это произведен!е равно 
а. \/5. УЗ. 
Итакъ: а. / 2. /5—= аб. 2, 


т. е. можно измёнить порящокъ двухъ послфднихъь множителей. 


Отсюда слфдуетъ, что можно изыЪивть порядокъ всякихъ двухъ омежныхь 
множителей, ибо ихъ можно разсматривать послёднами въ произведени, состав- 
ленномъ изъ нихъ и имъ предшествующихъ. 


Мзъ этого сл6луетъ, что переставляя посл®довательно смежные сомпожите- 
ли, можно каждый изъ нихъ помфетить на какомъ угодно мфстф произведевя. 
СлЪд. порядокъ сомножателей не вляетъ на величину произведеня. 


У. Чтобы умножить данное число на сумму двухь нессизмтуимыть чи- 
сель, нужно умножить ею на каждое слалаемое отдтъльно и результатия сло- 
жить. | 
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Въ самомъ дфлЪ, по опредфленямъ. пмфемь 
М5 .(®-- УЗ) = пред. [а(6 -{- «|; 
съ другой стороны: 
М5. =-Е У5 -/2 == пред. [46 -|- ас] = пред. [а(6-- с)]. 


Сльдовательно 


№. («4/5 )=/5.=-- 5.8. 


Итакъ, вообще, основные законы ДЪйствЙ, доказанные для соизыримыхт, 
чиселъ, распространяются и на несоизыфримыя. 


ГУТАВА >. 
06ъ прращональныхъ выраженяхт. 


Пропехожден1е иррацопальлыхь выражен. — Преобразоване нхь и дЪйстея надъ 
ними, — Ирращональныя дробр. — Прим$ры. — Задачи. 


215. Происхождеше иррашональныхъ выраженй. — Дфйстве пзвлеченя кор- 
ня изъ алгебраическихъь выражен не всегда возможно. Такъ, когда показатель 
подкореннаго количества не дЪлитея на показателя корня, то пзвлечене кория 
МОЖНО ТОЛЬКО обозначить, но нельзя выполнить на самомъ дфлЪ, папр. ат 
Ух ит, д. Точно также, корень изъ многочлена, не представляющаго точной 
степени, пе можеть быть извлеченъ, а потому его только обозначаютъ при по- 
мощи знака / ; примфромъ можеть служить /а*--5*. Подобнаго рода выра- 
женя, которыя неизя призести къ рацбональному виду, называют» ирра- 
ональными, также радикальными пли коренными. 

Не слфдуеть смБшивать ирращональныхь выраженй съ песоизм®римыми 
числами: пррацюнальное выражен!е можеть представлять и соизмфримыя и пе, 
воизифримыя числа, смотря по числовому значеню входящихъ въ него буквъ. 
Такъ, /з предетавляеть соизифримое число 3 при = 9, и несоизм®римое чиело 
УТ при а=7; точно также, Уа*-- 5” представляетъ сопзмримое число 5 при 
а=3 и 6—4, и несоизм®римое число /5 при а=1 и =. 


Впослдетви мы увидинъ, что /А иметь т различныхь значешй, имф- 
ющихъ одну и ту-же абсолютную величину; въ этой главЪ$ мы изучимъ пре- 
образован!в корней, ограничивалеь раземотрьшемъ ихъ абсолютныхъ зпаченй. 


216. Преобразовене ирращональныхь выраженй помощю выведеня множи- 
телей изъ подъ знака корня и введемя множителей подъ коренной знакъ. 


Г. Ели в5 выражеми "/А подкоренное количество А разлелается на та- 
ке 9ва множителя, изь которыть одинь предетавляеть точную степень съ 
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показателем, равным показателю корня, то этоть множитель — извлече- 
немь изь нею корня — можсть быть вынесень изъ - под знака корня. 


Пусть А=?Р"х 0, гиф 0 уже не есть точная он-ая степерь; въ такомъ 
случаЪ 


МА ="/Р".4; 


примфняя правило извлечешя корня изъ произведен!я, и замфчая, что ЕТ, 
найцемъ: 


МА = "УР х 9="УР" х "У =Рх "4. 
Примъры. — 1. Упростить, выведенемъ множителя изъ - подъ знака кор- 
ня, выражеше \/50а*5®°. 


Подкоренное количество разлагается на два множителя 25401 х 24, изъ 
поторыхъ первый есть квадратъ 5а'Ъ5; сл®д. 


Ма" = / 256 х 2а = / (590): х За ==540°. /2а. 


2. Подобнымъ же образомъ получимъ: 


198 аи 5186? — Уб4аля х 2а2с? —= УЧа0*)з.Заяс* — 4а1ф\. У ас». 


3. Точно такимъ-же те 


ат 3 __ 6 3 
у== сквх — а' :\/о6. 
4. Убе Руа уз) ка уз) = Уа-уЖая НА) ау) = 
3 Е ет ——_— 
Уе-- у) (а у") (#9) = («+ (+) Уз —у. 
5 у и оч _ 353 ая м 
ыы С"'аттчл — стат тт а —ит у а. 
П. Если передь радикаломъ находится множитель, то этоть множитель 


можно внести п0дь знакъ корня, в0звысивь во степенъ, изображаемую пока- 
затглемь корня. 


Требуется доказать, что РД =="/Р=.( 


Замфтивъ, что Р"/Р", п что, по правилу извлечешя корня изъ вроизве- 
дешя ($125): "/А.В =="УА х "/В’, откуда обратно: "/А .”/В ="У/АВ, имфемъ: 


Рх "учу" х = УР" х 0: 
требуемое, такимЪъ образомъ, доказано. 


ПрРимъРЫы, — Сифлать виесен!е мпожителей подъ знаку, корпя въ примфрахъ: 


1. (@—5). == М ава = ии 


. 


#9. . (#2 у) о (Ув ЕКА п - 
ея = — 2 — ЕЯ (#- у) Хе) = \/ 2—9". 
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ДЪйетв!я надъ иррацюнальными выраженями. 


211. Подобныя ипрашюональныя выражен; ихъ приведене. — Два иррама- 
оналныя выраженя называются подобными, если у нить показатели корня 
и подкорснныл выражешя одинаковы; такъ напр. 25 /ае и— З2/ас суть ир- 
рац. выражен!я подобныя; а 2/762с и /Зас — неподобны. — Иногда корни, кажу- 
щ!еся на первый взглядъ не — подобными, могутъ быть приведены къ виду но- 
добныхъ ирращональныхь выражен: для этого ихъ нужно упростить, сдфлавъ, 
гдЪ возможно, вынесен!е множителей пзъ-подъ знака корня. Напр. выражешя 
У27ал а п 27°, имЪюпИя одинаковыхъ показателей корня, но неодинаковыя 
подкоренныя количества, кажутся съ перваго раза не-подобными; но едёлавъ въ 
пихъ вынесен!е изъ подъ знака корня, приведемъ ихъ къ виду 


Зат/Зж п Заж/Зх, — 


подобныхь выраженй. Множители 347% и 2а2 при радикалахъ называются 


- коэффийентами. 


Соединенте нтсколькихь подобныхь иррамональныхь выраженай в одно 
называется иль приведещемь. ДЪйстве это состоитъ въ томъ, что коэофищенты 
подобныхъ иррац. выражен заключаютъ въ скобки, къ которымъ и припи- 
сываютъ множителемъ обнй корень. Примфры: 


1. Выражене: /27442* — /12а2 —- /75а^х приводится къ 
За?о/3 2 — Зах? За -- Ба“; 
вынося въ немъ общйй корень и а за екобки, получимъ: 
(Зах — 2214 5аа/Зх. 
Ц. Сдфлать праведене въ выражении 
У103-|- /20у — /5у + 40° — /З0у. 
Вынесешемь множителей изъ-подъ радикаловъ выражеше приводится къ виду 
2\/105 -- 2 /Зу — Убу + 22/102 — 4; 
приведя подобные члены, получимъ 
32/105 — 3/5у. 

218. Сложене и вычитане. — При сложени иррац. выраженй ихъ пишутъ 
радомъ съ тфми знаками, каке они имфютъ; при вычитан1и же приписываютъ къ 
уменьшаемому члены вычитаемаго съ обратными знаками; затЪмъ члены суммы 


или разности приводятъь къ простёйшему виду, и, если окажутея въ числф ихъ 
подобные члены, дфлаютъ приведене. 


О з [2 128. 8 
ПРИМЪФРЫ. [. {Уза--\/ ув) + (- Зо а \ 
= т = 8 [23 128 *[.3 
= УБа-НА/ УЗО — нове +6 
РАЮ в 8 [1 64 ТТ 
УТ х3 - ка ив као ка 72 


— 505 = 


ЗУ у 5 УЗ 


ЗЕ... 3 К, 3 6 3 5 3 Е. 3 РНС 
И. (ое И [тт у" обе 


зу а. ь == 
— тзиз\/ ый + ар ст п\/" у Е яву 


27373 


__ 4983 — ти? ея ЗА з т. 723 Зтй?з 
— ти уу ть 8_ — далдия УБу- 5 У5у ии: Убу 


= — а. 
= эму -- Зии?У5у — ати УБу-- ее — Бу — — ти? Убу. 


219. Уиножене. — Въ 6125 было доказано, что 
А.В. —/А УВ; 
написавъ это равенство въ обратномъ порядк®, найдемъ: 
МА х УВ х/б = "/А.В.6; 
Отсюда правило: чтобы перемножить нъсколько иррац. выражен оди- 
наковало порядка, надо перенножить подрадикальныя количества и изь про- 


изведенвя извлечь корень тою-же порядка. 
ПрРимФРы. 1. /2алуй х /бай2у3 — /13алалут — 2а?жу/Зу. 
П. уаа-Е 2. /аб -- 6 = аз”) (6 52) = Уха 2) (а--е)/ьт. 
(а — 53) = У =. 


Ш. Уо у — в ху у 
Г. (а/а — уол/ая Зала? ) х ( — 6/ая ) = — ба/ат-- За /а8 — 
— 18/8 —- — ба? -- За? — 18°. 
220. Дфлеше.—Въ $126 было доказано, что 
"ГА А. 
в В 
Написавъ это равенетво въ обратномь порядкЪ, имфемъ: 
ЧА —. [А 
м _ у в_ 


Отсюда правило: чобы раздъмить одинь на друюй 9ва корня съ оди 
наковыми показателями, надо первое подрадикальное количество раздълить 


на второе, и изь частнояо извлечь корень тою же порядка. 
з 
дз. уе" — 9 Ш— \/ 
ПРиморы. Г. 14/947 ; 23/44 —7 ЕТ“ =7 Е 


а : У =; У —= Ум: =. 
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Ш... Са в/о -- а 2 аб /аф | 2а/а--та Ух 
ит а? /аб. | Зауа — 2-Е ть 
я | 
— 4а* /6-Р а% 


-= 40% Уаб-- 5 а 

За 1 46 уд 
8. 

2 


в 


0 
1) Вычиелеше 1-го члена частнаго: За! 34 /а: = ой У : За/а = 
З ау. 
2) Вычислене 2-го члена частнаго: — 49% Уаб :2а/а —= — 3“ В. 
3) Вычислене 3-го члена частнаго: 5 аъ: 23а /а = 5 аа" : 2а/а = 
я 


221. Возвышеше въ степень.—_ Пусть требуется "”/а* возвыеить въ р-ую сте- 


пень, гдф и, Ки р — цфлыя положительныя числа. Это значитъ—данный корень 
взать множителемъ р разъ; слёд. 


(Ук) "т/х Тк х Ча... ... (вебхъ нножитедей р); 
но, по правилу перемножен!я корней ($ 219), вторая часть равна 


Иак.а*. а... .. (фр разъ) = Да. 


(Ми = "ау. 
т. е. чтобы корень возвысить въ степень, нужно въ эту степень возвы- 


сить подрадикальное выражете, и изь результата извлечь корень даннало 
порядка. 


ПРИМЗРЫ: [. {24922 * — У(24уз 8 — Уз Зучез — уулу. 
И. (= Зак уе \/>. 
57 4/5 6251 4420 62510 у? 
222. Извлечеше норня.— Пусть: требуется извлечь корень 7-го порядка изъ 
УА; положим, что результатъ этого дфйствя будетъ т, т. е. что 


тыл — х 
т а 
Возвышая 06% части равенства въ степень % и замбчая, что извлечене 


корня 2-го порядка изъ \/А и возвышен!е результата въ 7-ую степень, какъ 
два противоноложныя дЁйств!я, взаимно уничтожаются, найдемъ: 


М А= =”. 


Нтакъ: 
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Возвышая 06% части этого равенства въ степень р, получимъ 
ВЕЕР: 
а извлекая изъ обфихъ частей корень порядка р, пайдемъ: ` 
АА —. 
Подетавивъ эту величну выФето 2 въ равепетво (1). получимъ: 


тг, —- 
МА =" ..... (2). 
Отсюда правило: чтобы извлечь корень изъ корня, нужно подкоренное 


количество оставить безь перемьны и извлечь изь него корень, которало по- 
казатель — произведению показателей данныть корней. 


Примзры. [. \/2а2? = УЗахж 


ПИ. Удак/аь* = Зая аб. 
Если равенство (2) прочесть въ обратномъ порядк®, то найдемъ, что извле- 
чеше корня, показатель котораго разлагается на множители, можно замфнить 


послфдовательнымъ извлеченемъ корней, которыхъ показатели равны этимъ 
множителямъ. Напр. 


1) 16а == Е” 

2) "/409базьия — У//Лоббаньая У бдеть" — УЗаяьия — За /бая, 

223. ТЕОРЕМА. Беличина корня не измънится, евли показатель 
подкореннаио количества и показатель корня помножить или раздь- 
лить на одно и тоже число. 

Мы видёли, что вели "\/а^ возвысить въ степень р, то получитея "/айе; 
извлекая изъ полученнаго выражен1я корень порядка р, на осн. $ 222 найдемъ 


"\/и?. Такъ какъ надъ выражешемъ "/а^ мы произвели два противоположныя 
ДЪйстыя, то величина его не измфнилась, а потому 


пак "Фив. 


Итакъ: 1) данное выражен!е можно замЪнить равнымъ ему: "^/а*Р, т. е. ве- 
личина прращональнаго выраженя не измфняется оть умноженя показателей 


корня и подкореннаго количества на одно и тоже число; 2) обратно, "^/а*Р ра- 


вепъ "\/а^, едёд. величина корня не измёнител отъ раздфленя показателей кор- 
ня и подкореннаго количества на одно и тоже число. 

Сльдствтя.— 1. На первомъ изъ этихъ свойствъ основано приведене ир- 
ращональныхь количествъ къ общему показателю корня. Для этого пужно со- 
ставить наим. кратное везхъ показателей корпей; оно и будеть общимъ показа- 
телемъ; поелфдей кЪлятъ на показателей каждаго корня и соотв тетвующими 
частными множатъ показатели корней и подкоренныхь количествъ. При этомъ 
мотутъ быть т$-же случаи, какъ и при приведени дробей къ общему знаменателю. 


1. Веф показатели корней числа взаимно первыя, напр. 
5/ Заз 


а, У2а5?, 9624 
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Общий показатель = 2 ЖЗХ 5 = 30; раздфливъ его поочередно на 2, на 
3 и на 5, множимъ показатели корней и подрадикальныхъ выраженй: перваго — 
на 15, втораго — на 10, третьяго на 6; найдемъ: 


а = Му. * 
Удава )е — 1 За) == 2. але.а6. 
5 Заз: 58 /" 348 р 
\=) —- \/( ==) 2601206. 
2. Одинъ изъ показателей — число кратное для остальныхъ, напр. 
Зла. к 1 9 19/4 
У2А, ЗАВ, УС. 
Общий показатель корня —12; имфемъ: 
15 — (9) — ба. 
Итаев = Уна "ААВ 
зв = УСз-кв =". 


*/С остается безъ переыёны 


3. Показатели корней имфють общихъ множителей; напр. 
Е С. УС 
Облый показатель — 180; получимъ: 
= ГА — уда ; УВВ — зувт, ч/б — м 8/6. 


Примъчанае. Правила, данныя въ $$ 219 и 220 для умножешя корней, 
относятся къ случаю корней съ одинаковыми показателями; если же показа- 
тели корней различны, то ихъ сначала приводаять къ общему показателю, а 
затЪмъ уже производятъ умножене и двлеше по упомянутымъ правпламъ. 


ПримфрРы.-—1[. Составить произведение: \/а53с Ж /а% х Уа*6Зеа. 
Приведя корни къ общему показателю 6, получимъ; 
У @1$3с8 х/б Х у 216% — 


Уафлзс5 — Ува Х а1фез — аз. У/айФсе. 


МафЗе - 
И. Составить частное т Приведя корни къ общему показателю , получим 
@ос 
6/ оз Е 
4/а363сз ре 6 236953 __ рот р 
Уаз6зся ая ас 


П. Вторая часть теоремы $ 223 даетъ возможность сокращать ирращональ- 
ныя выражен!я; для этого нужно показателя корня и показателей подкореннаго 
выражен!я раздёлить на ихъ общаго наиб. дфлителя. 


Такъ: уу — Удхуе "Ч ибтст — "/атбся; баб == /Забя. 
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Иррацональныя дроби. 


224. Когда числитель, или знаменатель, или оба — иррацюнальны, дробь 
называется иррашональною. Въ видахъ упрощешя вычисленй, пкроби съ зна- 
менателями ирращональными выгодно зам нять равными имъ дробями, но имфю- 


щими ращональные знаменатели. Такъ, если бы требовалоеь вычислить вели- 
чину дроби 


1 
"У У) 
то найдя /3 —1,733.... и /5 =1,412..., мы доажны-бы были раздблить 1 
па приближенное чиедо 0.320.... Но если умножимъ предварительно числителя 
и знаменателя дроби на УЗ -Р /2, то найдемъ 


#=у3 У, 
и простое сложене чиселъ 1,732.... и 1,412.... даетъ величину 5, 
& —=3,144..... 


Такимъ образомъ дЪйств!е дЪленя приведено къ простёйшему кВйетвю — 
сложеншо; другая выгода указаннаго преобразован!я состоитъ въ томъ, что най- 
денная дня 2 величина 3,144... допускаетъ непосредственное опредфлен!е пре- 
дВла погрЬшности, которая меньше 0,002, потому что каждое слагаемое оши- 
бочно менфе чфмъ на 0,001. 

Уничтожен1е иррацональности въ знаменателВ дроби возможно далеко не 
всегда, а лишь въ исключительных случаяхъ. Разсмотримъ главнфйш!е изъ нихъ. 

225. Укажемъ премы, которыми можно уничтожить ирращональноеть въ 
знаменателя, содержащемъ жиолько квадратные корни. 


а РАНИО 

1. Е Умножая числитель и знаменатель на \/с, получинъ 
а а ас 
с  5К/ к 
а — = 
2. —_—__.. Умножая числитель и знаменатель на \/6 — Ус, найдемъ: 
У + \ 
[72 


№) 4—4) ау). 


У уе МУ) М) ве 
3. о Унножая числ. и знам. на 7/6 -|- и/е, получим; 
о атс) ат пе). 
т\/Ъ — пе (тб) — (в т? — ис 


4.“ _. Ушножая числ. и знам. на \/5 -— /с — /Я, найдемъ: 
УБЕ Ус +8 а 


Ц 2) — «У У) 
У У -уа (М У + ув) ус —уа) (у а 
— 48 5—9). 

ь--с—а-- 25 ° 


14 
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ушножая оба члена этой дроби на 6-1 е—@—2\/5с, получимъ: 
о У бе 4—2) 
Ме -ЕУе +4 — (6-е — а) — 46 у 
Общий способъ исключеня изъ знаменателя квадратныхъ корней, каково 
бы ни-было ихъ число, заключается въ слфдующемъ. Если /й есть одинъ изъ 
радикаловъ, который мы хотимъ исключить, выносимъ его за скобки изъ вефхъ 
членовъ, его содержащихъ; знаменатель приметь видъ Р-Р 0\/%, тд Ри (— 
рацюнальныя или ирращональныя выражен!я, не содержания 6. Если теперь 
умножимъ оба члена дроби на Р— (/Ё, то новый знаменатель Р? — (№ уже 
не будеть содержать /Ё. Такъ какъ произведенное умножене не вводить но- 
выхъ радикаловъ, то очевидно, что примфняя указанный прёемъ посафдователь- 
но къ каждому изъ нихъ, мы исключимъ всф радикалы. 
Этоть именно способъ мы и принагали въ предыдущихь прим%рахъ; при- 
ложимъ его еще къ дроби, содержащей въ знаменател® пять радикаловъ: 


т 
Уа-НУь-Н уе + а -НУе. 
Умноживъ оба члена ея на \/а -- /6 -- /с -- /@ — Уе ‚ получимъ новый 
знаменатель, въ которомъ { есть ращюнальная часть: 
Г-- (Ув 5-Е Ув уе НУВ уе) -- (Уз + У --У Ма...... (1) 
Умножая оба члена полученной дроби на выражене, выведенное изъ (1) 


перем ною \/4 ва — \/, получимъ новый знаменатель, въ которомъ 9 предетав- 
яяетъ ращональную часть: 


оао аа УБ-4 [Г 26 — 2а)уа-- (Г-- а — за) 6 е....@). 
Помножая оба члена новой дроби на выражеше, выведенное изъ предыду- 


щаго перемвною /с на — /с, получимъ новый знаменатель, котораго ращюналь- 
ная часть обозначена буквою й, 


и -|- [З9(Е- 2с — 24а) — Зав ([-{ 2а — 2а)(Е-- 4% — 24) /аЪ аа (3) 
Умножая, наконець, оба члена послфдией дроби на выражене, выведенное 


изъ предыдущаго перемфною \/а6 на — \/а, и езначая числителя` новой дроби 
буквою А, найдемъ 


А . 
Я — [В9(Е-- 2е — 24) — 32 (Р-Р За — за) -- 26 — за)}р.а’ 
дробь, которой знаменатель ращоналенъ. 
Примъчене 1. — Взявъ, мапр., дробь 


1 
"Уи 
и примфняя къ ней указанный премъ, мы должны начать исключене съ боль- 
шаго корня, такъ какъ вычисленя при этомъ будуть проще. Умножая, по- 
этому, оба члена на /2-Р /3 — /5, найдемъ: 
„—У-ЕУ8—У5_. 
26° 
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Умножая оба члена этой дроби на /б, получимъ окончательно: 


__ \12 -- /18— /30 
ме 12 ° 


Примьчане П.-- Нердко можно значительно упрощать вычислен!я, поль- 
зуясь слФдующимъ замфчанемъ. 


Выражене /е -- /6-- Ус-Р /@, состоящее изъ четырехъ радякаловъ, раз- 


лагается на два множителя вида /А -- УВ, если числа а, 6, си 4 составляютъь 
кратную пропорщю. 
Въ самомъ дёлф, пусть напр. 


о г —#, откуда г = и =, иелёд. /а = Ис. и /б = ай. 


Знаменатель приметь видъ 
уе. МЕ-- Уа- МЕ -- Ув - Уд = Ус (1 -- УВ) НУ (АНУ) = (Ус -- УФ) а-ы/®) 
ши (НУ (уе). 


Примфнимъ это замфчан!е къ дроби 


— РЕНЕЕЕ: РИ —— 
= Ле ИБ Иа 


Такъ-какъ 10 х 21—15 х 14, то, согласно сказанному, найдемъ: 


Е 1 . 
А Е-УЗ ЕУТ 


умноживъ числ. и знам. на (/3— /2)(/7- /5), еразу уничтожинъ иррац- 
ональноеть въ знаменател®, и найдемъ: 


„УМУ. 
2 


226. Пусть знаменатель содержитъ только радикалы хубичные. 
А 3/— 3/5 . 
1. .——-—_—=. Положивъ: уа=х и Уб—у, имфемъ: а =, 6—3, 
Е У У =у д у 
Взявъ разложеше 23 -|- уз = (х--9)(2* —жу-- 9), и подетавивъ выфето 
д иу ихь величины, найдемъ: 
а =(Уа--УЪ )(/— У --У5), 
откуда видно, что оть умножешя знаменателя дроби на /*— /а5-- У5* онъ 
обращается въ ращональное выражен!е, равное &--5. Итакъ, умноживъ числ. 
и знам. на указанный триномъ, получимъ 
„Аа. 
ый во 
А 
2. ЕТ Подобнымъ же образомъ, пользуясь разложешемт: хз — уз— 
(# —у) (2 -- ху-- у), найдемъ: 
А___ _ А(/а -- У -- У) 
у аъ 
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мые 
Уа-- У --Ус 
ж--у- 2 — Злуг = (Ру) Ру 2 — жу — ла — че) 
1—=У/а,у=Уб ,2=Уе , найдемъ 
а-еь ре зуб = а УБЗ- Уе бу --УЯ — 105 — Уве — 965); 
отсюда, умноживъ чиелителя и знам. данной дроби на 
Уа*-- У" -- У — Уаб — Уае — Убе, 
А __ А(Уаа-- У -- уса — Уаб — Ус — У). 
Ча-Н\ь-Не — а-Рь-- с — 3\абе 
Еени абс есть точный кубъ, то преобравовае окончено: новый знамена- 


тель ращоналенъ; если же абс не есть точный кубъ, то предотавивъ знамена- 
тель Въ вид 


. Положивъ въ равенетвЪ 


найдемъ: 


У Р-Н с} — У27абс, 
приводимъ вопросъ къ предгдущему случаю. 
4. ыы еъ условемъ, что ео и Не трудно убфцить- 
Уа-+ У У уа ° Е. 
ся, что знаменатель можно представить въ видф произведевя двухъ множителей 


вида Уи -- Уо , и вопросъ приводится въ прим®ру 1. 
227. Еели знаменатель дроби есть сумма или разность двухъ радикалов 
какого угодно порядка, то ихъ можно привести къ общему показателю корня; 


такимъ образомъ знаменатель будеть вида”/а --: "/$. Отсюда два случая: 
= 
Е ЕЕ - Подоживъ "/д —2 и "бу, откуда а=а” и фу", 
и замфчая, — та воякомъ %-— четномъ, или нечетномъ, имфемъ: 
ат (р — Уи" у а" --....... Е зу" Ну"), 
подетавивъ сюда выЪсто хи у ихь величины, найденъ* 
а—6—({а —" (Чата "а --..... -- аб" т). 
Это равенство показываеть, что ебли числит. и знам. данной дроби помно- 
жимъ на "/а”-!-|- У -..... -- /ф”-1, то знаменатель обратится въ 
ращональное выражене а— 65; такимъ образомъ получимъ: 
А __ АСЧамя -- "атбаь -|- "ут --...... + "Ут 
аб &а—5 
А 
И. ти т: 
уе" 
четныхь степеней двухъ количеетвъ иёлится безъ остатка на сумиу первыхъ 
степеней, имфемъ: 


д" — у" = (#-- 9) (4"! — ту ати -- а — "1 
Подставляя сюда м а вмфето 2, и “ИБ вместо у, дадимъ равенству ВИДЪ: 


= (уд ут у у —..... М. 


. Если т—число четное, то замфчая, что разность одинаковыхъ 
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Отсюда вицно, что дяя уничтоженя пррашовальности въ знаменател® дроби 


при % четномъ, надо оба члена ея помножить на "а" — "/а”Ъ--.. 
— '/ф"-'. бдёлавъ это, найдемъ: 
А Аа —Пъ...... — /5-Г) 
а --\ь — `а—5 


Если з. — число нечетное, то припомнивъ, что сумма одинаковыхъ нечет- 
ныхъ степеней двухъ количествъ дфлитея на сумму первыхъ степеней, имфемъ 
равенство: 


д" у" — (в 9) (27 — Зуй — ....... -- у"); 
положивъ въ немъ 2="/а и у='"/, имфемъ: 
а —= ("а -- 5 (ат — тать ат —...... + 1). 


Отсюда слфдуетъ, что для уничтоженя иррацюональности въ знаменатель 
данной дроби, при т нечетномъ, надо оба ея члена умножить на ”\/а”-' —"/а”-4 


И 2 -- ”/б"-т; сдфаавъ это, найдемъ: 
А Ат — Пр ...... {+ /б=-г) 
Уа-+ = в а--5 
ПРИМ ЪРЪ. т 9. .Приводя корни къ общему показателю 6, полу- 
чимъ дробь 
1 
уа--уя 


Множитель, обращающий знаменатель въ выражене ращональное, въ дан- 
номъ случаЪ есть 


Уаз) — Уаз) -- Уаз) — Уаз) ь)*-- Уая6) + — /(6)°, наи 
Ма — ув. УЪ-- Уаз. У — ав -- /ву в — У. 
Умноживъ имъ числитель и знаменатель дроби получимъ: 


1 уму -тауа М в -Рувь уе зы 
Мау — 8—6? - 
228. Въ заключене этой главы приведемъ нфеколько примфровъ дфйствий 
надъ иррашональными выраженами. 


1. Провфрить нЕ 


Провфрка равенства двухъ данныхъ Е приводится къ провфрЕЪ 
равенства ихъ квадратовъ, т. е. что 


а-- /—6 г а /—ь — (@#—5) _ г 
РИ са РВ 2 ЕН Е в НУ, 


или что а Уб=а- у. 
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Но это равенство вфрно; сад. врно и предложенное. 
2. Упростить выражене: 
зе -- Узлу — 2, 
Уи Узуз — узлу — Уз 
Это выражен!е можно представить въ вид% 
Уз (Уз -- уу — 2 29) 
Ча УЕ уу (ув — 29). 
а уе. 
(Уз — уу) (Уя-- уз — Узу) 
или, по сокращения на /х — \/у: 
У (Уг—Уу) 
Се учуя—8)° 
т. в. в г— Ум. 
#-у 
3. Разложить на множители выражене: 
Уаз убнаа-- уоая — (Уна уечя - /а®9. 
Назвавъ это выражене буквою Р, Е посяфдовательно: 
р уаз — 08) + Усуи — 59) - Угу — 8) 
= (уз — ууу -- У) — ус — У 
= (я — Уз) {уя(у — Уз) — узум — У=)} 
= (у — УМ) — Ус) (У — У) 
229. Задачи. 
Ввести воэффищенты подъ знакъ радикала: 


3 5 3 
а Гб 1 [а ъ. 1 
т в 2. „5. 3. —у уз. 4. И 


6 — с, о | Е 
ба ос и ВО аа 2а5 — Зав 5 —2%-- с" 


5 (ая — 9) \/ и т 
А ат в з/у 


Вынести изъ-нодъ раднкала множителей, какихъ возможно, оставляя подъ радн- 


каломъ дфлыя выражен!я: 


6 уе”. 10... 
° №216 ° \ 1296 


ыы у — 32-32 — 1)21. зе * (9910 — 2526) 
: 512 ° \81(355— 52°) 
Я 3[ (428 — 96)8 \/ 32(1 7 1 
13. 3 : ПЕ 
22-33 \ 343(25 — 353) о [ т 3.“ 


15. 


19. 
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МЕ о ) . 25(63 — а8)* . И \/=" — 2ав ра. 
353 95 Ма - 2-х 


\/ а263с — ай 
416 — За 58. 


СОдфлать приведеше въ нримфрахъ: 


18. 
19. 
20. 


21. 
22. 
23. 


24. 


, Ее —: У — 9)" ея — 9) — 9) (ау УЕ к т 


25 


26. 


Та?\/358 — За/12ая6а -- 17/48 —5 75. 
13/24 —2 Утв — 3 54 +3. /384 . 


8/27а35& — баб \/аБз -Ё 8а963,/48а — т 


у - у — 3256 965 --А НЕ | 
ув 45 — [2 0,5 Е 5. 


3 —— ЭГ 
2 645 -- 5 [Не в/в 63 -а 40,5 О Реы 
ы 125 
ГЕИ 4.2 % 
г Мова — 2 8062 УТ — ыы г 


(25—31 


— (&— —. 
(#9) 


и [ЕЕ ЕВА У "ЕЕ 


Перемножить радикальныя выражен!я: 


27. 


(2/8--3У5—7\/2)(/72 —5 /50—2\/3). 


0,3/— 0,433. 


— УЗабсза. 


а)@-+9. 


28. ба убей уза-ЕУбая, 29. ((^/=— ая) 4 /з— 8/2). 
Ув а-Еъ. м -Ра. 31. Уве -ае-- 6. уа-с . Уо-с. 


©> 


© 


6. 


7. 


:[ УЕ ой = — Ат. 


вт "ры 1 | м-в 
. Е и А а | 


АУУ 


АЛ бдв — седая -6д1/927).0 5. 


{2 --[6-НУ 2 (Уф 1-9 УЗ + 34/2 — 1). 
{аа (6—2 — Пе 9-Е Уз — 32/2 —1)}. 


‚ а) Уа)/е-+-Уа-—-УЪ)Уа-- 5-2.) 
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Сдфлать дфлеше въ слфдующихь примфрахъ: 
38. Ма - 6: /ай-Е аб. 39. (12/13 — 1355) : (2/3 — \/45). 
40. (а? — 9) у — 923: (а-- Ули -- 35). 
41. 12 аъ Раз: (а Буа — 6-9 


42. \/ и: Я 43. а — 459): (Уа— 15) 
аа. [уча (мч (батя) - 
45. Е а ыы ие \/ ее 9-9", 


220 з/-5__ айру °[0#] 1 [9 а) 
я Мб: (2Уы- =Ун-\/з) 


Возвышен1е радикаловь въ ‘степень: 


46. (У /атся ат. (2—5). 48. Ор — з а /18=)%. 


49. (2/ая — у -- пу. 


Извлечензе корня изъ радикаловъ: 


50. Улозубават. в. Утекай к о Уия к тит ел. 


52. ушеуая, 53. Уа/аа. 54. Мути 
|. ИИ" етпеесетисиииесжиии ю [У пп 
55. У Ув УазЬ5. 56. тля тат /тът, ии. 


Приведен! къ общему показателю корвя. р 
ЗГ- 4 о Ге’ = зу бо. 
1 5 3 И ЗЫ 58 \/2 , 
эт. Уз Уз: М 58. ле уз: У У 
а 5 37 бо 5. р 
2. ‚|. |а. т. у У" 
59. 2 И; во. к М Уя 
и. РЕ, ДЕ, Я. пе 
Е Ё \ &— т ( о (#—1}* 
РНЕ (#— т 9(ж— 13 
63. /22; /3&—1)е У — 9). 64. м Во — р, ое ы 


Выполнить увазанныя дфйствя въ примфрахъ: 


65. (2/10-- 3/2 — 45/5) . У10. 66. (/5—2\/15-- /9). 
67. (Уаз \/ = я аа 3) Маз. 68. (а\/бз — 5/8 — 2/8, 


т м 
а? р р Е 
69. \/" :\/=° 70. (Зтии/ в -Е 4 /т): бит. 
71. (8 — Заз — ау -- 35/5) : (/а— 5): 
72. (Уя— Тожу -- 9). 
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Разложить на множители выраженя: 


73. а Уа5-- Уас. 74. /а5зсз | Уаяьзс -- Уазьсз. 
75. Уаз -- 246 Е /абз. 76. ра у— ай. 


77. (а—® — /ае — 25а. 78. (а —во)/ве--(6— ас) уас-- (саб) у. 
79. («НР е)уае — (ве 4 са аъ). 


Опредфлить множитель, обращаюнщий каждое изъ слфдующихь выражен въ ра- 
цональное: 


80. т/а—\/5; | 81. ат /ъ—/в Ма убуе. 
82. а--УЗ--Ус-+/ а Уз-ЕУз—Ус-- И — 88. а /в а—Уь 


Знаменатели слФдующихь дробей едфлать ращональными: 


$ У2 7/2 —4У3 8—5. 
84. 5 увив ` 85. УзУв— а’ 86. 120 —Ив-Уэ 
15 21 -—@— 3/1 — © 
87 зат —8 о ИЕ 
ут — уф 1 — 1-1 ыы Ни 
утрату еуя т" уз Пу 


1 2? =. 
о 38 ря" я’ 8 оу 


у 1 
А 5 — Чай ` * 5 рые — аи 8 
1 
е НЗ т = утв 100. У узУв, 


Провфрка равенства: 


зол, Ув уу = ФБ Е 
102. УЗЕУ УЕ У, а ЕЕ 


а-- у —5 а уя—м 4 


: а— —м а а -— а 
104. \/ = ме \/м= УЕ. 
2+ Уз 2—3 _ 


165. уаз уфе. 


а р. 
$ _ 1 
106. 2 МА 42. ВИ 
4 2—2? а 22 
"Та 


107. (/=- У) * .(уз-- Уаз = (+ ад зада а) + ЗУ (У «НУ а). 
(У=-НУа. 
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р я в 9 
108. Упроегить \/ + у: +\/* 20 \ . 
у 


г - _Уас_ 
а 
с 2 — 23-28 — (а--Бз-- 46 
В — 2-2 — (а-Роз-Рас 
зу ау бу ау уу 
уу 
— 8 - (8—1 уяй—4—2 


п о 7? —4-2 


109. Упроетить 


110. Упростить 


111. Упростить 


112. Упростить ^ 


113. Доказать, что триномъ 22? -|- 95 -|-с обращается въ ноль при 


= ГТУ 2с 
Же ОУ — 4ае, а также при м — =. 
24 — 6-1 /8 — 4 


114. Довазать, что триномъ 2\-|- ра? -|- 4 обращается въ ноль при 


115. Доказать, что триномъ д3-|- 35 --2 а въ ноль при 


&=У/—1 1— 


ЕЕ 


116. Доказать, что триномъ 23 -|-рх-- 9 обращается г" ноль при 


Е 


а также при 
$ 
== +/+) а ее. 
а , Е 
—= (=) 5) + (2) 
3 
117. Доказть, что 23-|- ЗАля -|- ЗВ -- С обращается въ ноль при 


== 2 з 
\/ 28 - (ЗА у да 
полагая Уго (ЗА? — 2В)3 — 3В8 — 2АС. 


< 1 $ х. р 
118. Доказать, что (-—-) -- т обращается въ ®(я — 1) при 
п —1 . 
в-{1 


Я — 


ур у— = обращается въ Ь при &—= 20 


У Е 


119. Доказать, что 
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241 ы 
120. Доказать, что нЕ обращается въ @а--6 при 
ха 
1/ [а 5) 
г=3(\/5—\/+) 
ра дд 
121. Во что обращается М2 2 па ы пря 2=_ № _ ь 
И -=-- 1—2 а -|-6 
У=-Е1--У2—3 
122. Во что обращается а. $ ъ а\ ня 
зе ону 1-9) 
Ре, 
а 


123. Уничтожить иррашональность въ знаменатехё дроби 


1 
Уа-УЪ-НУс--Уя-НУХ-НУе, 
при услови, что И Е . 
ао с 
Примючанае. Индуеамъ уже были извфотны методы извлеченшя корней — 
квадратнаго и кубичнаго. — Омарь Алкхайями (средина ХТ вфка) доказалъ 
точность этихъ методовъ и указалъ пр1емы для нахожденя корней высшихъ 


порядковъ. Правила ДЬЙствЙ надъ коренными количествами находимь уже въ 
ариеметикв Алькальцади (-|- 1477). 


ТУТ АТЕ.А. УТ. 


Степени и Борни съ дробными и отрицательными показателями. 


Дробные показатели. 


230. Происхожденае степеней съ дробными показателями. — Для изве- 


ченя корня изъ степени надо показатель подкореннаго количества раздёлить ва 
15 


показателя корня; такимъ образомъ: Ума? —а?. Но если показатель под- 
кореннаго количества не дёлитея на показа.\ля корня, какъ напр. въ случаЪ 


у 2 


/а”, то, примфняя указанное правило, мы найдемъ выражен!е а3 ‚неимфющее 
смысла степени какъ произведеня множителей, равиыхъ основашю а: въ са- 


ь 2 
МОМЪ ДЪлЬ, очевидно, что нельзя а повторить множителемъ Е раза. Однако, 


вполнЪ позволительно допускать подобныя выражен!я, если только подъ ними 
разум$ть ничто иное какъ новый особый способъ изображать ирращональныя 
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2 1 1 
: @3 33 а2 ай 
выраженя. Такимъ образомъ пишутъ: @° вмЪсто Уа?, «а? вибето /а, а 


т 
вифето 5/7 и т. к. Вообще, выражеще а” есть ничто иное какъ '/а”, и на- 
зывается количествомь съ дробнымь показалтелемь. Итакъ: количество съ дроб- 
ным5 показателемь есть корень, показатель которазо равень знаменателю 


дробнало показаипеля, изь количества в5 степени, равной числителю дробна- 
10 показателя. 


Условное обозначене иррашональныхь выраженй въ видф дробныхъ сте- 
пеней, распространяя правило показателей при извлечени корня и на тотъ слу- 
чай, когда показатель подрадиказьнаго количества не дфлитея на показателя ко- 
ия, т. е. обобщая это правило, вполн% оитетауеть духу алгебры, стремя- 
щейся къ обобщенямъ. 


Разсматривая правила дёйств! надъ дробными степенями, мы придемъ къ 
тому важному закяючентю, что правила эти остаются тфми же самыми, кая 
мы пашли раньше для показателей пфлыхъ. Обстоятельство это, говорить 
Чакруа въ своей алгебр, «служить однимъ изъ замфчательнЙшихъ примфровъ 
пользы знаковъ, когда они удачно выбраны. Ч$мъ дальше мы подвигаемея въ 
алгебр, тфмъ боле узнаемъ безчиеленныя выгоды, какя повезло за собою вве- 
дене показателей.....> 


Дробные показатели были введены Ньютюномь. — 
231. ТЕОРЕМА. Двъ дробныя степени равны, если показатели 
т р 
7 р % — тя 
их5 равны; т. е. если в =» 10 @ —а91. 
Дьйствятельно, по опредфленю степени еъ дробнымъ показателемъ имфемъ: 
Рен ра 
а" —/а° и 9 — а. 
Приводя корни къ общему поназателю, найдемъ 
т р 


ат — 9 ..... (1) п 69—0/7-=/%....... (0); 


: т 
но изъ условя == имфемъ; 720=—ир, сл. вторыя чаети равенетвъ (1) 
и (2) равны, а потому равны и первыя. Итакъ 


т р 
а"—=а Ч 2 
ый Р. 

232. Умномене. — Умножить @” на а7. Но опредвлению дробныхъ сте- 

пеней имфемъ 
р ФР. 
а*—"/а" и а9—= 45; 
т р 


откуда а” х а9 — а” х Уа?—" а" ха”? (но приведен корней къ общему 
показателю). Такъ-какъ #4, 71 и ир — числа цфлыя и позожительныя, то при- 
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ифняя правила — умножен!я корней п степеней, доказанныя для такихъ пока- 
зателей. получимъ: 


пах "а Па" атР — "тат. 


Такъ какъ 79 и 79 -- ир — цфлыя положительныя числа, то раздфливъ 
въ поелёднемъ выражени показатель подкореннаго количества на показателя кор- 
ня, найдемъ: 


14 р та , пр зв 
пен — 74 — 019 "9 —дт 4. 
Итакъ: 
т т 
2 
а" ха —а нае нЕ 


Положивъ въ этомъ равенств® сперва * —=1, потомъ 4—1 (на что имф- 
емъ право, тавъ какъ ® и 9 — цёлыя положительныя числа) найдемъ, 
въ первомъ случа$: 

р т + — 
ото 9..0... 

а во второмъ 
т т 
г — р 


ай ха? — в” ое 


Равенства (1), (2) и (3) показывають, чт0: будуть-ли оба показателя 
дробные, или одинъ цълый, а друюй дробный, при умноженаи степеней од- 
н010 и тою-же основанля показатели складываются. 


‚ООО за и чи. 

5 аб —а8 8 —016 5 С 

Такъ: 1) аб ха? =@а° 2 —010; 2) ха? —=а =54”. 
т р 


& РИ в 9% 
233. ДБленше. — Раздлить а” на а, полагая, что о г. 


Посл довательно имфемъ: 
т р 
а” :а1 — у : Чар — "Чума . "ГР — "дла : а? — "/атч-ир, 


. т 
По приведени обфихъ частей неравенства - къ общему знаменателю, 


п $ 
найдемъ: ж> р. откуда: 79 > яр, а сл довательно разность 2т9 — ир 1п0я0- 
жительна. Но при цфяыхъ положительныхъ показателяхъ имфемъ 


ПЕ Е. т 


а — 0 "9 —079 "9—0 9, Буакь 
о Е.В 
ва 
Положивъ п==1, находимъ изъ этого равенства: 
2 р 


-- 9 — — 


2": 41 —@ %...... (2). 
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Положивъ въ равенств® (1) 9=1, найдемъ: 
Равенства (1), (2) и (3) доказывають, что правило показателей пря дВле- 


вши, показанное первоначально для цфлыхъ показателей, остается справедливымъ 
и тогда, когда оба или оданъ изъ показателей — числа дробныя. 


3 5 35 4 2 
ПРИМЬРЪ: 4? : 86 =@2? 6 —46 —03. 
т 
234. Возвышене въ втепень. — Пусть требуетея «” возвысить въ степень 


т\ р 
порядка = т. е. опредёлить (==. Замфняя каждую изъ степеней съ дроб- 


нымъ показателемъ — корнями, полузимъ: 


(ара Ия тут 
Такъ какъ показатели ид и тр — числа цфяыя и положительныя, то 
р 0.2. 
ть 279 —0® 9. СА. 


Ча” Зач 
Полагая сперва 4=1, а затфмъ *—1, найдемъ: 
Е р 2. т. 2 
7 9 до и в В) 
Отсюда слёдуетъ, что правило показателей при возвышении въ степень, вы- 


веденное въ $109 для показателей ифлыхъ, распространяется и на т% случаи, 
когда одинъ или оба показателя — дробные. 


3.5 35 у, 
а 4) — —0* б=а о. 


235. Возвышене въ дробную степень произведешя и дроби. — 


р. 2 
А\1 Ч], А\Р Ч ]АР А? АЧ 
1. 1—} = А } == А == . Заключаемъ, что для возвыше- 
В Ув — 2. 

г 
ня дроби въ дробную степень нужно отдфльно возвысить въ данную степень 


чиелителя и знаменателя и первый результатъ раздфлить на второй: то же са- 
мое правило, что и для возвышеня дроби въ цфлую стенень. 


Р. Пе р Р. 
2. (А.В) 4 = /(АВ)? — /А?.В? — АР. /ВР— А.В, слёд. правило возвы- 
шеня произведеня въ дробную степень — такое же какъ и въ цфлую степень. 


236. Извлечеше корня. — Нуеть требуется извлечь корень порядка _ иЗЪ 


р 


п Ч] т 
а" т. в. найти \/. ”. Распроетранаяя опредфлене корня и на этоть случай, 
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Условимея пофь копнень порядка и а" разумыть такое количество, ко- 


м 
торое, будучи возвыщено въ степень порядка ^ г давно бы а". Соглаено это- 


му опредфленю, назвавъ искомый корень буквою 2, т. е. положивъ 


_Р. т 


найдемъ, что х'—а”, откуда, возвышая 06% части въ степень Е 


‚ полу- 


м т, 2 
ЯР 


чимЪ: 28 —а?, пли 2—4” Ч. Подставивъ въ равенетво (1) выфето 2 
найденное выражение, ИЕ 


а 


Полагая здфеь сначала —. а потомъ % —=1, имемъ: 
т м, ‚р 
а*—=а”" . во" ий) 

Такимъ образомъ, к показатели - корня и подвореннаго количеетва 
оба дробные, или одинъ — цфлый, а другой — дробный, надо для извлечен!я 
корня — показатель подрадикальнаго количества раздфлить на показатель корня: 
правило то-же самое, что и для ифлыхъ показателей. 

2 


2 5 
3 


ПРИМЖРЪ. \/.7 —а =а“. 


237. Корень дробнаго порядка иэъ произведеня, дроби и корня съ дроб- 
нымъ поназателемъ, 


5 
НЕ 


0..9: 


4 
(6236.4) = (АВ)Р = А? .В? ($235,2) 


+ Е. 
А.В = (В) — (АВ), 
о ав. 
А Т.В 1— АХ ($236,4). 
Заключаемь, что правило извлечен1я корня дробнаго порядка изъ произве- 
деня — такое-же точно какъ и корня съ цфлымъ показателемъ. 


«> 


т и т 
-ИУ-@ = (3) =“ ($2351) = = з^. 
В? в1 4 


в м м. м Кат к. МР р 
3. = А К АР АР АА м А ($236): 
и въ этомь случав для извлеченя корня изъ корня нужно показатели корней 
перемножить. 
Итакъ, всф правила, доказанныя для показателей цфлыхъ, распространя- 
ются и на дробные показатели. Замфняя радикалы пкробными показателями, мы 
нолучаемъ возможность совершать преобразовашя иррашональныхь выражен 
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по тёмъ же правиламъ, кавя имфемъ дня выраженй рашональныхъ, а это ве- 
деть къ упрощен вычислен!й и боле быстрому получен результатовъ. 
238. Приводимь примфры преобразован выражен!й съ дробными показа- 
телями. 
1. Упростить выражене 
4 зь 241 
(иазь? (ирать) т. 
2% % 
Вынося въ первыхъ скобкахъ общаго множителя а°,а во вторыхъ 56°, 


имфемъ 
(а ЕО ть»), 


1 
возвышая каждаго множителя отдфльно въ степень 5 находимЪ 


2 


НИХ 5 (в чу*)з, 


взявъ общимъ множителемъ (.з ь? ) *, имфемъ 


‚2 2\1 2 
(„* ч4ы*)* ( ы -ь* з). 
или, выноанивъ умножение: 
Е 3 
(.. ®-Ь* ) ее 
Ц. Провърить равенство 
а 1 1-1 3 
2 р-н" в — (а*— 5") * 3] —=(е--®: 5. 
Для облегченя повфрки положимъ: 
я=а-РЬ... (1) и у=а-.... (2). 
Сложивъ эти равенства, получимъ 
2а—==--у, а отеюда а—= "Г, 


перемноживъ (1) со (2), найдемъ 
1 1 
а — $ — у, откуда (а*—5?)* = (29) * 
Первая часть даннаго равенства посл подетановки приметь видъ: 
1 


5? и ве Ци” | ь = 


ее г [(. а ЮР 


а я у’ 
@--о* —(@- 09°, 


что и требовалось найти. 


|} 
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Отрицательные показатели 


3 1 
239. Въ $43 мы нашли, что а =», но тамъ Формуна эта установле- 


на была для случая 2% цфлаго. Если въ равенств® 


5. 
4 


з 


. 97 
доказанномъ въ $233 при условш аа условимея не дфлать послёдняго 


т 


ограниченя, и положимъ т — о, то а" 


р р 


венство въ 1: а’—а 7. Итавъ 


обратитея въ а° или въ 1, а самое ра- 


т. е. степень съ отрицательнымъ дробнымъ показателемъ равна единицф, д%- 
ленной на тоже основане съ положительнымъ показателемъ, равнымъ по абсо- 
лютной величин® отрицательному. Такамъ образомъ, будетъ-ли 22 — цфлое или 
Аробное, всегда имфемъ: 

1 


т —_ 
а я 


Отрицательные показатели даюлъ возможность изображать дробь въ Форм 


: 50753 
цЪлаго выражения (безъ знаменателя). Такъ дробь <5т Можно написать въ ви- 


11 1 о. В Е 
ДВ: 50763. 5’ Замфтивъ, что 5=—С° и н==4 7, найдемъ, что 
54263 пе 
тая — Ба? за *. 


Такимъ образомъ, чтобы дробь представить безъ знаменателя, надо ве мно- 
жители знаменателя перенести въ числитель съ отрицательными показателями. 

Наоборотъ, всф множители числителя можно перенести въ знаменатель, на- 
писавъ ихъ съ отрицательными показателями; въ самомъ дфлф, напр. 


25 _ 1 = 1 
с — да 


11 375 
а 


Перейдемъ теперь къ изученю дфйствЙ надъ количествами съ отридатель- 
ными показателями. 
240. Унножене. —Т. Пусть требуется помножить а’ на &@*“; замфтивъ, что 


з 1 
@а ‘= си Получим 
1 аР 

А А 

И а 


15 
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такъ-какъ рн 4— числа положительныя, то, будуть-ли она цфлыя или дроб- 
ныя, нужно при раздфлен!и а? на а° вычесть 4 изъ 2; елЪд. 


ар 
— =? Ч— а?*(), елфдовательно 


в 
ата = а? (9, 


т. е. показатель произведентя равень аллебраической суммъ показателей мно- 
эжецмало + множителя. — 


2. Пусть оба показателя — отрицательны; найдемъ 


Аи т: 1 о р -р+/- 
аР.а ‘=: ар @ (2+1) —@Р1—а 7" (9: 


то-же самое заключене, что и въ предыдущемъ случа. 


241. Дфлене. — 1. Пусть будетъ одинъ изъ показателей — положительный, 
а другой — отрицательный. 


1 1 1 
-Р. 19—09 — и —— п-(Р+$ — п-Р-9 — д-2-(+1 
ФР: — у: а == ьн=9( И = 1 


т. е. изъ показателя дфлимаго вычитается показатель длителя. 


2. _ Л ГУ о Га и : 
2. а Ра. я= в=а“ Р—@п 74 — 7 (1): то-же заключене. 


1 


® 
242. Возвышене въ степень, — 1. (= (=) На" по правилу в03- 


1 —п” 


: 1 
вышен!я дроби въ положительную степень; дале: а =-м==@ 


т. 
(а) == ат = ы 


=а 


Веф три результата приводятъь къ общему заключению: при возвышении сте- 
пени въ повую степень показатели перемножаются, будуть ли они цЪлые или 
пробные, положительные или отрицательные. 


243. Возвышене въ отрицательную степень произведеня и дроби. 


1 1 1 3 

3 — Глина еее . — 

1. (А.В — (АВ) А”.В"о А” В” 

Заключаемъ, Что ДЛЯ возвышен!я въ отрицательную стелень (иЪлую ИЛИ 

пробную) произведеня Нужно отАВлЬно возвысить въ эту степень каждаго мно- 
жителя и результаты перемножить. 


т бе 


9 Е Е по перенесеши А” в Л 
| ( =) — у АА в ренесеши ъ чиелителя, 4 
В В” 


В" — въ знаменателя. Заключене: для возвышен!я дроби вт, отрицательную стеё- 
пень нужно въ эту степень возвыевть отдфльно числителя и знаменателя, и пер- 
вый результать раздЪлить на второй. 
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244. Извлечеме корня. ТГ. Пусть требуется извлечь корень положительнаго 
порядка изъ степени съ отрицательнымь показателемъ: ^/а7Р, г тир — н%- 
лыя или ве числа. Имфемъ: 

= - 


1 1 иг 
"Уа = /--. == =а "==а"”, т.е. показатель подвореннаго 


количества нужно раздЪлить на показатель корня. 

2. Раземотримъ теперь извлечене корня съ отрицательнымъ показателемъ. 
Опредвлене корня, данное для цфлаго положительнаго показателя и распростра- 
ненное затфмъ на корень дробнаго порядка, распространяють и на корни от- 
рацательнаго порядка. Такимъ образомъ, корнемъ минусъ 22° порядка изъ А 
называютъ количество, которое по возвышени въ минусъ 72-ую степень даетъ 
А; согласно этому опредфленю: 
вели "УА =, 10 В”"=А. 

Цокажемъ, что 

п 1 

ы А их” 
Т. 6. что корень со отрицательнымь показателемь фравенъ единициь, раздълен- 
ной на корень съ тмьмь же по величинь, но положительнымь по знаку, по- 
казателемь. 


Въ самомъ дёл, пусть "УА =; по опредфлен!ю корня найдемъ: 2" — А, 
1 И | 
ИДИ ж=А, откуда 2” — 2, а извленая изъ обфихъ частей корень т-го (по- 
Е ы порядка. получамъ 


==: "ле и требуемое доказано. 


Пусть теперь требуется извлечь корень (— 2)-0й степени изъ а?, гдё р — 


положительно; въ силу только-что доказаннаго предложеня имфемъ: 
р р 


-т/— 1 1 Ея 
"Иа = ===. == "=", т. 6. и въ этомъ случа показатель под- 


радикальнаго количества надо раздфлить на показатель корня. 
Пусть, наконецъ, оба показателя отрицательны: найдемъ, что 


-Р 
—т/— т/— от, . 
Ма — т но "У? = {$244,1); сяфдовательно 
1 р в 
= ==а" —=а": прежнее заключене. 


Итакъ, 60 всьжъ случаяль, при извлечении корня нужно показатель под- 
радикальная количества дълить на показатель корня, будуть ли оба пока- 
зателя — цьлые пли дробные, положительные или отрицательные. 


3 1 


Ва Е 
Напр. т А 


15° 
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245. Извлечене корня отрицательнало порядка изь произведеная 
и корня съ отрицат. или положит. показатедемь. 


‚-т АВ — 1 и 1. 1 Н 
УАВ чА8- - А В А х "В о, по доказанному, 


‚ дроби 


1 м 
— = А т Жи. 
та и-—-— "ИВ, ся 


= = 
АВ = "ИА Хх В, 


т. е. для извлеченя ворня отрицательнаго порядка изъ произведен!я Нужно 
извлечь его отдфльно изъ каждаго производителя и результаты перемножить. 


3. п/== Е я — Ех УВ. Но эЕ= "ИА, а изъ ра- 
т 


Г | 
венства ВЕ Е имъемъ: УВ = ве подставляя, найдемъ 


АА ее 
г == "УВ. 
т. е. для извлечентя корня отрицательнаго порядка изъ дроби нужно извлечь 
его ОтАЪлЬно изъ числителя и знаменателя, и первый раздфлить на второй. 
3. Пусть, наконець, требуется извлечь корень (— т)-го порядка изъ —УАХ. 
а = аи: 5 
У ИАА — МАРА А”? — "АКС", т, в, пока- 
затели корней слфдуетъ перемножать. 
Итакъ, вс правила, относящяся къ вычисленямъ надъ количествами съ 
положительными показателями, относятся и къ отрицательнымъ показателямъ. 
Отрицательные показатели были введены раньше дробныхъ; ихъ введен!е 
приписывають Михаилу СтиФелю (1509 — 1567). 


246. Задачи. 


1. Представить безъ знака радикала выраженя 


ая — 2); ут ; /а96 — тя -- Уаая. 


2. Сложить 
[ $ — 24 ы -- 25 ъ) -- (5 — т — сх °? ) -- 
- (ы $ -- 2 Е =). 


2. Изъ перваго полинома вычесть сумму остальныхъ: 


_ 4 Е а а Е 1 ый 
3 3—4 0,35 3; т 15 +2 х 


2 1 
яму ОБ °. 


Умножить 
2 “1 


ан 
8. тзп се т Тизе?. 


1 1 1 1 1 
4 2у-- 32 ‘у 2—4? ва 74 —5у?. 
1 1 1 1 
5. а 2у? 32° на #—2у? 4323. 
3 1 1 1 3 1 1 


6. а та?ь? р айь--ь? на а*— 54. 


Е Еда 
т. 52-34 2—4 на ж—а “а 9 . 
В Е ее ы 2 а ВЕ 
8. а —а*-а 3—2 *?* на а аз—а —0 2? 
Раздулить 
И - Е 1 
9. @°—4° на а°-—%?. 
ыы 1 
10. #—а на я’ ат. 
а 1 1 
11. 2—2 --1 ва 2'—228 1. 
1 1 
12. А на 25—у?. 
8 э 2 в 5 з 11 5 а м 1 
13. а по ит а --а ааа вва аа. 
#2. В и - - 
14. а1—61 на ее 
1 1 В, , ВЕР 
15.2 —у на д З-у 3. 
ЗА 28 НЫ 
16. 2—д ? на 2—2. 
= - Е т т. аЬ а ее 
17. 125 —205‘у 3--275?у 3 —182‘у --4у ° на 
1 1 1 2 
45? — 45 у + в: 
3 11 1 1. 1 1 1 1 
18. до З-Р2 ВЫ" а 5) 32 КУ * в )-. 
11 1 1 Е 3 ра 2 2 
С те" И а: ва я у 3-32 °. 
Возвысить въ квадрать похиномы 
и, Ва ее 
19. а -РЬ 2-4 3. 20. 7% — бу? --а. 
Возвысить въ кубъ полиномы 
2 „2 - и —1 
21. а*—6?. р &3—13. 23. 2—1 
ев а вт» 
24. е*—е*. 95. 36 а 36. 26. 5% у *— а ТУ 


Извлечь квадратный корень изъ полиномовъ 
1 15 28) 
27. 1—05? — 0% -- 2492 2 49а. 
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4 1 
28. 3 — 42-8 -[4. 
29. (х _ о — — —2 1. 


3. 
4 
30. Зав би. у ве. туфа у т. 


2 1 1 


31. Е 1х 


кВ 
и 


Е Е 
32. а ")_ 1. 
Упростить выражен!я 


т 
2 


38. (а — була". Ца — аа +5 


23-|- 232? — аз — а3 
1 з° 
2 —ав--ах—а* 


34. 


1 
35 23 —32—9-| (28 — 1)(2°— 4)? 
* о О 


28 — За 2+ (2 — 1) (8—4) 7 


з 38 з 
36. 2 + 3у 25у 


1 2 1 16 1 ИТ 
38. (ст у =)-=] . 39. 24 г. * К ре 
5 1 
— Зач). 
г 
41. (5-2. /абз. Уа . 9/63) °. 


За 32 -- 5а 1х — 12 


42. ЕАО 
а313 — 8а 25? — 12а щ-- 63 
а — 
3423 — 9434 —а* 
43. ах : 24а ы 2`. 


ба 3 22 —а32—1 
44. Показать, что если &-- 1—0, то 43-- = — 87. 


45. Доказать, что величина 
1 1 


= а+ + = +297] ы 


обращаеть триномъ 23 -|-3рх-- 24 въ ноль. 


46. Показать, что (2-х 1) — (уу!) = (27—21 1 (271—219). 


Е 
47. Овредфлить числовую величину выражен1я 


— а: ты т г а (раб , 
3 Аз 


если 4а=50=1. 


т 
‚За аи 
48. Доказать, что при д = а (т — 1) ?* выражене 


(1 — а2).а-На®)-.а-?.(1—6) 2 


обращается въ 1. 


49. Доказать, что при &=2! [С а °)+ 2 ] выражен!е 
2а(1-- д [е- (1-Е 27) 2 т]. 


обращается въ @- 6. 


р 224. 
50. Доказать, что при рва Е 


ъ (—? выражене 


обращается въ 


ГУГАА 2 УТ. 


Замфчательныя Формы алгебраическихь выражений. 


0 со 
Формы: ; 0 — — со. — Раскрыте неопред%ленно- 
й Роя 5 о: 0х 95, ‚ о — со Раскр. сопред 


стей.—Задазн.— 


247. Въ силу общности алгебраическихь Формулъ они могутъ представлять 
замфчательныя Формы при частныхь предположеняхъ относительно количествъ, 
входящихъ въ составъ ихъ. займемся изучешемъ этихъ 0бобыхъ, замфчатель- 
пыхь Формъ. 


0. $ 
Г. Форма: —. 
2% 

248. Численная величина алебраическало выраженя равна нулю, всли 

оно является вь видь частноло отз раздъленая нуля на конечное количество 


отличное оть нуля. Такимъ образомъ, если эт есть конечное количество, отлич- 
ное отъ нуля, то 


= 0. 
т 
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Въ самомъ дфлЪ, по опредфлению частнаго, оно есть такое количество, ко- 
торое, по умножени на дфлителя, даеть дфлимое; но только ноль, умноженный 
на количество отличное оть нуля, можеть дать въ произведени ноль. 

ПрРимъРЪ. — Дробь 

2 -- 3% —10 
а--5 
при х=2 обращается въ ноль; въ самомъ дфлф, подетавляя вмфето 2 число 


3, находимъ т. е. 0. 


9’ | 
П. Форма: 5. 


249. Численная величина аллебраическало выраженля равна безконечности, 


если оно является подь видомъ частнало оть раздъленля числа отлично оть 
нуля на нуль. у 


т 
Въ самомъ дЪаЪ, взявъ дробь — которой числитель т есть ифкоторое 


конечное число отличное отъ нуля, станемъ уменьшать ея знаменателя, не- 
ограничено приближая его къ нулю: дробь будетъ безпредфльно возрастать. 


1 11 1 
т=1 Такъ, дёля 1 послфдовательно на 1, на 16’ 100’ 1660 *°°°- 
1 
р 10 будемъ въ частномъ получать: 1, 10, 100, 1000,....,т. е. 
19 ь 
1 : 
НН числа возрастающия, такъ-что когда числевная величина знаме- 
100 
1 
г ==1000 нателя будеть менфе веякой величины, т. е. 0, то численная 
{1000 
ит. д. величина дроби будетъ больше всякой величины, т. е. будетъ 


безконечно-велика. 


Такъ-какъ безконечность не можеть быть выражена никакимъ чиеломъ, то 
для письменнаго изображен!я ея необходимъ особый знакъ; такимъ знакомъ 


служить оо. Итакъ. 
т — 
=, 
если т отлично отъ нуля. 


Знакъ со предложенъ Валлисомь въ ХУИ стол. 
ПРИМЪРЪ. Дробь 


обращается въ ос, если положить х=4; въ самомъ Для, тогда получимт 


1Т пли со 
0 . 


Вогда чиелитель и знаменатель дроби имфютъ одинаковые знаки, то при. 
постепенномъ уменьшени численной величины знаменателя до нуля, дробь будетъ 
оставаться положительною, и потому она стремится къ яоложительной безконечнос- 
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ти. Если же числатель и знаменатель пмфютъ разные знаки, то по мфр% при- 
ближеня знаменателя къ нулю, дробь стремится кЪ отрицалиельной безконеч- 
ности. Положительная безконечность изображается знакомъ -|- оо, отрицатель- 


2 
ная— знакомъ — со. Такъ, если въ дроби Е? ‚ 2, будучи больше 3, прибли- 
жается къ 3, то х— 3 будетъ оставаться величиною положительною; а потому, 
когда х, въ концф своего изм неня, обратится въ 3, дробь обратится въ -|- со. 
Если-же х, будучи меньше 3, приближается къ 3, то разность 2—3 все вре- 
мя будетъ оставаться отрицательною; а потому, когда х доетигнеть своего пре- 
12-9 

дВла 3, дробь обратится въ — со. Но въ дроби. к будетъ-ли х при- 
ближаться къ 1 уменьшаясь, или увеличиваясь, въ обонхъ случаяхъ дробь при 
х=—=1 обращается въ -|- со, потому-что и въ томъ и въ пдругомъ случа ея 
числитель и знаменатель остаются положительными. 


Ш. Формы: а 
т ФФ) 


250. Частное отъ раздъленая безконечности на конечное количество— 
есть безконечность; т. е. 


`ввли и конечно. 


Въ вамомь дфлф, по опредфленю частнаго,—это послФднее, будучи умно- 
жено на конечное количество 2, должно дать безконечность; но никакое конеч- 
вое количество, умноженное на конечное 2, не можеть дать безконечности; 
поэтому частное — безконечно велико. 


251. Частное отъ раздъленгя конечнало количества на безконечно боль- 
ое равно нулю; т. е. 


5 = 0, 
если т конечно. 


Въ самомъ фл», если дфлимое конечно, то при неограниченном возраста- 
ни дфлители частное неограниченно приближается къ нулю, сл. при безконеч- 
но-большомъ дЪлителф численная величина частнаго будетъ нуль. 

252. Частное отз раздълендя нуля на безконечность есть ноль, & част- 
ное отзъ раздъленая безконечности на нуль есть безконечность; т. в. 

0. ей РИ 


И = 


0 
Въ самомъ дл, 55 в6тЬ 0 по двоякой причин»: съ одной стороны по- 


тому, что числитель —0 (3 248), съ другой потому, что знаменатель равенъ 


безконечноеги ($ 251). — Подобнымъ-же образомъ убфдимея и въ томъ, что 
©Ф) . 


-9 =°°. 

253. ТЕОРЕМА. Численная величина цтьлало по буквъ х полинома 
сё конечными коэффииентами,—конечна при т конечномь, и безко- 
нечно-велика при х безконечномь. 
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Пусть имъемъ полиномъ 
ао сх ах-ге, 
Цфлый относительно х, съ конечными коэоФищентами а, 6, с, 4, е, причемъ а 
отлично отъ нуля; понятно, что при веякомъ конечномъ значения х каждый 
членъ полинома конеченъ, а алгебраическая сумма конечпаго числа конечныхъ 
слагаемыхъ конечна. 


Пусть теперь х будеть безконечно —велико; вынеея х* за екобки, дадимъ 
пояиному видъ 


Г/) [я а е 
Е Рига ы 


при х— со каждый изъ членовъ въ скобкахъ, содержащй х въ знаменатель, 
обратится въ @ (5 251), такъ-что въ скобкахъ останетея а; поэтому произведе- 
ще, т. е. данный полиномъ, обращается въ а Х со, т. е. представляеть про- 
изведене конечнаго числа а, отличнаго отъ нуля, на безконечность; а такое 
произведеве, очевидно, есть безконечность. Очевидно, знакъ этой безконечности 
будетъ такой, какой иметь членъ ах — высшЙ членъ полинома. 


” 0 
в. и 5: 


5 
254. Выражене разематриваемое само-по-себф, означаетъ какое угодно 


0 
©’ 
число. Въ самомъ дфлё, раздёлить 0 на 0 значить найти такое число, кото- 
рое, будучи умножено на 0, давало-бы 0; но веякое конечное число имфетъ 


это свойство (такъ: 5х 0—0, —2х 0—0 ит. д.), слжд. с овначаеть не 


0 
одпо какое-либо число въ частности, но какя угодно числа. а о 493ы- 


вають символомъ неопредъленности. 
Изъ этого слФдуетъ, что если _два количества А иВ равны третьему 0, 
то нельзя още заключить, что’ АВ, ‚ве ‚ увърившись предварительно, что б 


не есть — 
0 


255. ТвоОРЕмА. Ё01да амебраическая 0р0бь, которой числитель 
и знаменатель суть цълые ращональные относительно х полиномы, 
принимает при никоторомз частномь значени х неопредъленную 


0 
форму 5, —2та неопредъленность— только кажущаяся, на самом» 
же дълъ дробь имъеть совершенно опредпленную величину. 


А 

Въ самомъ дфлф, пусть будетъ дробь В, 
тель обращаются въ ноль при 5==а; это доказываетъ, что и А, и В, длятся 
нах -—а ($ 63). Пусть частное отъ раздфаешя А на х— а будеть А’ въ 


такомъ случа® 


которой числитель и знамена- 


А—=(5—а) А’; 


ивлый относительно х поллномъ А’ можеть также обращаться въ ноль при 
1—а; тогда онъ будеть имфть врдъ 
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А' —= (2 — а) А", 
а слЪд. А— (2 — а)? А". 
А”, въ свою очередь, также можетъ обратиться въ ноль при 2=а4 ит. Ц. 
Такимъ образомъ можно написать: 
А—(&—а)".Р, 
гдф Р есть цёлый относительно 2 полиномъ, не обращающийся въ ноль при 
1=а; онъ можеть быть и нузевой степени, т. е. вовее ве содержать буквы х. 
Такимъ-же образомъ можемъ написать: 
В— (х— а]. 0, 
тдф 0 — цёлый относительно х полиномъ, который можеть быть и нулевой 
степени, не обращающиеся въ ноль при == а. Данная дробь имфетъ, такимъ 
образомъ, видъ: 
(1 — а)”. Р 
(@—а)?. 9. 


Изсл®дуемъ всевозможные случаи, полагая послФдовательно: 


т > р, т =), т < р. 
Первый случай.—т> р. Положивъ х=а, найдемъ, что дробь обращаетея 
0 Н р 
въ |. Но, сокративъ ве на (х — а)?, дакимъ ей видъ 
(х—а)"-?.Р 
[А] ) 
ГД$ т — р — положительно; положивъ х==а, найдемь, что (2 — а)" Р==0, а 


Ри 0 — отличны оть нуля; поэтому, исуминная величина кроби при 2—4 
есть ноль. 


ПримърЪъ. Дробь 
@— 3) еп 
(&—3)*(#- 2) 


0 
при х=—3 принимаетъь видъ 5; Но, сокративъ вв на (х—3)*, найдемъ 


(#— 3) (#0 
— @+) ° 
й положивъ 2—3, найдемъ 
9х4 
5 


Второй случай. т-==р. Положивъ х==а, найдемъ, что дробь обращается 


пли 0. 


0 
въ {› а сократавъ ее па (1 — а)" = (1 — а}?, получимъ 
АР 
в @? 


А 
а какъ Ри (Ц не обращаются при 2=а въ коль, то, предотавляетъ ЕЪ- 


которое опред$ленное число. 
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ПРИМФРЪ. Дробь 


(#— 18 (#2) 
о е--Э 


0 } 
при л=1 обращается въ 0; Н6, по сокращенщи на (2 — 1)°, она обращается въ 


Ж-2 
{3 
Положивъ въ этой дроби 2—1, найдемъ вполн® опредвленное число ,. 


Третй случай. —т < р. — Положивъ х==а, найдемъ с; но если пред- 
варительно сократимъ дробь на (2 — а)", то найдемъ 
А: Р . 
В (2—а)Р”.0 
такъ-какъ р— т — положительно, то при х=а знаменатель обратится въ 
ноль; а какъ числитель отличенъ отъ нуля, то дробь обратится въ со. 
1}3 (2 — 9) 0 
ПРИМФРЪ. — а а — — —; 
Ъ. — Дробь @215@=» при 5 1 обращается въ 0} 1, 
по сокращени на (х--1)*, принимаетъ видъ 
х—2 , 
@-1@— 3) 


положив 2 — — 1, найдемъ ся = <. Такимъ образомъ, истинное зна- 


чеше дроби при = — 1 есть безконечность. 


256. Первый способъ опредфленя истиннаго значемя неопредфленности 


0 
вида о 


Изъ предыдущаго $ слёдуетъ, что для опредфленя истиннаго значеня не- 
опред®ленноетн, или какъ говорятъ, для раскрытая неопредъленности, надо 
въ числитель и знаменатеяв дроби выдфлить общаго множителя, обращающаго- 
ся въ ноль при частномъ предположени, сократить дробь на этого множителя 
й потомъ сдлать сказанное предположение. 

ПрРимЪРЪ [. Найти истинное значене дроби 

а —За--2 
| а—6 
при а=2. 

Замфняя а числомъ 2, получаемъ та т. е. неопредфленноеть; тёмъ не 
менфе, мы утверждаемъ, что при а=2 данная дробь имфетъ совершенно опре- 
деленную величину. Въ самомъ д%лЪ, мы знаемъ уже, что если зислитель п 
знаменатель обращаются при а=2 въ ноль, то они дфлятся на а — 2, откуда 
находимъ, что дробь можно представить въ видъ 

@—2) @—1). 
(@—2) (а--3' 
сокративъь на а— 2, находимъ 
а—1 


а--3’ 


— 239 — 


260. Такииъ образомъ, котда алгебравческое выражене принимаеть видъ 
0х 00, при частномъ значенш какой либо буквы, то является вопросъ объ 
опред лени истинной величины этого выражения. 


ПрРИУЗВРЪ. Найти истинную величину выражен!я 


8 
р х в 
(#-- 5х -- 6) аа 
при = — 2. . 
Подетавивъ (—2) вместо х, находимъ: 0х ос. Предетавивъ данное выра- 
Е 8(22-- 52 -|- 6) 
жене въ вид За А 
: 0 
приводимъ вопросъ къ раскрытшо неопредфленности —› пи х=— 2. 


0 
Примфняя премъ $ 256, находимъ: 
3@е--2) (#3) _ 3 (#3). 
(#3 е-) #1 


Истинное значен1е будетъ: 


3(—2--3) 3 _ 
ее или —=- 3. 
со 
УТ. Форма: сс: 
т 
А В 
261. Если въ равенствф —` = > положить А—=0и В=0, то полу- 
В 
еа 
оо со __ 0 со й 
ЗИМЪ: О ик 25 == -. Саёдовательно, спмволь 25, разсматри 
0 


ваемый самъ по себф, означаеть неопредёленность. 
Неопредфленность эта можеть быть только кажущеюся. Такъ: 


227 [© 
1) «==; положивъ х==0с, найдемь: о5==0с. 
Ре. со 
2) 28 —=@ ; положивъ х=—0ос, найдемъ въ этомъ случа, что 55=. 
3 22 _2. м } 55 ( 
) в=; Шоложивь #=0с, въ этомъ случа найдемъ: 5 ==0. 


со 
Итакъ, подъ видомъ неопредфленности 55 ножеть скрываться или ос, 


или конечное количество, или поль. Отеюда задача о раскрытм неопреджлен- 
поети разсматриваемаго вида. 

262. Въ $ 253 мы видфли, что величина пфлаго ращюнальнаго по буквЪ 
х полинома равна безконечности при х=—оо, еели коэооищенты его конечны. 
Отеюда слЪдуеть, что алгебраическая дробь, числитель и знаменатель которой 


со 
суть цфлые относительно 2 полиномы, обращается въ > при #==00. Дока- 


жемь, что истинная величина такой дроби, при < безконечномъ, равна: нулю, 
если степень знаменателя вьиие степени числителяу безконечности — если, 


наобороть, степень знаменателя ниже степени числителя; и частному оть 


раздъленля коэффищентовь при высшихь степенять буквы х, если степень 
знаменателя равна степени числителя. 


Первый случай. Найти истинную величину дроби 


2—1 
228-34 —4 
при #=00. 


Дробь приничаетъ видъ 5; чтобы раскрыть эту кажущуюся неопредьлен- 


ность, раздфлимъ числ. и знам. на высшую степень х, въ данномъ случаф на 
3. Найдемь 


Если положить х=0с, каждый членъ, содержащй х въ знаменател» обра- 


0 
тится въ ноль, а дробь въ = или въ 0. 


Второй случай. Найти истинное значене дроби 


38-22 —1 
553 — 24? --3 


при 2 =00. 


со 
Дробь принимаетъ видъ > Раздфливъ оба члена ея на выешую степень 
х, въ данномъ елучаЪ на х°, найдемъ: 


о 1 
Е 

р 3 ° 
ое 


2 1 
При х — со дроби: 2 пе : й обращаются въ ноль, и данная дробь 


равна 5, т. е. отношеню коэофищентовъ при высшихъ стеленяхъ т. 


Третий случай. Найти истинное значев!е дроби 
#—#--1 
— 27 --5 
при #=00. 


Раздфливъ числителя и знаменателя на 23, получимъ: 


1 1 1 1 
17а 1 я 
= ИЛИ о 
2 5 1, 5 
а На, 


При х=0о, чиелитель обращается въ 1, а знаменатель въ 0 Х — 2 или 
вЪ — 0; истинная величина проби — — 00. 
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УП. Форма: со — со. 


263. Сумма двухъ безконечностей одного знака, очевидно, равна безконеч- 
ности съ тфыъ же знакомъ; разность двухъ безконечностей съ противоположными 
знаками равна безконечности; но разность двухъ безконечностей одного знака, и 
сумма двухъ безконечностей противоположнаго знака суть хормы неопредфленныя. 


1 ВА 
Въ самомъ дЪлЬ, если въ равенств® < Е= дв › ПОЯОЖИМЪ А-Ои 
ра 1 1_0 250: 
В—0, то найдемъ: 9 =\, и 69—00 = 5 


Укажемъ, какъ раскрывать кажущуюся неопредфленность этого вида. 
ПрРимзРЪ Г. Найти истинное значене выражен! я 


23 — 2? 
при х=-оо. 


При х==-- со данная разность принимаетъь видъ со — оо. Вынося 2*° за 
скобки, мы дадимъ ей видъ: =*(1 — =), что при 2=-- со обращается въ | оо. 
При < —= — со данное выражене = — со — 0 или — осо. 
ПРимвРъ. П. Найти истинное значеше разности 
(#1 — я —З=-1 
при == оо. 


При х= — со данная разность обращается въ — со — 00 или въ — оо. 
При х=-- со, «--1 равняется -- со, равно какъ и 22% —35--1; сл. 
мы получаемъ разность двухъ положительныхъ безконечностей — выражене не- 
опредфленное. Чтобы раскрыть эту кажущуюея неопредёленность, множимъ и 


Дфяимъ данное выражене на сумму х--1-- \/25? — 32--1, и пояучаемъ 


(&--1— у2% —з2 НИ 22 — 32-1), 
в-- 1-29 З= 1 


Е (в 1) — (242 —32-- 1) 
ы | ара ра 
— а -- 5 


ИЛИ 


1-2 32 ЕТ. 


Раздъливъ числ, и знам. на 2*, находимъ 
—1- 2 
: ыы а риа ы 
а > о 


ЗНА -+я) 


ея 


ИЛИ 


Положивъ здАсь «= Рос, находинь при — оо. 
о -|- 2 


19 
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Примьръ Ш. Найти истянное значене разности р 
дуба 
ШИ 90, 
При х = — со находимъ — со. 


При 2=- {оо разность пранимаеть неопредёленный видъ со — сс. 
Чтобы раскрыть неопредленнооть, множимъ и дфлимъ данное выражете 


на х--2 1/2 — 55--1; находимъ: 
(2-1-2)3 — (4 — 55-21) 
ева’ 
92-3 
доу — ба 


Разд ливъ числителя и знаменателя на +, получаемъ 
3 
9+ 
2 в ЗЫ 
в \/ Е 
1 ея д‘ 1 ел ни 2 


ИЛИ 


Положив = оо, находриь = ИЛИ > ‚ Итакъ, истинная величина 


ти 
даннаго выраженя, при х==-- оо, равна э* 
264. Задачи. 


Опред% лить величины нижеслАдующихь выражен! при указавныхь въ каждомъ 
случа$ услов1яхъ: г: * дм 


1 д — 2-1 


13 5422 — 4айх — 243 
27 — в 


при #=—а. 


25 ай — пд —а 
2 -- 2423 — 20752 — 2а3х -|- а\ 
__ 208--3а—2 _ 
423 -- 1642 — 19&-- 5 
7524 -- 14043 — 2232 -|- 925 —12 2 1 
и при 5 ——- 
а ое оба пара БТ 3 
я--х 
т. и при д — 0. 
а(2? -| с) — 2асх 
` (8 -- 68) — 2 
1— (и-- 1” -- из" 
1—2 
5.622 -|--1 — 2 — 
е —1 


при = а. 


при". 
рев й 


|) 


при & — с. 


при #&— 1. 


10. 


при & = 0. 
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2 -|- 1023 -|- 3522 -|- 505 -- 24 
11. м аб: 
оне ое ПВ ЯН 38-8: 8-2 


| 2—4; т —4. 
и — 523 622-- 4% —8 
12. ра 
2 2 — 753 -|- 1822 — 20% |-8 Ш 2—4 
13. 23 — 2(а-- 25) |- «а? -- 5?) — «(в —ь) 
2 — а? 
14. 28-98 — 24 — 2 
28 — уз 
с 9 а, 
У — а3-|- («— Ва — аа — 
16. У 2-1 —5 
У4ая — 5 --7— За 1 
15. Уз Ра — 2 (а— 5) —аж@а — 5) [2 
М8 - аз — 63— ааа 2а8д — (а 53) 
123—451 
24 за 5 при я — со. 
19 228—551. 241-42-11. 523 —2 
"2-2 '’ 4—3 9 
20 42‘ — (а — 5) -- а5* — 35—а 
^ (@— В) — я -- аб 9 — ра 
от. 2-32, ЗУг--зуе--т, за уе 2 йа, 
7/2 - 22 5Уз—1 У — ах 5/28 У--а 
32 -- Уя—1 26-68 -- 82а ож 1-28 627 - 928 --4 


прн 2 = а. 


при 5—9. 


при = 2. 


при = 4. 


при === 00. 


при #=00. 


5% — ут’ д—1-Нуя- 35 — 15 
& — со. 
2 1 
22. Я #1 при = |. 


= С] 
23. ИЕ, 3х — у — «-Н1 при &—===00. 


24, 2-2 — у -4=--3; 3х — /аа--2 при #=-- 00. 
25. х — 


26. УР 7-5 — я — 58 при #= 00. 

27. Уя-Е 19% —7 — у з=-5 при = 00. 

28. Показать, что \/ 28-1 —, при #==00, равняется 0. 
29. Ух — 753 25-1 — 2 — 723 -- 32 —4 при 2=00. 
30. \/28 аз — 23—53 при = 00. 

31. у — д-ра — у — аз -Ра* при 5=00. 


16* 


— 244 — 
32. Уаз -- 6х с— ах при #=00. 


83. Показать что дробь 


агх —. 
да’ при х— осо, равна 0. 


1 


2/ д—а 1 
——___, при х=—а, обращается въ-— 
ее У2а 


35. Найти величину У —3=-- 2 — /42*-|-3 при 5=00.` 


34. Показать, что дробь 


36. Во что обращается а-- \/4*— 5 при а= 0 и 600, еели при этихъ уе- 
: 63 
ловяхь обращается въ т. 


37. Даны соотношеня 


=! й 
7 а 
найти величину дробп - 


ОТДЪЛЪ ВТОРОЙ. 


УРАВНЕНЯ И НЕРАВЕНСТВА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 


ТУТ АТР.А Хх МТТТ. 


Уравнен1я первой степени съ однимъ неизвфетнымъ. 


Опредфлев1я: равенство, тождество, уравневе. — Уравнен!я тождественныя. — Пре- 
образован!я уравненя въ другое ему тождественное. — Рфшевн1е уравнен!я первой 
степени съ однимъ неизв$стнымъ.— Примфры. 


Опредфленя. 


265. Соединеше двухъ равныхъ количествъ знакомъ — (знакъ равенства) 
называется равенством. Такъ 1=5-|-2 веть равенство; общйй видъ равен- 
ства есть 

А—В. 

Количество. А, находящееся влЪво отъ знака равенства, наз. иервою частью, 
количество же В, стоящее вправо отъ этого знака, вюрою частью равенства. 
Равенства бываютъ двоякаго рода: тождества и уравненя. 


Веякое очевидное равенство называютъ зюждествомь. 
Такъ, равенства 


5—5; 1090—7421; (&-- 6; — (а--6} 
суть тождества. 
Тождествомъ называютъ также всякое равенство двухъ буквенныхъ выра- 


женй, вЪрное при вофхъ, какихъ угодно, значешяхъ  входящихь въ него 
буквъ. Такимъ образомъ, равенства : 


(«- 5) = - 2а6 №, 
а? — $3 — (а--5) («—5), 
а” Хх а’ —а”** 
суть тождества. 
Но еели возмемъ равенство 2х — 10 —(, то легко убфдимея, что оно бу- 
деть вфрно не при всякихъ частныхъ значешяхъ буквы 2; въ самомъ длЬ, 
чтобы первая часть была нулемъ, нужно чтобы 25 равнялось 10, а это воз- 
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можно только при х равномъ 5, и ни при какомъ другомъ значени буквы х. 
Точно такъ-же равенство 2 =16 возможно не при всякомъ значени буквы х, 
а лишь при двухъ частныхьъ значеняхъ этой буквы, именно: при х—=-4и 
при х— —4; въ самомъ дфлЬ, какъ (--4)—16, такъ и (— 4)* —=16. 
Таня равенства, которыя вФрны не при вевхъ, а лишь при н®которыхъ 
частныхъ значеняхъ входящихъ въ нихъ буквъ, называются уравненями. 
Т$ буквы, которымъ нужно дать особыя значеня для того чтобы существо- 
вало равенство между обфими частями ур—вя, иначе говоря, т буквы при 
частных значешяхъ которыхъ уравнене въ самомъ дёлф обращается въ тож- 
дество, называются неизвфетными количествами уравнен!я, или просто неизвт- 
стными. Проя-же количества, входящя въ уравненйя, наз. извъстными. 
Такъ, если мы ищемъ, при какомъ значени 2 равенство 


а--6—=2%—с 
будеть справедливо, т. е. обратится въ тождество, то 2 будеть неизвъетнымь 
этого уравненя. Легко видфть, что ур. это обратится въ тождество, если 2-су 
дать значен!е ани. ВЪ самомъ дфль, вторая часть обращается при этомъ 
въ 2х вое —с или въ а-РЬ-Ре—с, что равно а--5; ур—не-же 
дБйствительно дфлается тождествомъ 


а 6 —а-5. 


ТВ частныя значеня неизвфетныхь, при которыхъ ур— не обращается въ 
тождество, называются рменями или корнями уравнешя. Въ вышеприведен- 
ныхъ примфрахъ: 

ур—н1в 25 —10=—0 имфеть одинъ корень =5; 
ур—е 21—16 имфеть два корня: |4 и —4: 

. аь--с 
ур— не а-- 6—2 — с имфетъь одинъ корень: ре. 

Рьшить уравневе значить найти его корни, т. в. т® значеня для не- 
извзетныхьъ, которыя обращають уравнене въ тождество. 

Принято говорить, что корень удовлетворяеть уравнению; этимъ сокра- 
щенно выражаютъ, что уравнене обращается въ тождество, если замфнить въ 
немъ неизвфетныя корнями. 

Для отлишя неизьФетныхь количествъ ур—в!я отъ извфетныхь, принято 
неизвЪстныя обозначать послФиними буквами азбуки: х, у, 2, &, и, %,. 
извъетныя же первыми: а, 6, с, 4,...., т, т,... 


Такъ, въ уравнени «--5=2х — с неизвфстное есть х, извфетныя же: 
а ис. 


.) 


266. Классификащя уравненй. — Уравнене наз. амебраическимь, если въ 
немъ надъ неизвестными не совершается иныхъ дфйетвй кромф сложеня, вы- 
читан1я, умноженя, дёленя, возвышен!я въ степень и извяеченя корня. 

Во вофхъ пругихь случаяхь ур. называется ирансцендентнымз. 

Такъ уравнен!е 10“—8 веть трансцендентное; оно называется яоказа- 
тельнымь, ибо въ немъ неизвфетное является показателемъ. 
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Веф алгебраическя уравнешя разд®ляются на два класса: на’ рашонал»- 
ныя и иррамональныя. 

Алгебраическое ур. называется разональнымь, если ВЪ немъ неизвьетныя 
не оходять подь знакомь корня; вели же въ уравнени неизвфстныя ветрёчают- 
ея полъ знакомъ корня, то оно наз. ирращональным. 


Такъ, уравненше 
2 Ч —1—= 


есть ращональное, ибо въ немъ неизвЪетное не встрЪчается подъ знакомъ корня. 
Уравневе же 


/5; —1=25—3 


веть ирращюнальное, ибо членъ /5х — 1 содержить неизвЪетное подъ знакомъ 
корня. 

Рацюнальныя уравнешя, въ свою очередь, разифляются на члыя и 
дробныя. 

Цълымь наз. такое рацональное ур., которое не содержить неизвЪетное 
въ знаменател$; напр. уравнен1я 


2*—55—4—0 и за —10=52—1 


суть ифлыя. | 
Если же уравнене содержить неизвфетныя въ знаменателф, то оно наз. 
дробнымь. Уравнене. 
8—5 
ра —4 
есть ур. пробное. 
Такимъ образомъ 06% части цфлаго алгебраическаго уравненя суть #0ли- 
номы уълые относительно неизвьстнаюо. 


х Степенью цфлаго уравнешя съ однимъ неизвфетнымь называетея вые- 
пий показатель при неизвфетномъ въ этомъ уравнени. Такъ: 


ур—е а2-- 5—0 есть ур— ве первой степени; 
ур— ве а2°-- 55 е—=0 — второй степени; 
ур—1е 42° — 202*-- 5х —1==0 — третьей степени. 


Если же цфлое ур. содержить нфеколько неизвЪетныхъ, то степенью его 
наз. наибольшая сумма показателей при неизвфетныхъ въ одномъ и томъ же 
членъ. 


Тавъ ур-— ве 
ах | бу се =4 
есть ур. первой степени съ тремя неизвфетными (7, у и 2). 
Ур. 4% — Блу —9—4у - 1х 
воть ур. второй степени съ двумя неязвфстными, ибо наибольшая сумма пока- 
затезей при неизв®етныхъ равна 2 (въ членф — 529). 


р у У- И 
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веть ур. седьмой степени, такъ какъ наибольшая сумма показателей при не- 

извфетныхь въ однемъ и томъ же член® равна 7 (въ первомъ член%). — 
Понятно, что нельзя говорить © степени ур—ня. если оно не есть 

ращональное цфлое. Такъ мы не можемъ говорить о степени ур—вй 


в у/т4-1=0, 


да Гара 


Ме = 


ибо они содержать члены или дробные, или ирращональные относительно не- 
извъетныхъ. 


Уравнен!я раздфляютъ еще на численных и буквенныя; численнымъ ур—мъ 
называютъ такое, коэоФищенты котораго суть опредфленныя числа, а буквен- 
нымъ такое, коэФищенты коего суть буквенныя выражен!я. Такъ 


ур— те 35 —у*--5==0 есть численное; 
ур—нве ах — —— 22 —2—4 есть ур. буквенное. 


Если два ур—вя имфють одинаковые корни, то они наз. мождествен- 

ными ур—ми. Итакъ, уравненя 
ВЕ В: у | А — Ва „ (2) 

будуть тождественны, еели всяюЙ корень ур-шя (1) удовлетворяеть (2), и 
обратно, каждый корень (2) удовлетворяетъ (1). 

Такъ напр., ур—вя 

22--1=17.... (1) и 2%--4—10.... (2) 

тождественны, ибо какъ то, такъ и другое удовлетворяются однимъ и тёмъ же 
корнемъ, равнымъ 3. 

267. Процессъ рфшеня ур—н!я заключается въ тоиъ, что отъ даннаго 
уравневя, путемъ послфдовательныхъь преобразованй, стараются придти къ 


‘такому уравнен!ю, первая часть котораго есть само нейзвзетное; понятно, что 


вторая часть такого ур—ня и будетъ искомымъ корнемъ, если послфднее то- 
ждественно съ даннымъ. 


Сказанныл преобразованя основаны на саяфдующихъ началахъ. 


268. Первое начало. Придавая къ объимь частямь уравненя поровну, 


или отниная оть объить частей равныя количества, получимь уравнене 
пождественное съ даннымь. 


Пусть данное уравнене будетъ 
АВ ыы 
тд8 Аи В суть нфкоторыя алгебраическя выражен1я, содержащя одно или 


нфеколько неизвЪстныхъ. Пусть будетъ, далфе, М нЪкоторое произвольное ко- 


личество, содержащее или несодержащее неизвфстныя. Требуется доказать, что 
уравнен!е 


АРИ=В-И.... . (2) 


тождественно съ даниымъ. Это значить нужно доказать, что веяюй корень 
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ур—н1я (1) служить также корнемъ и для (2), и обратно — веяюй корень 
ур—ня (2) удовяетворяеть и ур-—н1ю (1). Въ самомъ дБа$: 

1°. Пусть х==5 будетъ корнемъ ур—ня (1); это значитъ, что при подета- 
новкф числа 5 вмфето х въ уравнене (1) количества А и В дБлаются равны- 
ми; но такъ какъ М всегда остается равнымъ самому себф, то очевидно, что 
при 2—5, и А--М будеть равно В М, т. е. подстановка 5 вмфето х въ 
уравнене (2) обращаетъ его въ тождество, а это и значить, что 5 есть ко- 
рень уравненйя (2). Такимъ образомъ, мы доказали, что всяк корень уравне- 
ня (1} удовлетворяетъ необходимо и уравнен!ю (2). 

2°. Наобороть: пусть х=а будетъ корнемъ уравненя (2), т. е. что при 
подстановкЪ количества х выфето х въ уравнеше (2), А-|-- М дВлается равнымъ 
В-- М; но какъ М всегда равно самому себЪ, то равенство суммъ А--М и 
В--М требуетъ равенства выраженй Аи В. Итакъ, при 2 = имфемъ АВ, 
т. е. = елужить корнемъ ур—вя (1). 

Итакъ, доказано, что уравнения (1) и (2) имфютъ совершенно одинаковые 
корни, т. е. что эти уравненя тождественны. 

Если отъ обфихъ частей ур—вя (1) отнять по М, то уравнене А — М-- 
—=В— М также тождественно съ уравнешемъь А —=В. Въ Самомъ дёл%, отнять 
М все равно что придать (—М) къ обзимъ частямъ даннаго ур—н!я; но уже 
доказано, что придан!е равныхъ количествъ къ обфимъ частямъ уравненя при- 
водить къ уравненю, тождественному съ даннымъ. 

269. Сльдствле 1. — Всякзй члень уравнемя можно перенести изъ 
одной части уравнензя вь друщю, написавь ею въ этой друюй части съ 
обратнымь знакомь. 

Въ самомъь дЬлв, пусть данное уравнене будетъ 


ах —ф—с-а.....(1) 
придавая къ обфимъ частямь по — сх, имфемъ 
ах —сх—В—ех —сх--а, или вс —р=-Ра. ... (2) 


прачемъ, на основани доказаннаго начала, ур. (2) тождественно съ (1). При- 
давая, затфмъ, къ обфимъ частямъ ур. (2) по -6, находимъ 

ах — сс —В--6—6--а, или ах—сх=5--а. .. (3), 
причемъ это ур. тождественно со (2), а слЪд. и съ (1). 

Сравнивая ур. (3) съ (1), замфчаемь, что членъ сх перешель въ первую 
часть съ знакомъ —, между тфмъ какъ во второй части ур. (1) этотъ членъ 
иифль знакъ -|-, чаень © перешоль во вторую часть съ знакомъ -|-, между 
тфмъ какъ въ первой части уравненя этому члену предшествоваль знакъ —. 
Отсюда выводится заключене: перенося члены изъ одной части уравненя въ 
другую, сл$куеть у переносимыхъ членовъ мфнять знаки на противоположные. 

270. Сльдств1Е ПП. — Всякое уравненае можно привести къ виду 


Р=0. 


Въ самомъ дфлЪ, перенеся всЪ члены изъ второй части уравненя въ пер- 
вую, очевидно, будемъ имЪть во второй части 0. 
Напримфръ, уравнене 


42% —12-2—=3—6 
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тождественно съ уравненемъ 
45° — 102-80. 


Если пмбемъ уравнен!е первой степени съ однимъ неизвфегнымъ, то це- 
ренеся всЪ члены въ первую часть и сдфлавъ приведен!е, дадимъ такому 
ур—н1ю видъ 

а = 0, 
ГБ @ п В суть выражен1я, не содержация 2х. Это и есть, слЪд., самый общ 
видъ уравненя первой степени съ однимъ неизвЪстнымъ. 

Точно такъ же уравнен!е 


а? 6% -- в =0, 
въ которомъ а, бис не зависятъ оть х, есть самый общ видъ ур— ня 
второй степени съ однимъ неизвЪетнымъ. 
Уравнен:е. 
аз —|- 61° сх -- а=0 
представляеть общий вадъ ур— ня третьей степени съ однимъ неизвфетнымь. 
Наконецъ, уравнен!е 


Ава -|- Ада" Ана, А Аа АА =0 
есть общий видъ ур—Шя 2-ой степени съ 1 неизвфетнымъ. 

271. СльдствтЕ Ш. — Можно перемънить знаки у всъть членовь 
уравненя на обратные. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть дано уравнене 

19 —72=5—4%... .(1) 
Замфтимъ прежде всего, что всегда можно переставить части уравненя, т. е. 
написать вторую часть уравневя влЪво отъ знака равенства и наобороть; ибо 
очевидно, что ур—не М — М, тождеств. съ № =М '). Сдфлавъ это, найдемъ 
5 — 45—19 — 7х. 
Затзмъ перенесемъ члены второй части въ первую и наоборотъ; получимъ 
—19--75——5 4%... . (2). 

Сравнивая это ур. съ (1), замфчаемъ, что оно отличается отъ (1) знаками 
при вофхъ членахъ. 

272. Второе начало. Помноживь объ части уравнемя на одно и тоже 
количество, получим члвненае тождественное съ даннымз, если только в3я- 
пый множитель не есть ни <“ хи безконечность, и не содержить не- 
извыстиао, 

Пусть дано уравнен!е 

АВ ге 
и М— количество, не равное ни 0, ни со и не обращающееся ни въ 0, ни 
въ со. Требуется доказать, что при такомъ ограниченш относительно М, урав- 


нен1е 
А.И —В.М. .. . (2) 


г) ДБйетвительно, веакое значеве неизвфстнаго, дфлающее М равнымь М, дф- 
лаетъ, наоборотъ, и № равнымъ М. 
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тождественно съ уравненшемъ А — В, т. е. что всяй корень перваго удовле- 
творяетъ второму и наоборотъ. 


Цля удобства доказательства замфнихъ уравневня (1) и (2) тождествен- 
НЫМИ ИМЪ 


А—В=0....! вы (А-В) М=0.... (0) 


ур. (Т) тождественно съ (1), и (П) со (2), ибо перенесене членовъ изъ одной 
части въ другую приводить веегда къ тождественнымъ съ данными уравнен1ямъ. 

Итакъ, докажемъ, что (Г) тождественно со (П}. 

1°. Пусть х = будеть однимъ изъ корней уравненя (Г); это значатъ, 
что при подстановк® © вместо х въ ур. (1), это ур. обращается въ тождество, 
т. е. А_В— въ ноль. Подставимъ теперь х виЪето х въ ур. (П); при этомъ 
А— В, какъ уже знавмъ, обратится въ 0; а произведене двухъ множителей: 
А—Ви М, изъ коихъ одинъ равенъ нулю, само равняется 0, если только 
другой множитель не обращается въ со; но, но условию, М не естьи не обра- 
щается въ со, сл. произведеше (А — В) М, при х=—=, дЪйствительно обра- 
щается въ 0, а ур. (П) въ тождество 0—0. Значить 2= служить кор- 
немъ ур—вя (ПН). 

2°. Пусть х=В веть одинъ азъ корней ур—вя (Ш); это значить, что 
при подстановив В вмЪето х въ ур—ве (И) произведеше (А — В)М длается 
нулемъ; но чтобы произведен1е двухъ множителей было —0, необходимо, 
чтобы одинъ изъ множителей равнялся 0, и какъ М, по условю, не есть 0, 
то А— В должно обращаться въ ноль. Итакъ, при подстановк В выфето х, 
выражене А — В обращается въ 0, а сл. х=В служить корнемъ и (Г) урав- 
нен!я. 

Итакъ, мы доказали, что при сдфланномъ ограничени относительно М, 
всякй корень 1-го уравненя служить корнемъ и втораго, и наоборотъ; а сд. 


урн я (1) и (П) тождественны, и одно изъ нихъ можеть быть замфнено 
другимъ. 


273. Можно раздфлить об части ур—ня на одно и тоже количество М, 
лишь бы оно не было — ни нулю, ни безконечности; полученное ур. будетъ 
тождественно съ даннымъ. Въ самомъ дфлЪ, раздфлить на М — все равно что 


1 
помножить на т;; но есди М не есть 0 или со, то м Я веть ни со, ни (;а 


такой множитель, по доказанному, приводить къ тождественному съ даннымъ 
уравненю. 


274. ПриложЕнти. На этомъ начая% основано уничтожен!е дробей въ урав- 
нени, когда знаменатели этихъ дробей не содержать неизвфетныхъ. Пусть, 
напр., требуется освободить отъ дробей уравнене 


Для этого нужно помножить 06$ части ур-—в!я, или, что тоже, всё чле- 
ны ур—вя на наименьшее краткое знаменателей, и затфмъ въ каждомъ член 
сократить общихъ множителей чиелителя и знаменателя; такъ-какъ каждый зна- 
менатель входить множителемъ въ составъ наименьшаго краткаго, то очевидно, 
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что указаннымъ сокращешемъ вс пробные члены будуть приведены къ пфлому 
виду. 

Наименьшее краткое знаменателей ур вя (1) есть 23 х 3 —24; умножа- 
емъ воф члены на 24; имфемъ 


хх 24 __ 3х 24 __ м, 


8 4 = + 


или, сокращая первую дробь на 8, вторую на 4, третью на 6 и четвертую на 
13, находимъ 


11 Ж3—3Ж6—41 552, 
или, наконець 
211 —18 —4--10%..... (2). 
Это ур. (2) тождественно съ (1), ибо множитель въ данномъ случа не 
содержалъ неизвфетнаго, поэтому онъ не могь измфиять своей величины, а 


сафдовательно и не могъ обратиться ни въ 0, ни въ со: это была конечная 
величина 24. 


Возьмемъ еще примфръ: освободить отъ дробей уравиен!е 
ра, 2—6 _ < 2. 
ь ив а _ @а—5 афь 
Наименьшее кратное знаменателей — а6(а —5)(а-- 5); умноживъ на него 
веф члены уравнев!я, получимъ: 
(&« аа (а — 8 (а-- 5) о (х — 5) 46(а—5)(а-5) _ л6а—5(@а- 5 
ь @ ан 5 ЗЫ 


а—6 


хаб (а — 5 (а-- 5) 
а Е. . 
Сокративъ а по-порядку, на $, аа а —6 иа-- 6, получимъ: 
(х-- а)а(а* — 53) + ( — Ба? — 52) =#.а5(а--5) — ха а— 5). 

Такъ какъ множитель въ данномъ случа — а6(а* — 6%), т.е. количеству, 
не зависящему отъ неизвфетнаго, то послфднее ур. тождественно съ даннымъ. 

275. Приибчане относительно множителя, содержащаго неизвфстное, 

При доказательств® предыдущей теоремы мы сдфлали ограничене относитель- 
но величины множителя М, разум я подъ М количество опредёленное, не содер- 
жащее неизвфетнаго и не обращающееся ни въ (0, ни въ со. При этомъ ограни- 
ченш умноженное ур. всегда тождественно съ даннымъ. Но вели множитель М 
есть выражен!е, содержащеене извфетное, то при нзкоторыхъ частныхъ значеняхъ 
посл®дняго, оно можеть обращаться пли въ 0, или въ оо; напримфръ если М=: 


1 
—=и--2, то при = —2, М дфлается нулемъ; если М=—, 


М обращается въ со. Въ такомъ случа разсужденя. служившя намъ при до- 
казательствв теоремы, становится уже неприложимыми, имы ие вправЪ заклю- 
чить, что умноженное ур. будеть непремфнно тождественно съ даннымъ. Во- 
просъ этотъь требуеть поэтому особаго изелФдован!я. Послднее, для большей 
яености иззоженя, мы подраздёлимъ на три случая. 

1-й случай. Выражене А — В и множитель М — цфлые относительно не- 
извфетнаго. 


то при х =—1, 


И 


Доказать, что ур-вя 
ВОО Е МА 0..0) 
не тождественны между собою. 


ЭАЪеь прежде веего необходимо замфтить, что ур. РЬ0, гдф Р целый 
относительно х многочленъ съ конечными козоФищентами, не можеть имфть без- 
конечнаго корня, ибо цфлый отн. х многочлешь съ конечными коэф-ми обра- 
щается при 2=<00 въ со, а не въ 0, какъ требуетъ ур. РЕЙ. Сл, ур. (1) 
ныфетъ конечные корни, и, въ частности, равные вудю. | 

Переходимъ къ доказательству теоремы. 


ВеякШ корень ур-вя (1), обращая А — В въ нозь, дфлаетъ нулемъ мно- 
жителя А — В въ ур-вш (2); выражене же М, какъ цфлое относительно 5. при 
корняхъ ур-шя (1), какъ конечныхъ количествахъ, не можетъ обратиться въ 
со, а будетъ конечнымъ количеетвомъ; поэтому произведене М(А — В) обратвт- 
ся въ ноль, а ур. (2; въ тождеетво 0—0. 


/ 

Итакъ, веяый коревь ур-шя (1) удсваетворяетъ и уравнению (2). 

Но корни уравнешя (2) не необходимо удовлетверяютъ и первому уравненю. 
Въ самомъ дВаЪ, кромв значешй х-са, сбращающихъь А — В въ ноль, ур (2) 
удовлетворяется еще такимн ‘зиачевяуй 2, при котврыхъ М обр: щается въ 0, 
ибо эти значен!я, какъ неравныя со, не могутъ обратить А — В въ со. Но 
значен!е 2-са, сбращающя въ нель выражеше М, вообще не обратятъ въ 0 
количество А — В. Итакъ этотъ второй родъ корней ур-вшя (2) вообще не удовле- 
творяеть первому ур-нею, такъ что второе ур-е имфетъ. вообще говоря, 
большее чиело корней чфмъ первое, а потому сно п не тождественно первому. 

Итакъ, въ разсматриваемомъ случаф: умножен!е [ур-Шя на множитель, со- 
держащий неизвфетное, вообще, приводить къ ур-ю. выфюшему зишн!е корни 
сравнительно съ данвымъ; при чемъ эти леииие корни суть эъ значенмя не- 
извъестнаю, при которыхь множитель М обращается в% НолЪ. 


ПримъРЪ. Пусть дано ур-не 
25 —4—35— 6, 
коренв котораго есть х=2. Умноживъ 06 части на х — 1, найдемъ новое 


уравнене 
(25 —4)х—1) = (35 — 6)(&—1). 


Значен!е х = 2, удовлетворяющее первому, удовяетворяетъ и второму ур-н!ю, 
ибо обращаетъ обЪ его части въ (0. Но второе ур. иметь еще корель 2=1, 
не удовлетворяющий первому. СлЪд. второе ур. не тожд'ственно съ первымъ. 

2-й случай. А —В выраженше дЪлое относительно неизвфетнаго, М — дроб- 
ное. Въ этомъ случа ур-ня 

А—В=0...(1) и МА—В=0... (23) 
могутъ также не быть тождественныхи. 


Въ самомъ дЪяЪ., пусть 1==о будеть одинъ изъ корней урвя (1). 06- 
ращая, при подетановкЪ во (2), множителя А— В въ ноль, корень этотъ мо- 
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жетъ обратить М въ со; тогда первая часть ур-мя (2) приметъь видъ сох 0 
что можетъ п не быть нулемъ. Такимъ образомъ второе ур. можеть не имфть 
нфкоторыхъ корней перваго, т. е. ур-мя могутъ и не быть тождественными. 


ПРИМЪРЪ 1-й. Пусть данное ур. есть 
(#—1)(=-2)=0.... (1) 


Корни его, какъ легко видфть, суть: 2 ={ и х’=—= —2. 


: 1 
Понноживъ ур-ве на —› получинъ 


* 1 : 

1—1 =0 ии 
Подставивъ въ это ур. 1 вымфето х, замфчаемъ, что оно принимаетъ видъ 
| сх 0—0. 
Если теперь истинная величина неопредфленности со Х 0, при 2 —1, 6бу- 


деть 0, то х=1 будеть служить корнемъ ур-Ня (2); въ противоположномь 
случаЪ ур. {2) не имфетъ корня равнаго 1. 


Для опредфлешя истипной величины неопредфяенности, даемъ выраженю 


х—1)(%--2 
ВИДЪ: ВЕ сокращаемъ дробь на х—1; и зат6мъ въ полученномъ 


выражеши 2-|-2 полагаемъ х —=1; въ результать получаемъ 3. Значить ур. 
{2,, при 2 =1, береть видъ 

3—0, 
а потому х=1 не есть его корень. 


Но х— —2 служить корнемъ и 2-го ур-ня. Итакъ, велФдотв!е умноженя 
на М пробное, ур. потеряло одинъ изъ корней. 


ПринбРЪ 2-й. Пусть данное ур. будетъ 
д? -+ 12 —1х, 
иуфющее корни 2’ —=3 и 2” =4. 


1 
Умноживъ 06% части на —5 > Ннаходимъ 


28-12 172 2 — 1-10 | 


5—5’ ВАИ ^ `` =0, вии 5х @-3)@—9=0 


—3 — #— —5 


Это ур. удовлетворяется при 5 —4. Но подетававъ х==3, находимъ со Ж 
х 0—0: и какъ истинная величина неопредфленности сох 0, при х—=3, 
есть —1, то ур. второе не имфеть корня = 3. ЗдФеь опать оть умножешя на 


1 
;— 8 !Р. потеряло корень х—3. 


3-й случай. А— В — выражене дробное относительно неизвфетнаго, М — 
ц$20е. 

Мы видфли. что когда А —Ви М были выраженя ифлыя относительно 
х, то ур. МА — В) =0 имфло больше корней чЪмъ ур. А — В 0, и эти 
лишн!е корни были ть значеня нензвЪстнаго, при которыхъ М обращалось въ 
нуль. Но если при пфломъ М, А — В будеть дробное, то значеня 2, обращаю- 
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щ!я въ ноль выражен!е М, могутъ обратать А — В въ безконечноеть, а потому 
произведение М(А — В) не будетъ необходимо равно 0, а это означаетъ, что умножен!е 
на М, въ данномъ случа, можеть и не ввести постороннихъ рёшенй, т. е. 
умноженное ур. можетъ быть тождественно съ даннымъ. 


276. Случай дробнаго ур— я л цфлаго множителя особенно важенъ, ибо 
онъ ветрёчается при освобождещи ур— я оть дробей; поэтому мы должны раз- 
емотрфть съ особеннымъ випманемъ всЪ иредставляемыя имъ обстоятельства. 


Ириэтомъ, для большато удоботва, предположимъ, что ве члены перене- 
сены въ первую часть, приведены къ общему знаменателю и соединены въ одну 


дробь м тд Ри 0 — пфлые относительно х полиномы. Ур. приметъ видъ. 


© 
оно всегда м. б. приведено въ этому виду. 
Решать это уравнеше — значить найти для неизвъстваго тая величины, 


Р 
при которыхъ дробь © обратилась бы въ ноль: но дробь можеть обратиться 


въ ноль только при сяфдующихь обстоятеятельетвахъ. 


1°. Если числитель обращается въ ноль, а знаменатель при этомъ остается 
отличнымъ отъ нуля. 


2°. Если знаменатель обращается въ безконечноеть, а числитель не дфлает- 
ся безконечностью. та 


7 
3°. Если числитель и знаменатель обращаются: оба въ ноль, или же оба 
въ со, но истинная величина полученныхь неопредфленныхь Формъ равна 0. 


Разберемъ эти обстоятельства. 


1°. Во первыхъ, числитель обращается въ ноль при значеняхъ х, равныхъ 

корнямъ ур—шя Р=0. Поэтому, приравнявъ чиелителя нулю, опредфляемъ воЪ 

ворни уравненя Р—0. Затфмъ, каждый изъ найденныхъ корней подставляемъ 

въ знаменателя (): всб корни ур-шя Р=0, не обращающия знаменателя () 
Р 

въ ноль, обращаютъ въ ноль дробь <’ Поэтому удовлетворяють данному урав- 


ге 2 . 
неню <=; если-же при какомъ ибо корн® 2 —& ур—шШя Р==0 и знаме- 


Р 0 
натель @ обратится въ 0, такъ что дробь -с "Риметь неопредёленный видъ °’ 


нужно будетъ найти истинное значеше этой неопред®лености; если это истинное 
значен!е будетъ ноль, то 2=— удовлетворяетъ данному ур— и; если же истин- 
ная величина неопредфленноети, при х==, будеть отлична отъ нуля, корень 
& слфдуетъ отбросить. 

2°. Во вторыхъ, такь какъ знаменатель ( есть полиномъ дфлый по букв 


х, то онъ можеть обратиться въ со только пря х==00; но при этомъ и чис- 
литель, какь ифлый полиномъ относительно 2, также обратится въ со, кробь-же 


Р со 
<. приметь видъ __; истинная величина этой неопредфленной Формы будеть 
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нулемъ только тогда, котда степень знаменателя выше степени числителя. Въ 
Р 
этомъ, и только въ этомъ случа®, Ро = ( будетъ имфть безконечный корень. 


Это изселЪдован!е приводить къ слфдующему заключению: для р®$шен!я ур- 
ня, содержащаго неизвестное въ знаменателяхь дробей, собираемъ ве члены 
въ первую часть, приводимъ ихъ къ общему знаменателю и соединяемъ въ одну 
дробь; приравнявъ числителя этой дроби нулю, рёшаемъ уравнене Р—0. Если 
окажется, что ни одинъ изъ корней этого ур. не обращаетъь знаменателя ( въ 
ноль, то заключаемъ что ур. РО тождественно данному, если оставить въ 
еторон% безконечные корни. 

Если же окажется, что какой-либо изъ корней ур-ня Р—0 обращаетъ и 


Р 
знаменателя 0 в ноль, то истинная величина дроби в при этомъ частномъ 


значени л покажетъ, слфдуетъ-ли его удержать или отбросить. 
Приведемъ н®еколько примфровъ въ пояснен!е этого правила. 
ПримзрРЪ [. — Решить уравнене 


16-969) _| 
(&—1)(2-- 2 (= ° 


Нриравнивая числителя нулю, ршаемъ уравнен!е: 
(—1)*(2--2)(&—3)=0..4. (2) 


Чтб. произведен!е равнялось нулю, нужно чтобы одинъ изъ множителей рав- 
нялея 0, а ни одинъ изъ остальныхъ не обращалея при этомъ въ оо. Первый 
множитель (2 — 1)* обращается въ ноль при х=1, а остальные ва остаются 
при этомъ конечными; второй обращается въ ноль при 2 = —2, а тремй при 


д=—3, причемъь въ каждомъ случаЪ остальные два конечны. СлЪд. ур. (2) им*- 
еть три корня: 


азаЙ 


бей ПВ ар О 
Подетавляемъ каждый изъ нихъ, поочередно, въ знаменателя. При х=1 


0 
5; Но сократявъ дробь 
на 2—1, и положивъ затВиъ х-—1, находимъ, что истинная величина пер- 
вой части ур-вя (1) есть 0. Заключаемъ, что 2’ —1 есть одинъ изъ корней 


ур-ня (1). 


знаменатель обращается въ 0, а вся первая часть въ 


При = — 2, знаменатель снова обращается въ 0, а первая часть ур-мя 
0 
(1) въ б; Но истинная величина этой неопредфленности, при 1—— 4, веть СО, 
сяфд. корень х”— — 2 не удовлетворяеть данному ур-ню. 


Наконецъ, корень 2” = 3 обращая числитеяя въ 0, знаменателя — дфлаетъ 
конечнымъ, а потому удовлетворяеть ур-ню (1). 

Замфчая, наконець, что степень знаменателя ур. (1) выше степени чиели- 
теля (числитель 4-й степени относительно 2, а знаменатель 6-й), заключаемъ, 
370 панное ур. имфетъь еще безконечный корень. 

Итакъ, данное ур. имфетъ три корня: 


1, Зи <. 


95 
ПримфрЪъ ЦП. — Рашить уравнене 


НЕЕ 2 


1—х 1—*х 


Собравъ всф члены въ 1-ую часть и соединивъ ихъ въ одну дробь, най- 
демъ уравнен!е 


— 0: 


1—х 
ини разложив числитель на множители и умноживъ 06% части на — 1, получимъ 


(&—1)(#— 6) 
&—1 _ 


` 


—0 ` 

Приравнивая числитель нулю, находимъ уравнене (х — 1)(5 — 6) =0, ко- 
торое имфетъ, какъ легко видЪть, два корня: = и х”—=6. Изъ нихъ вто- 
рой, какъ обращающий знаменателя въ конечную величнну 5, удовлетворять и 


1}(#—6 0 
данному уравненю. Первый же, т. е. 1, обращаетъ дробь е—9е—9 ВЪ о} 
истинная величина этой неопредфленности, при 5—1, ееть не 0, а—5, сш. 
корень х—1 не удовлетворяетъ предложенному уравненю. 3 


ви данное ур. не имфетъ безконечнаго корня, ибо степень числи- 


—* 
теля дроби > 1 = выше степени ея знаменателя. 


Итакъ, данное ур. имфетъ одинъ корень: #==6. 


Р»шеше уравнен1я ]-й степени съ однимъ неизвфетнымъ. 


271. Доказанныхъ началъ совершенно достаточно для ршеня уравнен!й 
первой степени съ однимъ неизвфстнымь. Механизмъ рАшен1я укажемъ на нЪс- 
колькихь примфрахъ. 

ПримзрЪ |. — Решить уравнене 

7 т 5ж 
в4=4-#. + (1). 

Освобождаемъ уравнеще отъ пробей, умножая об части его на общаго зна- 

менателя 12; получимъ 


7х 12 хх 12 4 х 19—52 х 12. 


6 4 3 


или, по сокращении, 
14 — 32—48 —202..... (2). 
Перенеся, затфмъ, неизвфетные члены въ первую часть, а извфетные во 

вторую, найдемъ ур. 

205 — 31—48 — 14; 
одфлавши приведене въ той и другой части, 

ЕЕ ла). 

11 
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наконецъ, раздфливши 06% части на козоФищентъ 17 при неизвфетномъ, имфемъ: 
34 


= ии о 


Уравнения (1), (2), (3) и (4) вбф тождественны между собою; въ самомъ 
дВлЖ, каждое изъ нихъ мы выводимь изъ предыдущаго или умножешемъ, или 
дъяенемъ обфихъ частей на одно и то-же число, или перенесешемъ членовъ 
изъ одной части въ другую; а ве эти преобразовашя не измфняютъ корней _ 
ур-ня. Но ур-ше (4), очевидно, можетъ быть удовлетворено лишь ^ величиною 
2 равпою 2; елёд. 2 служить и корнемь уравнемя (1), тождеетвеннаго съ (4). 

Изъ предылущаго выводимъ елфдующее 

Общее правило. — Для рфшен1я уравневя первой степени съ однимъ не- 
извЪетнымъ нужно: 

1. Освободить ур-нёе отъ дробей, если таковыя интются; 


2. Перенестие вс члены, содержащие неизвльстное, в одну часть, а вет 
извъетные члены въ друцю; 


3. Одълать приведеше подобныть членовъ, т. е. ве члены, содержащие ` ь 
неизвестное, соединить въ одинъ члень, а также и члены известные; 

4. Раздьлить объ части полученнаю так. обр. уравнешя на коэффи- 
1иенть туш неизвъетномь; частное и будеть корнемь предложеннало уравненая. 


ПримРъ П. — Рёшить уравнеше 


еее =16 — 3-3) 
Уузноживъ 06% части на 12 — общаго знаменателя дробей, получимъ 
6/5--1}--4(1-—- 2) =192 —3(#--3}; 
раскрывъ скобки, найдемъ 
бд 6-- 45-2 8=192 — 3—9; 
сдЪлавъ приведен!е въ каждой части уравненя, получимъ болфе проетое ур-н!е 
10% -- 14 —=133 — 32; 
по перенееени членовъ, имфемъ 
10% 3х — 183 — 14, 
по приведенш: 


13х —169. 
Отсюда, раздфливъ 06 части на 13, имфемъ 
д—13. 
Повърка. Подставивъ вифето * въ данное ур. 13, получимъ 


ВР (8-2) =16—113--3), ми 7-55 =16—4, ви 12=12. 


Саи. найденное ршене въ самомъ дфаЪ удовлетворяетъ данному уравнен!ю. 
ПримфрЪ Ш. — Рашить уравнен!е 


1—1. 
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Освободивъ отъ дробей, получимъ 
15% —27 —4%—215—57; 
по перенесени членовъ имфемъ: 
155 —45 —215—21--57; 
по приведения: 


— 10% = — 30. 
Умноживъ 06$ части на—1, пайдемъ 
105 —=30; 
откуда 
2—3. 


Повфрка не представляетъ никакого затрудненля. 


ПрРиувръ [\. — Решить уравнене 
ба--7 2—2 28-1 о А (4. 
15 15 —6 5 
Умножаемъ обЪ части на 15(75 —6) и рЬшаемъ полученное уравненге; 
вели найденный корень не обращаетъ въ нуль знаменателя, то онъ удовлетво- 
ряетъ данному уравненю. Но знаменатель 15(7х — 6) обращается въ нуль при 


=; сл. вели корень освобожденнаго отъ дробей уравнен!я будетъ отличенъ 


5 |< 


оть 3, онь удовлетворяеть предложенному ур-н!ю. 


Освобожденное отъ дробей ур-н1е есть 
(65 -- 7)(72 — 6) — (2х — 2)15 =3(2 1) (9 — 6) 
или, собирая вс члены въ первую часть и въ двухъ изъ нахъ выводя за скоб- 
ки 7х —6, находимъ 
(7х —6).4 —30(4—1)=0, или 
282 — 24 — 305 -|- 30 —0, или 
—21—— 6, откуда 
д—3. 
Итакъ, данному уравнению удовлетворяетъ значен1е х, равное $, въ чемъ 
не трудно убЪдиться ловфркою. 


Примьръ \. — Рьшить уравнене 


1 25 д ее 9-45 
В р 


Для нахожден!я общаго знаменателя, разлагаемъ на множителей знамена- 
тели первой части уравненмя; находимъ: 


д*-- 38-2 — (#--1)(#--2); 
2 42-3 = (#1) (=-- 3); 
29-526 = (#-Е 2) (#3); 
общий знаменатель — (»-|-1)(=--2)(х -- 3). 
11* 


р 
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Умноживъ об части на общаго знаменателя и сдфлавъ надлежащ1я сокра- 

щен!я въ дробныхъ членахъ, имфемъ: 
2-3 2-3) 1 -- 2=4(#--1)(#-- 22-3) (9-42) (2-92), 
или 
322-|-6%--3 =443-|- 242-442 -- 24 — 42° — 212% — 35% —18, 
иди, по приведенши во второй части и по отняти отъ обфахъь частей по 32", 
имжемт: 
бе 3 —=92-ф6.... (2). 

Это уравнен!е не необходимо тождественно данному, такъ какъ оно поду- 
чено умноженемъ даннаго на выраженше (х-- 1)(%-- 2)(2-Р 3), содержащее не- 
известное. Но если корень (2) не обращаеть въ нуль общаго знаменателя, то 
онъ удовлетворяетъ и ур-ню (1); общий же знаменатель обращается въ 0 при 
значешяхь 2, равныхь —1,—2 и — 3; поэтому, если корень ур-вя (2) не 
равенъ ни одному изъ этихъ чиселъ, то онъ необходимо уд-тъ данному ур-н!ю, 
если же равенъ одному изъ этихъ чиселъ, то необходимо дальнйшее изслдоване. 

Ршая ур. (2) имЪемъ: 


65 — 9%—6—3 
или —31=3, 
откуда д=—1. 


Перенеся воф члены даннаго ур-н!я въ первую часть и соединив ихъ въ 
одну дробь, имфемъ 


В и Иа 
еее ++) ^ 
Первая часть, при х = —1, обращается въ с} но, сокративъ на “--1, 
и положивъ затмъ х— —1, найдемъ 


—3 __ 
—5› 910 не — 0, 
ел. —1 не есть корень даннаго ур-шя. Но какъ степень знаменателя дроби 


—3(#- 1) 


выше степени числителя, то данное . пыфетъ корень— со. 
@0@-2)е-3) р р 


ПРиИМФРЪ \[. — Решить уравнеше 


22-Е #-а. 
2а-Нь '2а—в 


Умноживъ 06$ части на общаго знаменателя (2а-|-5)(2а —5), найдемъ 
(2=-|- 15) (2а — 6) = (2а--5)(2а—В)-- (&-На)(2а-- 5), 
или, выполнивъ указанныя дфйетвя, 
дах —- 1496 — 2х — 15° — 40 — 9 -- Зас | 2 -|- 9 -- 6, 
а по перенесени членовъ, 
4а1 — 265 — Заз — $51 =44а —№--2%-- 4 — 14 -- 15°, или 
(2% — 35) = ба*— 13а -|- 65*, откуда 


__ 64? — 1346 р 663 
о 2а — 36 
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Совершивъ дфлен!е, найдемъ окончательно 
д — 38—46. 
Если значеня, данныя буквамъ 4 и 6, обращаютъ одного изь знаменате- 
лей въ ноль, тогда мы уже не имфли бы права умножать ур. на произведеше 


(2а--5)(3а — 6), какъ равное 0; но въ этомъ случа самое ур., содержа дробь 
оъ знаменателемъ равяымъ (0, ие имфло бы никакого смысла. 


ПримзРЪ УП. — Рышить уравнен!е 


1 2 3 ВЯ ) 
ры -ы а 924 


Приводя къ общему знаменателю, имфемтъ: 
23а) (#- а)(#- а)--3(#- ва)(#—2а)(#—а)--3(#—6а)(1--За)(#—а)—6(#—6а)(--3а)(#—24)__ |} 
(26а) (#1 3а)(1—2а)(х—в) а 
Числатель м. б. упрощенъ; вынося въ первыхъ двухъ членахъ обийй мно- 
житель (1 — 24.5 — а), а въ двухъ поелфднахъ 3(х — ба) 2--3а), вайдемъ 
2 — 2а)( ав -Р За 25 —12а] | 3{х — ба)(з-- За) [х —в — 2=-- 4а|= 
(2 — 2а){ — а){35 — 9а) -- 3(# — 6а)(#- 3а)(—=-|- 3а) = 
3(1 — 2а. (1 —а,'1 — 3а)— 3(х —ба)\(х + За\(х — За) = | 
314 — 34) (х —2а)х—а)— (х— бах - 3а)] = 3(2- За) Х м. 
Уравнен!е принимаетъ, поэтому, видъ 
60425 — 3а) —% 
(х — 64)(#-- 3а)(х — 2а)( —а)`_ 
Чиелитель обращается въ 0 только при 2—3; и какъ это значене х не 
обращаетъь въ ноль знаменателя, то оно уд—тъ и ур—ню (1). Иромв того 


данное ур. иметь еще безконечный корень, ибо степень знаменателя выше 
степени числителя. Итакъ ур. имфеть два корня 


ео 


ха. и #’==60. 


Повфрка. Подставляя За виЪето х въ данное ур., находимъ 
1 2 3 6 
та = 


1 1 3 3 
ааа в-=® 
что вЪрно. 
Подставивъ ос выжето 2, замфчаемъ, что каждый чаенъ первой части 
обращается въ 0, сл. ур. также обращаетея въ тождество 0==0. 
278. Задачи. 
1. 5 — 3(4—2)-1 43 —2)=0. 
8. 3(5— 3) —2(1—2) 4 (&—П=а-з-- 2-2) + з@-у. 
3. 52—11 9—5 _92—7 
7 И 5 


7—8, 152-8 _ 1 
ны) 


21. 


22. 


23. 


24. 


0,125(0,12-- 0,5) 
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Ее 


2 Ра ны ны) 


8 12 90 ` 

5 24—82 __ 3#-1 
а о" 

Ея 2 35 412 5х 64 
От а. 


1 о 1 И 35-4 
} а @=-Е7)— 5 2—7) = 


4% — 21 т 9 —7х 


Тео. 


‚В --ы ен 


се -—2[=—[т=— 5 [16-5 @+9}]= 5 #3. 


т 1 
#--1 - за Г в 
374 — 77х 
. (682 — 2): те Е = = 117% — 28. 
1—2 65-65 _ 8 1— 32? 


3—4 7—8 321 — 595 -8041° 
—9_ 1—7 2—9 _2—8 2—1 _#—8, 


25 2—9 4—4 4—5 2—4 2—2 
4 1 4 1 


2-8 #25 28 21. 


2 3 4 и 
2—1 29 1—3) 12+’ 


Е м 
2(#--1,5) _ 
° 5(0,82—1)— 
= иы к 2(#-- 10) 
и ыы. 
8 6 _ 4 
25 10 — 3х 
ИЕР 21—89) _„_ а 
2 13 > 89 
2-1 2-1 
д—1 ия &--1 
6 #2, 2 0 
2 2—2 Га у 
92-5 , 32 — 51—71 _ 155 —17 


25. 


6(=— и 18(—1) ^^ 95а,’ 
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4®-3 _ 112—565 _ 3755 — 8622 —35 

15—35 95-21 1097 —49) 

27. [12(13580 — 2) — 9]*-|- [5(13580 — =) — 1} =[13(13580 — 2) — 8}. 
Положить 18580 — & — 9. 


я --22--2  2*-|-8#--20 __ 2 --45-- 6 , 2-62-12. 
й &--1 СВ 4 а га 2-3 


26. 


24—55, 5—6 17 —7х в 
29 ее. г 370 = 29 —- —8, 
2 ы д--1 Е т 2910 { х--2 : х--3 


: а(х — бы = —8). 
и" т 5 _ В 3 
Е. а Е, 
па 
2(@а— 5) ж(а-- 5) [#11 


СЕН 
„ 2@а-Эфте-ь аз _ ры = 
ее а т 


а (2-- а)(х И 
у а ь 3 а | 
а 2 _ а? -|- 0? 
аа а ааа, 
—а, 1—6, с _#—@-е-о, 
9, 2 


а ас 

37 о. я 
"#2 В т па 

2? — (а 0х-- аб я — ба 
: —— (&—Ь 
ы а, аи. 

сы — а? р 
39. ру — = 92, 

а @ 
о 

1 1 1 

И ыа 
42. а _ а ВЕ 

де аа 9—5 

(а—Вх (@-- 5)? _ (3а—6)(#—6)а _ 
43. НЕ вв = а 2х. 

Зафе аб? (2а-Н их __ 5х 
РР арб Ра 

с 1 205 44 
45. аби Ро иеа-тба-и Гор 906 ай" 
46 32 . х—@а 5х а 
аа та @— 9 — а 

47 —а #--Ь х дта— 6 


раза фм еб д-р 


— 964 — 


1-2 1—2 
1-& 1{=_ 3 2 29 
ие м -* Е ро 
—1 ЕЕ, 
1—2 4—2 
1 ых & 
т с 1-и —5 31—56 —8 
50. 5 - 12-28 51. — ая ъ 
д—2 х—6 
бо. 2 ее 
а 6(х — 1) 3 3—0 
РЬшен!е сл$лующихъ уравнен!й привести къ ур-мъ 1-й степени: 
р 4 те 37 
о пре 8 м5 6 
64 22 5% _. _ 4—2 | 
1-2 7-35 7 - 165 + 47 
я 28 455 __ 483 6—2 
И ЕТ ИЕ 
56 (1 — а} _х—2а—6 
"2-45 за 
Сказать, не рфшая ур-вй, корни слфдующихь ур-нй: 
57. [#— (а-- 6) (с--а)=0. 58. (72— 42).13=(15—49).15. 
Е 1 < 1 
аа. 


60. (3х — 12)(55 —25)(75 — 43) =0. 
61. (1—@а—5)(х а в)(а- а-- в =0. 


62. Кавя значеня нужно дать количеству <, чтобы нижеслфлующия ур-вл 
были удовлетворены: 


д, т-п_ я 7 
— — — значетемъ 5 — 1 
& а 2< п . 
ях, Фа д : 
а ур. = - значещемь д — 29. 
и а Я ь а--ь 


Задачи, приводятия въ уравненямъ первой степени съ 
однимъ неизвфетнымъ. 


279. Рьшен!е алгебраической задачи состоить изъ четырехъ частей: 

1) составлемя уравненй или неравенствь изъ условй, связывающихъ 
Танныя величины съ неязвфетными; 

2) ръшеня полученных уравненай или неравенствь; 

3) изсльдованая задачи, т. е. разсмотрьвя представляемых ею особен- 
ностей и опредфлешя уеловй, которымъ должны удовлетворять данныя, для 
того чтобы задача была возможна (въ случаЪ, когда данныя величины изобра- 


жены буквами). Слдуеть замбтить, что не всякая задача предотавляеть мате- 
раалъ для изслфдованя. 


— 265 — 


4) повърки найденныхь рющеншй, служащей удостовфрешемъ въ пра- 
вильности рёшеня задачи. 

Въ этой глав мы займемся рьшешемъ только такихъ задачъ, которыя 
приводять къ уравневямъ первой степени съ однимъ неизв®етнымъ; а 
изелфдовашемъ ршенй займемся въ отдфльной глав, не касаясь пока этого 
вепрова. 

Что касается составлен!я уравнен! изъ услов!Й задачи, то на этотъ счетъ 
нфтъ никакихъ общихь правилъ; все, что можно сказать по этому предмету, 
сведится къ слБдующему: назвавъ нензвфетное (мы ограничиваемсея здфеь слу- 
чаемъ одного неизвЪетнаго) буквою х, обозначають при помощи этой буквы и 
данныхьъ задачи воф дёйстия, кая должно бы было произвести надъ вими 
дая повфрки рёшев!я, предполагая, что неизвестное найдено; такимъ образомъ 
получатся выраженя, которыя, по условию задачи, должны быть равны: соеди- 
няя ихъ знакомъ равенства, и получимъ искомое уравнеше. 

Укажемъ прим неше этого правила на нФеколькихъ вопровахъ. 

280. Первая задача. Часовая и минутная стртлки находятся вмъстиь, 
показывая полдень. Вз которомь часу пройзойдеть сльдующая ихъ вспильча? 

Составленае уравнензя. Циоерблать часовъ раздфленъ на 60 равныхь 
частей, каждое изъ которыхъ большая стрфлка проходить въ минуту времепи, 
п пуеть отъ полудня до ветрфчи стрфлокъ малая стрфлка прошла х такихь 
дВлешй. Минутная стрфлка, чтобы догнать часовую, должна обойти весь цихер- 
блатъ, т. е. пройти 60 двлешй, да еще х Джен, пройденныхъ часовою, 
всего 60-|-х двленй, Но въ то время какъ часовая проходить 5 дёлешй 
(оть ХИ ко 1), минутная стрёлка проходить 60 такихъ дфленй, сл. въ 12 
разъ большее число ихъ. Изъ этого сабдуетъ, что въ одно п тоже время путь 
пройденный минутною стрфлкою въ 12 разъ больше пути, пройденнаго часовою, 
т.е. 60--х въ 12 разъ больше х. 


Итакъ, имфемъ уравнене 


60-2 =12х. 
Ришене уравненя. Перенеся х во вторую часть, находимъ 
60 —11х; 
Откуда == т В д . 


СлЪд., до ветрёчи стрловЪ часовая должна пройти 55 минутн. двлений, 


т. е. вотр$ча произойдеть въ 1 ч. 5 мии. 


Повтърка. Пространство, пройденное мивутною стрфякою, должно быть въ 
12 разъ больше разстоявйя, сдёланнаго часовою; и въ самомъ двд 
5 5 720.60 
65: =: = 12. 
и ы п ии 
281. Вторая задача. Въ трехзначномь числь цифра десятковь вдвое 
больше цифры сотенз, цифра же единиць втрсе больше цифры сотенъ; если 
*® искомому числу придать 396, найдемь число обралценнсе, т. е. соетав- 
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ленное тльми-же цифрами какь и искомое, но написанными въ обритномь 
порядкь. Опредълить неизвюстное число? 


Составлеще уравненчя. Пусть цифра сотенъ искомаго числа будеть 2; 
тогда цифра десятковъ выразится черезъ 2х, а циора единиць Формулою 3х. 
Вев число единицъ въ искомомъ числ будетъ 


100% 205 -{ 32. 
Число единицъ въ обращенномъ числ будетъ 
3002-Е 2052. 
Придавъ къ первому 396, найдемъ число обращенное; ел®дов. 
1005-- 20;-- 32 396 = 3005 -+- 205 -|- х. 
Р'ыненме уравненя. Отнявъ отъ обфихъ частей по 205, собравъ ие- 
извфетные члены въ одну часть и сдЪлавъ приведене, получимт, 


396 — 198, 
откуда 
396 
Я — тов = 2. 
Птакъ, число сотенъ нскомаго числа равно 2; слФд. число песятковъ —=4, 


а число единицъ 6. Поэтому искомы число есть 246. 
Повтрка. Придавъ къ найденному числу 396, должны получить обращен- 
ное число, т. е. 642; и дЪйствительно 
246 -- 396 = 642. 


282. Третья задача. Дза капитала составляють въ совокупности 167280 
руб. Первый, помъщенный, на 4, принесъ-бы в5 8 м. прибыль вдвое боль- 
ую той, какую можеть принести второй капиталь, помпщенный на В 
в 7 мюсяцевь. Опредълить оба капитала? 


Составлеще уравненая. Пусть первый капиталь =; тогда второй бу- 
детъ —=167280 — х руб. Каждая сотня перваго капитала, принося въ 1 годъ 


4 руб. прибыли, дасть въ 1 мФеяцъ а въ 3 мёсяца 153 ди 1 руб.; 


12 
слЪд. каждый рубль перваго капитала принесетъ о руб. прибыли, а х }руб- 
Ея 
лей — 00° 


Такимъ же точно образомъ найдемъ, что капиталъь 167280 —2 р., при 
5°/. дастъ въ 7 ифеяцевъ 


(167280 — х)х 5х7 (167280 — ж)х 35 
ИИ 


100 х 12 100 х12 —— Р- Прибыли. 


По условю, первая прибыль вдвое больше второй, олд. 


& _ (167280 — 2) х35х2. 


100 100х 12 


— 267 — 


Рилиене уравнензя. Освободивъ это ур. отъ дробей, вмфемъ 


125—167280 Хх 70 — 702, 
12-1 10%—167280 х 70, 
89% —167280 х 70 , 


__ 167280 х 70 __ 


Итакъ: капиталь, помфщенный на 4°/,, —=142800 р.; капиталовъ, помф- 
щенный на 5%, —167280 — 142800 — 24480 р. 


142800%3х4 
Повърка. Прибыль, приносимая первымъ капиталомъ, равна = 
=1428 р.; вторым ХО Х 7 — 714. Дйствительно, 1428 больше 


114 въ 2 раза. 


283. Четвертая задача, Лисица, пресльдуемая собакою, находится втс- 
реди посльдней на 60 своить скачковь, и дплаеть 9 скачковь в5 то время, 
в% какое сэбака дълаеть только 6; но 3 скачка собаки равны 7 скачкамь 
лисицы. Сколько скачковь должна сдълать собака, чтобы дознать лисицу? 


Когда въ задач рфчь идет о разстояняхъ, полезно изображать ихъ ли- 


шями; этимъ путемъ мы яснфе представимъ себф зависимость между величина- 
ми и скорЪе съумфемъ составить ур— не. 

Предложенная задача представляеть прим®ръ этого рода. 

Составлене уравненая. Пусть № (см. черт. 3) означаеть мфето, въ кото- 
ромъ находится собака; 0 — мЪето, въ которомъ въ тотъ-же самый моментъ на- 
ходитея лисица; М — точка, въ которой собака настигаетъ. лиеицу. Пусть, за- 
тЪмъ, собака должна сдфлать х скачковъ, чтобы догнать лисицу, т. в. чтобы 
пробфжать разстояне ММ. 


Выразимтъ черезъ 2 число скачковъ, которое должна сдфлать лисица па 
разстояни ОМ. Въ то время какъ собака дЪлаетъ 6 скачковъ, лисица дфлаетъ 


9 3 
ихъ 9, ел. пока собака дЪлаеть 1 скачекъ, лисица дЪлаетъ < ии 5 бтач- 


ка; поэтому, въ то время какъ собака д®лаетъ х скачковъ оть № до М, лиси- 
ца сдфлаеть х разъ 5 ИЛИ - скачковъ отъ 0 до М. 

Итакъ, на одномъ и томъ же разстоянш ММ, собака дВлаеть х скачковъ, 
а лисица во (60 скачковъ на разстоянш оть № до0). 

Примехь скачекъ лисицы за единицу мфры; тогда разстояне ММ, выра- 
женное въ этихъ единицахъ, будетъ 1 х (60%) или 60 принятых 
еДиницЪ. 

Съ другой стороны, 3 скачка собаки равны 7 скачкамъ лисицы, сл. 1 ска- 
чекъ собаки —= =. скачка ливицы; а потому 2 екачковъ собаки = приня- 
тымъ единицамъ: это другая Формула, выражающая разетояне ММ въ тьхъ-же 


единицах, какъ и Формула 60 . 
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Приравнивая одну Формулу другой, имбеть ур—нв!е 
75 : 35 


Рьшене уравнения: — Освобождая ур. отъ дробей умножешемь обЪфихъ ча- 
стей на 6 получаемъ 


142 —360 | 9х, 


54 — 360, 
ря == 72. 


Нтакъ, собака сдЪлала 72 скачка, чтобы догнать лисицу. 
Повърка не предетавляетъ затрудненй. 


284. Пятая задача, Два поъзда выходять одновременно со станий А и 
В и идут на встръчу друъ дру; первый все разстоянае АВ можеть прой- 
ти в5 4 ч. 20 м.; второй на пролождене тою же пути употребляеть Зч. 
30 м. Разстояще оть А до В равно 211 верстамь. На какомь разстояни 
отъ А 0ба потзда встрьтятся, полалая, что каждый движется все время 
с5 одинаковою скоростью? 

Составлеще уравненя. Пусть будеть х искомое разстояше, т. е. число 
верстъ оть А до мфета ветрфчи; разстояне оть мфета вотрфчи до В равно, по- 
этому, 211 —2.—Такъ какъ оба пофзда выходять со станцй одновременно, то 
до встр®чи они находятея въ дороги одинаковое время; выразивъ эти времена 
и приравнявъ полученныя выраженя, и найдемъ искомое уравнене. 

Первый пофздь въ 4 ч. 20 м. или въ 260 м. можеть пройти 211 веретъ, 


260 $ 
ел. чтобы пройти одну версту, времени нужно =—— мин., а дяя прохожденя 


211 
260% : 
вереть р мин. Такимъ же разсужденемъ убфдимея, что второму повзду для 
: 210(211 — : 
прохожденя 211 —х вереть потребуется ия) мин. Сл. ур—н1е есть 
2602 __ 210(211 —#). 
211 — 211 


Рьшенме уравнемя. Освобождая отъ дробей, имфемъ 
2605 —210(211 — 2); 
выполняя умножен!е и перенося члены: 
2605 -|- 2105 —44310; 


4705 — 44310; 
__ 44310 


2= 0 == 94а версты. 
Итакъ, ветрфча произойдеть въ разетояни 94 версты отъ А. 

Пров рять рёшеня нетрудно. 

285. Шестая задача, Раздъмииь 5600 р. между пятью лицами такъ, 
члобы 2-е имтъло вдвое больше 1-10 и еще 200 р.; 3-е втрое больше 1-0 
безъ 400 руб.; 5-е полусумму частей 2-ю и 3-0 и еще 150 р.; наконець, 
5-е четверть суммы сстальныхль четырехь и еще 475 руб. 
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Ооставленме уравнещя. Пусть будеть х часть перваго; часть выразится 


выразится Формулою 2х 200; 3-го 3х — 400. 


22 -- 200 - 35 — 400 
2 
Сумма частей четырехъ первыхъ лицъ — 


г-- 2-20-32 — 400-7510, ди ба — 200-592-219, 
175 — 300. 
р 


Четвертый получить —- 150 или =. 


175 — 300 
в т. е, ее Е 
По условию задачи части вефхъ пяти лицъ въ совокупности составляютъ 
5600 р.; отсюда уравнен!е 
1 — 300 17 3500 Е 
В: ЕО 560. 
2 8 
Рьлшене уравнензя. Освобождая уравнен!е отъ дробей, находимъ 


68% —1200-1 172 -- 3500 —=44300; 
852 —44800-Ё 1200 — 3500, 
352 = 42500, 


до 500. 


Пятый получить 


Итакъ: часть 1-го =500 р.; часть 2-го =1200; 3-го =1100; 4-го = 
1300; 5-го — 1500 р. 

Повърка. Дйствительно, сумма 500-1200 1100 -|- 1300 -- 1500 = 
— 5600. 


Примъчане. Задача эта приведена какъ примфръ, указывающй, насколь- 
ко полезно сокращать и приводить въ простфйний видъ сложный результатъ, 
прежде чВмъ переходить къ слёдующему. 

Приводимъ примфры съ буквенными данными. 


286. Седьмая задача. Число а раздълить на двь части, которыя от- 
носились-бы между собою какъ т: т? 


Составленше уравненя. Пусть первая засть —= т; тогда вторую можно 
выразить при помощи х изъ пропорщи 


х : второй части —= т: я, 


ИЕ 
откуда вторая часть = -, 


Отсюда уравнене 
пт 
х-- = = 
Римиене уравненя. Умноживъ 06% части па 9, найдемъ 


тх-- их — ат; 


(т-|- ®)х — ат; 


ат 
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п та па 
т ° тп эт —- в ` 

Повърка. 06% части должны въ сумм® составаять а, 

И дъйествательно 

то ‚ ша тата _ (т та 
тит ти ти = ть = вы 

287. Восьмая задача. Нэьк?по должень уплатить своему заимодавцу нъ- 
сколько суммъ вь различные сроки, а именно: $ 096. черезь т месяцев, 5 
фуб. черезь т’ мц., $’ руб. по истечензи т’ мльсяцевь, наконешь 3” туб. 
черезь т” мисяцевь. Заимодавець желаеть получить всю сумму 5-55” 5" 
разомъ. Черезь сколько мъсящевь должна быть преизведена эта уплата. что- 
бы ни та ни друдая сторона не потерпъли убытку? 

Составлеме уравненя. Допустимъ, что каждые сто руб. приносятъ заимо- 
давцу р % въ м%еяцъ; тогда прибыль, которую заимодавець лы съ 


® 
Вторая часть = т = 


5рт 
перваго капитала при уплатф его черезъ 2 м$®сяцевъ, составляетъ 


быль, доставаяемая вторымь капиталомъ, при уплат$ его черезъ и’ м®еяцевъ, 
5’рту. 5’рт" $’рт". 
равна 100; третьим — ср; и четвертымь со; слёдов. общая прибыль, 
зрт | рт, $"рт’ 
которую долженъ получить заимодавенъ, составляеть 760 Г 105 Е 


ии 


$ т" . р 
—- о р. Время по истечени котораго вся сумма $--5--5”--5” должна 


быть уплачена разомъ, должно быть таково чтобы вся сумма давала прибыль 
5 

равную вышеозначенной. Пусть это время = м%еяцамъ; прибыль, достав- 

ляемая капиталомъ з--5’-|-5”-- 5” по истечени этого времени, составляеть 


Уз" зря 296. 
100 


Поэтому, уравнеше будетъ 


БЕН РЖ И. 5’рт” 
100 100 100 100 —100_ 


Рьшеше уравненая. Сокращая об части на общаго множителя - 
ходимъ 


р. 
100’ М 


(Нея $") = ат Е 9 Г т" 8, 


откуда 
__ эт + о’ ЧЕ" Ня" 
т 5 Я Е 5 ===” . 
Вов рка не представляетъ затрудненай. 
288. Задачи. 


1. Найти выфетимость трехъ бочекъ по слфдующимь условямЪъ: если всю воду, 
содержащуюся во второй, перелить въ первую бочку, то во второй останется г ея 
содержимаго; если вторую бочку наполнить водою, содержащеюся въ третьей, то въ 
посяфдней останется а ея содержимаго; наконецъ, если всю воду перелить изъ 1-й 


въ третью, то для наполнен1я третьей недостанеть 50 ведеръ. 
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2. Опредфлить число, которое, будучи помножено на 10, даетъ = своего квад- 
рата. 
3. Купець удержнваеть изъ веей суммы, находящейся въ оборот, ежегодно 


: 1 
1000 р. на свое содержаше. Приэтомъ ежегодно его капиталъ увеличивается на 5 


остающейся суммы, и въ вонцВ третьяго года капиталъ удвопвается. Сколько овъ 
пыфлъ въ начал перваго года. 


4. Я издержаль па одну покупку 4 рублями меньше той суммы, какую пыфлъ: 
па другую покупку 3 руб. больше четверти остатка; наконецъ, на третью-—1 р. 20 к. 


2 
больше 5 новаго остатка. Посл этого у меня осталось 24 р. Сколько руб. имфлъ 


я вначаль? 


2 : 
5. Капиталисть помВстиль = своего капитала въ желфзно-дорожныя акциг, Е 
его употребиль на покупку земли, а остальную сумму на разработку рудниковъ. 
Первал часть капитала приноспть ему ежегодно прибыли 130, вторая—9, между 
тфмъ какъ разработка рудниковъ требуеть ежегодной прибавкн въ 30. Какъ великт, 
его кациталъ, если въ общей сложности онъ даеть 888 руб. ежегодной прибыли? 


6. Найти тестизначное число такото свойства, что если первую цифру справа, 
равную 2, поставить на первое м$сто слфва ханнаго числа, то получится число, со- 


1 
ставляющее 8 перваго? 


7. Съ вершины горы, высота которой —412 метр., поднимается воздушный 


1 - 
шаръ на н®которую высоту надъ вершиною, затЪмъ опускается на, 4 ЭТОЙ высоты, 


1 
& потомъ снова поднимается на 10 той высоты, на которой находился, переставъ 


| . 19 
опускаться. ЗалЗмъ онъ падаеть у основан1я горы, пройдя при этомъ падент 50 
достигнутой въ первый разъ высоты. Опредфаить эту ноел$днюю? 


8. Корабль, плывуций изъ А въ В, не дойдя 4 миль до м%ета назначен1я, быль 


1 
отброшенъ противнымь в$тромъ на 19 Часть пройденнаго пути. Затфмъ вфтеръ сно- * 


| 1 
ва сдфлалея попутнымъ п корабль, проплывъ по направленю въ В 5д Часть разетоя- 
: 1 
н1я, накоторомъ онъ находился отъ А, снова быль отброшенъ назадъ на 20 ч8сть сво- 


: 1 ; 
его разстояня отв А. Посл этото, сдфлавъ 5 послфдняго своего разетоян!я отъ А, 


онъ пришоль въ В. ОпредЪлить: сколько миль между А и В, и какое пространство 
въ сложности прошолъ корабль? 


9. Обобщить предыдущую задачу, взявъ выфето чисель 4, 19, 24, 20и 9 обще 
знаки м, а, 6, си 9? 


В 5 2 
10. Изъ бочки, наполненной виномъ, было взято 15 всей находившейся въ ней 


4. 
жидкости и 40 литровъ, зал$мъ прибавлено 20-ю литрами меньше 18 оставтатося 
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7 
вина, и наконець взяго изъ нея 20-ю литрами мепьше и новаго остатка. ПослЪ 


этого въ бочкф осталось 700 литрами меныше, чЪмъ было вначал%. Сколько литровъ 
содержала бочка вначалЪ? 


11. Резервуаръ, наполненный водою, можно опорожнить двумя кранами различ- 
ной величины. Открывъ первый кранъ, выпускают всей воды; посль чего от- 
крывають п второй кранъ, таЕъ-что вода вытекаетъь пзъ обоихъ; при этомъ черезъ 
оба крана резервуаръ опоражнпваетея въ течен1и временп, Зант часа ббльшато то- 
го, какое потребно, чтобы первый кранъ, будучи открыть одннъ, выпустиль бы 


1 р . 
-< всей воды. Если бы съ самато начала были открыты оба крана, резервуаръ 


1 
былъ бы опорожненъ 1-5Ю часа скорфе. Сколько времени нужно, чтобы весь ре- 


зервуаръ быль опорожненъ: 1) однныъ первымъ краномъ; 2) однимъ вторымъ кра- 
номъ; 3) обопми кранами вмфст%? 

12. Отецъ, умирая, раздфлиль свое имущество слфдующимъ образомъ: старшему 
сыну завзщалъ 1000 р. и шестую часть остатка: второму 2000 р. и шестую часть 
остатка; третьему 3000 р. и шестую часть остатка; п т. д. Приэтомъ оказалось, что 
всфмъ сыновьямъ достазовь поровну. Опредфлить величину всего. цаел®дства, часть 
каждаго и число наслБдниковъ? ` 


13. Обобщить предыдущую задачу, взявъ вместо 1000, 2000, 3000,.... коли- 
чества @, 2а, За,.....и С выЪето На 
® 6 


14. Сосудъь содержитъ смфсь воды съ виномъ. Отливши четверть сыфен, зам\- 


1 
няють ее водою; отливши т новой см$сп, опять замВнаютъ ее водою. Сдфлавши то- 


же самое тремй разъ, находятъ, что сосудъ содержитъ втрое больше воды, чфмъ вина. 
Спралиивается, въ- кавомъ отношенш находилось количество воды въ количеству вина 
въ первой сы си? 


15. НФкто помфстиль на проценты 150255 р., часть по 37, и по курсу 66 р., 
& часть по 41.4 по курсу 96,75. Въ концф года онъ купиль на вырученпыя про- 
центныя деньги трехироцентныя бумаги по курсу 69,3 р. Носл$ этого весь доходу 
его составляль 7230 р. Найти величину каждой изъ трехъ суммъ, помфщенныхт на 
проденты. 


16. Шесть м$стечекъ А, В, С, 0, Ен Е, расколоженныхь одно за другимь 


. 3 5 
въ рядъ и находящихся въ разстоян1яхъ: А отъ В — равномъ гы В от С Те’ С 


5 1 я 
отъ р 8’ Т от Е 7 п Е от Е ъ мили, согласились постронть на обпая сред- 


ства училище, съ условемъ, чтобы оно находилось между С и Г и чтобы сумма его 
разстонй отъ А, В и С равнялась сумм разстоявй отъь 0, Е и Е. Въ какомъ 
разстояни отъь С долженъ находиться учихнщный домъ? 


17. Куцець получиль бочку масла и бочку риса одинаковато вЪса брутто. ВЪеъ 
нетто перваго товара, при опредфленномъ процент тара, вычтенномъ изъ вфса, 


7 
брутто, составиль 536 фувтовъ; вфеъ нетто вторато товара при’ 65 /-мн меньшей 


тар, составилт 580 фунтовъ. Сколько /, составляла тара первой бочви? 
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18. Я должень заплатить дв равныя суммы, одну черезъ 9, другую черезъ 15 
м%$сяцевъ. Но если я уплачу ихъ сейчасъ, съ опредфленнымъ, одинаковымь для об%- 
ихъ суммъ, учетомъ, то вм$сто первой сунмы долженъ отдать 1208, а вмЪ%сто второй 
1160 руб. Какъ велика каждая сумыа п по скольку процентовъ дЪлается учеть? 


19. Н$которое предложене, подвергвутое голосован!ю въ собрав1и, состоявшемъ 
изъ 600 лиць, было отвергнуто. Будучи подвергнуто толосованю во второй разъ въ 
томъ же собраш, оно было принято, при чемъ число голосовъ рго на, этотъ разъ было 
вдвое больше числа голосовъ сошиа при первомъ гохосован!и; большинство же голо- 
совъ рго во второй разъ относилось къ числу голосовъ 270 при первомъ голосован1и 
какъ 8:7. Сколько лицъь перемфнихи свое мн®н!е? 


20. Въ 4 часа утра изь А выфзжаеть почтовая карета, фдущая въ В, дфлая по 
8 верстъь въ часъ. Въ 11 ч. 40 м. изъ В въ А отправляется пофздъ, идущий по же- 
лфзной дорог, проложенной рядомъ съ шоссейной, и дВлающй по 32 версты въ часъ. 


Пофздь пришель въ А 30-ю минутами позже ч$мъ карета пр хала въ В. Опредфхить 
разстояне между А и В? 


21. Два тБла движутся на-встрЪчу другъ другу по лини АВ, одно изъ Авь В, 
другое изъ В въ А, проходя въ каждую единицу времени первое © единице разстоян1я, 
второе 9’, при чемъ второе начипаеть движене 9% единицами времени позже перваго; 
оба достигають конечныхь точекъ въ одно время. Найти разстояне АВ? 


22. Въ договйУза курьеромъ, Фдущимъ всегда съ одинаковою скоростью, черезъ 
5 дней посл его\@тьфзка посяаиъ другой, который, чтобы догнать перваго черезъ 8 


дней, долженъ профзжаль ежедневно 2— милями больше перваго. Сколько миль про- 
Ъзжаеть въ день первый вурьеръ? 


28. Обобщить предыдущую задачу. Вурни 


24. ПЪшеходъ, проходяний въ каждые 7 часовъ по 4 мили, выходить изъ нфко- 
тораго мфста В. Въ догонку за нимъ, въ тоже самое время, отправляется верховой 
изъ мфета А, отстоящато оть В на 8 миль, профзжая по 4 мили въ каждые 8 часа, 
Черезъь сколько часовъ верховой догонитъь пфшехода, полагая, что каждый изъ них 


1 
употребляеть на отдыхъь по 1-> часа во время всего пути? 


25. Если солнце проходить ежедневно дугу въ 15, а луна въ 13%, и если солнце 
въ извфстный моменть находитея въ началЬ рака, а черезъь 3 кня посзф этого луна 
въ началф овна, то опредфлить м%фето ихъь перваго соединен1я? 


Примьчаще. Оба свфтила движутся съ Запада на Востокъ; знаки же зомахка въ 
томъ же направлени слФдують другъ за другомъ въ такомь порядкф: овенъ, телецъ, 
близнецы, ракъ,.... на разстоявн 30% одинъ отъ другаго. 


26. Передъь полнымъ центральнымъ солнечнымъ заты$н1емъ, согласно вычислению, 
разстояв1е центровь солнечнаго и луннаго дисковъ въ 9 ч. 13 м. до полудня равня- 


7 
лось 5 -; ширины луннаго диска. Оба свфтила имфли одинаковую кажущуюся вели- 


чину и двигались въ одномъ направлен!и съ Запада на Востокь. Луна проходила по 


> 1 
своей орбит въ каждый часъ 1 18; & солнце въ тоже самое время зишь -„ ширины 
луннато диека. Въ которомъ часу имфло мЪсто совпадене центровъ обоихъ дисковъ 
(полное затмф не)? Въ которомъ часу произошло первое привосновенше (т. е. вачало 


затмфн!я) и второе прикосновене (т. е. конець затифв!я)? 


Шиьмючане. Залифе паз. центральнымь, если имфеть м%ето совпадене цента 
ровъ соли. н лун. диска; оно м. б. иолнымь, или же кольцеобразнымь, 


18 


— 214 — 


27. Пароходъ и корабль плывутъ изъ М вь №; первый совершаетъ въ каждые 3 
часа 7 мнль, второй въ такое же время только 2 мили. Когда пароходь вышель изъ 


1 .> 
М, корабль прошелъ уже 3-- мили, но въ М посл дн прибыль 5 часами позже 


перваго. Сколько часовъ пароходъ употребиль на перефздь разстояя ММ, и кавъ 
везико это разстояще? 


28. Два парохода плывутъ изъ С въ ПО внызъ по течев1ю, причемъ второй прошель 


уже + михи, прежде чфмъ первый вышелъ изъ пристани. Первый прибыль въ 0, 


остался здфеь 1 - часа, п, плывя противъ течев!я с0 скоростью вдвое меньшею 
чЪмъ по теченшю, возвратялея въ С въ то самое время, когда второй прибыль въ 


а 1 2 : } 
О. Первый дфлалъ въ часъ 2 -- мали, а второй только -— м. по течевю. Опред$- 


лить разстояе между С и 0? 


29. Парохолъ вышель изъ А и плыветь въ В противъ течен1я. Черезъ чаеъ по- 
са этого вышель пароходъ изъ В, направляясь въ А. Первый въ каждые 4 часа дфла- 


1 1 * 
етъ 5 мвль, второй въ каждые 3-; ч. 8 миль. Когда оба парохода ветрЪтились, 


то оказалось, что второй прошелъ путь вдвое больший ч$мъ первый. ОпредФлитъ раз- 
стояне между Ан В? 


30. Мста Ми Х, ваходяпияея подъ одною и тою же теографическою широтою, 
причемъ Х лежнтъ къ западу отъь М, соединены рельсовымъ путемъ. Пофздъ, выйдя 
изъ М, проходить въ каждый часъ 32 авгл. мили. Велфдетве разницы въ мфетномъ 
времени пофздь вынгрываеть 1 минуту времени на важдыя 10 миль. Опредфлить раз- 
стоян!е между А п В, если извфетно, что пофздъ, выйдя изъ М въ 9 часовъ утра по 
ифстному времени, пришель въ М въ 4 ч. 6 м. по-полудни по времени этого мФета, 


31. Дилижансь, дфлающий 5 миль въ каждые 4 часа, выфхаль изъ А въ В, иро- 
быль въ В 1 часъ и отправился въ обратный путь. Пфшеходъ, проходяний по 2 мили 
въ каждые 3 часа, вышелъ изъ А въ одно время съ днлижансомъ и встр$тиль его 
черезъ 9 часовъ возвращающенся въ А. Каково разстояв!е между А иВ, и сколько 
пфшеходу осталось пройти? 

32. Изъ водоема вмфетимостью въ 1054 литра и до половины наполненнаго, вода, 
вытекаетъ черезъ трубу, уносящую по 51 литру въ кажлые 7 минутъ. Черезъ другую 
трубу вливается въ него по 47 л. вь каждыя 4 минуты. Въ какое время водоемъ 
будетъь наполненъ, если вторая труба открыта 11-ью минутами позже первой? 


33. Изъ двухъ неравныхъ трубъ водоема вытекаетъ вода съ различною скоростью. 
Если величины отверстй относятся какъ 5:13, & скорости истечев1я какъ 8:7, и одна 
труба выпускаетъ въ известное время 561 куб. футомъ больше воды, чЪиъ другал, 
то спрашивается: какое количество воды вытечеть въ это время изъ каждой трубы? 

84. Для выкачнван!я воды изъ шахты поставлены въ двухъ м{$стахъ 2 паровыя 
машины, работающия непрерывно кнемъ и ночью. Первая поднимаетъ въ каждыя 5 
минуть 11 гектолитровъ воды съ глубины 155 метровъ; вторая въ каждые 10 м. под- 
нимаеть 31 гектолитръ на высоту 88 метровъ. Для замфны обфихъ паровыхъь машииъ 


нужно бы было 54 лошади. Сколько лошадей замфняетъь каждал паровая машина въ 
отавльности? 


> и 5 
35. Дая выкачиваня воды изъ шахты съ глубины 276 -,- метра поставлены 2 


паровыя машины, изъ которыхъ одна, поставленная полъ землею, поднимаеть воду 
на извфстную высоту, накачлвая ее въ большой резервуаръ; другая же, находящаяся 
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на поверхности земли, подвимаеть воду изъ этого резервуара наружу. Первая машина 
въ каждые 6 мннуть можеть поднять 13 гектолитровъ воды на высоту 168 метровъ, 
другая въ каждыя 3 м. 10 гект. на высоту 72 метровъ. На какомъ разстояни надъ 
дномъ должно поместить резервуаръ? 

36. Для добыван!я каменнаго угля поставнли въ каменоугольной шахт 2 пар. 
машины. Первая въ каждые 5 часовъь поднимала 2880 цевтнеровъ угля на высоту 
125 метровъ, вторая въ каждые 3 часа 1600 центн. на высоту 180 метровъ. 06% 
машины поставили въ одно м%сто; н при этомъ оказалось, что хотя первая работала, 


3 
уже 1-; часа прежде чФмъ вторая начала дфйствовать, но посл$дняя черезъ 7 часовъ 
подняла 2295 центверами больше первой. Опредфлить, съ какой глубины 06$ машины 
поднимали уголь? 


37. Для выкачиван!я воды изъ каменоугозьной вопи поставлены былн 3 паровыя 
машины: первая можеть въ каждыя 2 минуты поднять 7 тектолитровъ воды съ глу- 
бины 87 метровъ, вторая въ каждыя 5 м. 12 тектолнтровъ съ глубины 145 метровъ, 


1 
а третья въ важдыя 3 мин. 7-;_ гевтолитровъ съ глубины 108 метровъ. Въ какое 


время вс 3 машины выфст$ могутъ поднать 2436 тектолитровъ воды на высоту 970 
метровъ? 


38. Четыре причины, дйствуя отдЪльно, могутъ во времена #, $", #и и й* про- 
извести дфйств\я е', ет, ет, е!*. Въ какое время вс$ четыре причины, дФйствуя одно- 
временно, произведуть дЪйстые Е? 


39. НЪкто, имфя вино двухъ сортовъ, хочеть смфшать ихъ въ отношенш 8:9. 
Ведро перваго сорта стоить 48 руб. Какой цфны вино втораго сорта, если ведро смф- 
си стоить 42 руб.? 


1 

40. Имфется 94-- фунта сплава, въ которомъ на 3 части сереба приходится 
4 части мфди. Сколько нужно прибавить м%ди, чтобы на 7 частей ея приходилось 2 
части серебра? 


41. Имфется 255 фунтовъ спирта, въ которомъ отношев1е вфса воды къ вЪсу 
алкоголя равно 2:3. Сколько воды нужно извлечь изъ этой смфсн дистиляироваемъ, 
чтобы отношен!е вфса воды къ в№су алкоголя равнялось 3:17? 


42. Какое количество солянаго раствора, содержащаго 240/, соли, нужно приба- 
вить въ 3715 фунтамъ 6/-го разсола, чтобы смФсь содержала 16 соли? 


43. Серебреникъ нмФетъ два различные сплава золота съ серебромъ. Въ одномъ 


сплав$ оба металла находятся въ отношен1и 1:2; въ другомъ сплав въ отношент 
2:8. Изъ обонхъ сплавовъ желаютъ сдфлаль новый сплавъ въ 11 лотовъ вфеомъ, въ 
которомъ бы золото и серебро входили бы въ отношении 17:27. Сколько надобно взать 
отъ каждаго сплава? 


44. НЪкто долженъ уплатить: 1018 р. черезъ 3 мц., 431 р. 4-мя м%еяцами 
позднзе, и еще нзкорорую сумму опять 4 мц. нозднфе. Какова эта послфдняя сумма, 
если вс три суммы онъ можеть уплатнть разомъ черезъ 6— м$сяцевъ, безъ прибы- 
ли и убытку? 


45. НЪкто долженъ уплатить 1980 р. черезъ 5 м$сяцевъ; но какъ онъ не 


можеть внести эту сумму разомъ, то уплачиваеть черезъ 8 мц. 440 р., 1 мзся- 


в 18* 


‚.. 
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цами поздние 550 р., а еще черезь 2 м$сяца 770 р. Сколько мФеяцевь онъ можеть 
удерживать у себя остальные 220 р. 


46. Н%кто долженъ уплатить 2000 р. черезъ 14 м№с., но условился со своимъ 
занмодавцемъ уплачивать по частямъ въ 5 сроковъ, каждый изъ которыхь 115 м$- 
сяцами больше всего предыдущаго срока, внося въ первую уплату 200 р., а въ каж- 
дую слЗдующую 100 рублями больше. Черезъ сколько м$еяцевъ должно произвести 


первую упхату, если ни та, ни другая сторона не должны терифть убытку, ни полу- 
чать прибыли? 


47. Если А можеть исполнить н%которую работу въ Эт дней, В н А выфет$ 
> п 2 е : 
въ я дней, и Аи С, выфетВ работая, въ т-- 5 дней, то сколько дней имъ по- 


требуется на окончаше, если вс трое будуть работать выфст? 


48. НФето, живя на дач близъ ставщи желфзной дороги, выходя изъ дому за 
20 мин. до отхода пофзда, всегда во-вреня поспфвазъ на пофздъ. Однажды, будучи 
задержанъ въ дом нЪфеколько болфе обыкновеннаго, онъ отправился на пофздъ, идя 


10 > 
со скоростью =- обыкновенной скорости своей походки, и все-таки опоздаль на 


пофздь 2-мя иннутами. Сколько минуть онъ былъ задержанъ въ дом? 


49. Н$кто незадолго до своей смерти отказаль одной вдов, жившей въ дру- 
гомъ отдаленномъ городф, 3800 р., распорядившись, что если она имфеть сына, то 


2 
взяла бы себъ —, а сыну отдала бы = завфщанной суммы, если же имфеть дочь, 


3 
то чтобы себЪ взяла ->, & дочери отдала > названной суммы. Но оказалось, что 


вдова имфетъ сына и дочь, что было неизвЪстно зав щателю. Спрашивается, какимъ 
образомъ сумма 3800 р. должна быть раздфлена согласно съ волею завфщалеля? 


50. Въ одной древней китайской арнеметикЪ, называемой КЛу-чангь, написан- 
ной учевымъ Цзинь-Клу-чау за 2600 л%тъ до Р. Х., помфщены, между прочимъ, сл$- 
хующия двф задачи: 1) въ центр квадратнаго пруда, имфющаго 10 фут. въ длину 
и въ ширину, растеть тростникъ, возвышающийся на 1 футь надъ поверхностью во- 
ды. Притянутый къ берегу, къ срединф стороны пруда, онъ достигаеть своей вер- 
хушкой берега. Опредфлить гхубину пруда? 2) Бамбуковый стволь въ 10 фут. выши- 
ною перелоиленъ бурею таъ, что если верхнюю часть его натнуть къ землф, то 


верхушка касается земли въ разстоявйн 3 футовь отъ основан1я ствола. На какой 
высот$ дерево переломхено? 


51. Вывести формулу математическаго учета, если занятая сумма есть @, валю- 
та А, срокъ займа & з5тъ, и годовые проценты $? 


52. Выразить разность между коммерческимъ учетомъь и математическимь? Ка- 
ово ихь отношение? 


53. Въ которомъ часу секундная стрёлка дфлить пополамь уголь, образуемый 
часовою и минутною стрфлкамн? 


54. Три кубичесые сосуда А, Ви С, объемы которыхъ относятся какъ 1:8:97, 
частю наполнены водою, причемъ количества воды относятся какъ 1:2:3. Изъ 
А въ В и изъ В въ С переливають столько воды, чтобы глубина ея во всфхъ со- 


судахъ была одинакова. Посл этого переливаютъ 128 вуб. ф. воды изъ С въ В, 


& потомъ изъ В въ А столько, чтобы глубина воды въ А была вдвое больше ячЁмъ 
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сл глубина въ В. ВелЁдетые этого количество воды въ А дфлается на 100 куб. фут. 
меньше чфмъ было первонзчально. Сколько содержаль каждый сосудъ первоначально? 


55. Три лошади А, Ви С б$гуть но б%говому пути давною въ 1 Хили. 


Когда В пробЪжала + мнли, она находилась впереди А, и разетояе ея оть А 
было втрое больше чЪмъ оть С. Затфмъ лошади бфжали равномфрно до того момен- 
ча, когда В находилась на, 5 мили отъ призоваго столба, причемъ въ это время С 
находилась на столько позади А, на сколько А позади В, а разетояше межлу Ап 


1 
В составляло только -, часть того, какое было между ними въ то время, когда В 


е: 1 В 
пробфжала первую полумилю. Посл этого С ускоряеть свой бфгь на 5; прежней 


величины, п проходить мимо В ва 176-мъ ярдф разстояшя отъ столба, а скорости, 
А и В остаются безъ перем$ны. Каково было разстояв1е между Аи въ кони 
гонки? 


Примьчаще. Миля — 1760 ярдамъ. 
56. Пароходъ, отплывъ изъ Таганрогскаго порта въ 1115 засовъ утра дхя рейса 


въ Аенны, проходнлъ: въ первыя сутки 6 верстъ и г долю оставшагося пути, во 
вторыя сутки 12 вереть п опять Е остальнаго разстояшя, п т. д., т. е. дёлая въ 


1 
каждыя новыя сутки 6 верстамн больше противъ предшествовавшихь и еще 16 оста- 


ющейся дороги до Аеинъ. Требуется узнать: въ которомъ часу пароходъ проходилъ 
мвуо Константинополя, если морской путь между этимъ городомъ и Аеинами состав- 


16 : 
ляеть -„ разстояня между Таганрогомъ п Аеннами и если пароходъ шелъ постоян- 
но съ одинаковою скоростью? 


ГУГАВА хГХ. 


Уравнен1я первой стенени еъ двумя неизвфетными. 


Опред$лен1я. — Начала п методы. — Задачи. 


289. Опредфленя. Одного уравненя со многими неизвфетными недостаточ- 
но для опредвленя этихъ неизвфетныхъ. 


Въ самомъ фл, пусть ква неизвфетныя х и у связаны однимъ уравне- 
вемъ, наприм. 


4% —Бу—12. 
Выражая отсюда 7, имЪемъ 


ег вы, 
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откуда видно, что величина 2-са зависитъ отъ у, самый же у остается вполнЪ 


произвольнымъ, тавЪ-что ему можемъ давать какя угодно значен1я; такъ, 
положивъ 


— 12--5х0 

у—=0, находим, что я = =, 

— 125х117. 

у 1, > > Е =: 

— 12--5х2 11 

у 3, > ха; ит. д. 


Нтакъ, одно ур. сь 2 неизвюстными имтетъ безчисленное множество 
ларь ръшевй, и слъд. неопредъленно. 

Если уравнен!е содержитъ три неизвЪетныя, то двумъ изъ нахъ можно 
Цать произвольныя значеня, а третье неизвфетное получить совершенно опре- 
двленное значене; ур. будетъ имЪть опять безчисленное множество рЪшенйй. 
Вообще, одно уравнен!е съ нЪеколькими неизвЪетными имфетъ безчиеленное 
множество рёшен!й и называется поэтому неопредъленнымъ. 

Система совмфстныхъ уравненй. Когда н%еколько неизвЪфетныхь должны 
удовлетворять одновременно нфсколькимъ уравненямъ, то совокупность ур-нй 
составляеть то, что называется системою совмъстныхь уразненй. 

ПростЬйшую систему составляютъ, очевидно, два уравнен!я съ двумя не- 
извЪетными. 

Рьшить систему нъсколькихз уравнений со мношми неизвиетниями зна- 
чить нйпи значення неизвюетныхь, удовлетворяющия одновременно всъмь 
Уравненямъ. Такъ, система 

44 — 3у=8, 

7% | 2у—=43 
пифеть ршенемъ 5—5, у=4, потому-что при этихъ значешяхъ неизв%- 
стныхъ п то и другое уравнен!я обращаются въ тождества. 


ДвЪ спстемы уравнеюй называются тождезтвенными, если они прини- 
маютъ одни и тёже р5шеня. 


Начала и методы. 


290. Начало первое. сли р, 4, 2’ и 4’ суть количества конечныя, т. е. 
не равныя ни 0, ни ос, если притомь 0—4 неравно нулю, то системы 


А—0 
во (1) 
р. 
рА--ЧВ= 
РИ О 
тождественны. 


ДоклздатЕельство. Въ самомъ дЪлЪ: 


1) Пусть = и у=В суть рышешя системы (1): это значить, что при 
подстановкЪ въ А и В выБето х количества м и вм. у количества В, А и В 
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обращаются въ пули; но какъ р, 1, и 4’, по условю, конечны, а произве- 
деве конечнаго количества на ноль равно (, то при тфхъ-же значешяхь хи 
у выраженя 2А --9В и з’А-Р 9’В обращаются въ нули. Сл. х=@ п у=8 
удовлетворяютъ систем (2). 

2) Пусть теперь д = и у=Ь будуть рёшен!я еиетемы (2), т. е. пусть 
при этихъ величинахь х и у выражещя рА --9В а рА--9'В обращаются въ 
нули; въ тавомъ случа и выражен!е 


4(рА-- В) А-В). ... (3) 


въ которомъ 4’ и 4 конечны, а 2А-|-9В нр’А--9’В равны нулю, обращается 
въ ноль; но выражене (3) равно 


рф —29)А; 

елжд. и это послфднее равно нулю; но по услов!ю 29’— р’д отлячно отъ нуля, 
сльд. А должно быть равно нулю пря х=а н у—6. Но тогда и рА-=0, а 
потому ур. рА-- 98 =0 обращается въ 9В==0; а какъ 9 конечно, то должно 
быть В=0. Итакь рЪшеня системы (2) удовлетворяютъь уравнешямъ си- 
етемы (1). 

Мы доказали, что системы (1) и (2) тождественны. 

На этомъ начаяЪ основанъ 


291. Методъ уравнизамя коэффищентовъ при неизвфстныхь или методъ 
сложеня и вычитания. 


Пусть пмфемъ систему двухъ урасленй съ двумя неизвфетными 
7% + 4у=176 
112 — Уи 43 
` Исключамъ изъ этихъ уравневй неизвестное х; дня этого помножимъ 
06% части 1-го ур. на коэвоищентъ при х во второмъ уравненш, а об части 
2-го ур. на —7, т. е. на взятый съ обратнымъ знакомъ коэф. при х въ пер- 
вомъ ур-ни, и полученныя уравнешя сложимъ. Такимъ обр. получимъ 
77% -- 44у— 836 
— 71% -- 63у = — 301 
1029 =—. 535. 
Для исключеня у изъ спетемы (1), множимъ обф чаети перваго ур-шя на 
9, а 0бЪ части втораго на 4 и складываемъ  почленно полученныя уравненя: 
63х -Е 36у = 684 
445 — Збу —= 1172 
1072 — 856. 
На основан! доказаннаго начала, спетема ур-вй 


1079—5385. и 1072=856....[2 


(1}. 


тождественна данной систем®; поэтому рёшешя системы (2) будуть удовлетво- 
рять и (1). Рёшая ур-ня (2), паходимъ. 
585 


856 __ 
У — 107 


107=8. 
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Нетрудно провфрить, чта рёшеня 
=8 и Уу—5 

ДВйствительно удовлетворяютъ даннымъ уравненямъ. 

Отсюда 

Правило. Для нахожденя одною изь неизвьетныхь, напр. х, умножа- 
емь данныя уравнемя на тажя количества, чтобы коэффищенты при д5у- 
10м5 неизвъетномь (у) сдълались равными, но инъли бы противоположные 
знаки; затьмь полученныя новыя ур-мя почленно складываемъ. Таким 
0бр. неизвпстное у исключится приведенемь и получится ур-не съ однимь 
неизвьстнымь т, которое уже лежко опредълить. Подобнымь же образомь 
найдемь у, исключивши х. 


На практик® нужно пользоваться вофми обстоятельстаами, ведущими КЪ 
упрощеню вычисленй. Пояенимъ это примфрами. 
1. Решить уравненя 
5% — 12у = 17 
3%2-- 8у= "1. 
Для исключешя у замфчаемъ, что нЪть надобности множить первое ур. на 
8, а второе на 12. Въ самомъ дфлЬ, наим. кратное чиселъ 12 и 8 есть 24, и 


дая того чтобы коэФеищенты при у сдфлались равными 24, достаточно первое 
ур. помножить на 2, а второе на 3. Сиблавъ это, найдемт: 


105 — 24, — 34 
95 -Е 24у = 213; 
сложивъ почленно оба ур-ня, найдемъ 


19% = 247; 
откуда 
4 = 13. 
Умноживъ 1-06 ур. на 3, а второе на — 5, имЪемъ 
15% — 36бу—= 51 


—155 — 40у = —355; 
сложивъ эти уравнен!я, получимъ 


— 76у — — 304, 
откуда 
— 304 
— — 16 — 4. 
2. Решить уравнен!я 
55 -- 2у = 40 
11% — 4у— 4. 


Для исвлючен1я у достаточно первое ур. умножить на 2, а второе оста- 
вить безъ первмфны (или, что тоже, умножить на 1); найдемъ 


105 -- 4у — 80 
11; — 49 — 4; 
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сложивъ эти уравнен!я, получимъ 
215 —84, откуда 2—4. 
Унноживъ первое ур. на 11, а второе на — 5, находимъ 
55% -- 22у = 440 
— 555 | 20у = — 20; 
сложивъ, имфемъ: 
43% — 420, откуда у = 10. 
3. Решить ур-мя 
4х -- Зу = 124 
8+ — 39 —= 23. 
Умноживъ второе ур. на 3 и сложивъ съ первымъ, найдемъ 
28х = 196, откуда &=1. 
Умпоживъ первое на — 2 и сложивъ ео вторымъ, получимъ 
— 21, — — 231, откуда у=11. 
4. Ржшить уравнен!я | 
Е д-у=а 
—9=0. 


Решенше этой системы ветр$чается на каждомъ шагу, и весьма просто. 
Складывая почленно оба ур-Шя, получимъ 


2х —=а--6, откуда дан", 
вычитая изъ перваго второе, имфемь: 
2у=@а— 6, откуда =“. 
5. Рьшить систему уравненй ` 


(а--6)5-- («а—Ву=а- 26 — 1 
(| 63) + (а — у а — “Ра Ма- 9). 
Для исключеня у замфчаемъ, что 23 — 6 — (а — В) (а*-- ав -- 0”, откуда 


видно, что достаточно первое ур. помножить на 2°-|- а6-- 06°, второе на 1, и 
изъ перваго вычесть второе. 


Сдфлавъ это, найдемъ 
{(@-- ое? -- 6-5) — (В) о (ая 26 — Мая 6-й) — 
{аи — И -- а (а -- 9") } 


206(а -- 6) = 2? (а - 5), 


я — а. 


Для исключени 2, т. е. для нахождевя у, замфчаемъ, что а -Р 5" == 
= (&-- 5) (“* — «6 -- 56°), и сябд. достаточно, умноживь первое урав. на 


ИЛИ 


откуда 
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а — 6 -- 0", а второе ва 1, вычесть второе изъ перваго. По упрощенш, 
найдемъ 


у =. 
6. Рёшимъ общия уравненя 
ах уе... .(1) 
ав уе... .. (2). 
Дчя исключеня у умножаемъ 1-е ур. на ©’, а второе на — 6 п склады- 
ваемъ почленно; так. обр. найдемъ 
(а5’ — а5) = и —№,..... (3) 
откуда 
Ш 
аа, 
Для искаюченя х, съ цфлию опредфлить у, умножниъ 1-06 ур. на — а’, 
второе на -|- а; сложивъ почленно оба ур., найдемъ 


(а — абу=ас —ав,.... (4) 
откуда 
__ 46 —@6 
У —` 


Уравнен!я (3) и (4) тождественны уравнешямъ (1) п (2); въ самомъ дЪ- 
1$, множители 1), 9, #', 9’ имЪють здфеь частныя значев1я 
р, —В, —а, а; 
поэтому тождество оббахъ системъ имфетъ ыфето веяюй разъ, когда а’ — @%5 
не равно нулю. Итакъ: если (а) — аб) отлично оть нуля, система ур-най 
ах -- фу=с 
аз -- вбу=е | 
илиуемь единственное конечное и опредъленное ръшенае: 
. 6—0 __ ав — са’ 
аа’ У и 
292. Начало второе. Если р и 4 суть количества конеиныя и отличныя 
оть нуля, то ур-ще 
РА--4В—=0 
можеть замьнить одно изъ ур-мй 
А—0, Вв—= 0; 
то есть системы 


А—0 А—0 
во : во 


Доклзлатехльство. Дфйствительно: 


1°. Всякое рёшене системы (1), обращая А и В въ нули, обращаетъ рА 
п 9В въ нули, ибо ри а конечны, а слЪд. удовлетворяеть еиетем® (2). 


тождественны. 


2°. Всякое рёшенше системы (2), обращая А въ поль, тВмъ самымъ удовле- 
творяеть первому ур-ню системы (1); но если А обращается въ 0, то и рА 
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равно нулю, а какъ сумма рА -- 4В, которой одно слагаемое равно 0, также 
обращается въ ноль, то должно и другое слагаемое 9В обратиться въ 0; но 
конечно, слд. В должно равняться 0. А этимъ доказано, что всякое рёшеше 
системы (2), удовлетворяеть и второму ур-ню системы (1). 

Тождеетвенноеть системъ (1) и (2) такимъ образомъ доказана. 

На этомъ начал основаны методы: яодстановленая, сразненля величины 
неизвъетныхь и методь неопреджьленныхь множителей или методь Безу (Ве10\(). 

293. Методъ подстановленя. Пусть даны уравненя 


Опредфламъ изъ ур-нёя (1) х, привимая на время у за извфетное; находичъ 


е—ву` 
а 


Подставаяя эту величину въ ур-не (2), находимъ ур. 


—Ь у 
@ (7) у—=е, 


А, 


которое и рёшаемъ: 
ас — ау | абу= ас’ 
(аб — аБу=а—ас..... 4) 


_ а — @ев 
/ 


" 
У аа" 


Подставляя эту величину у-ка въ Формулу (3), получимъ 


ий ао — ас 
`аб’ — @&5 
Ре Ре : 


__ са’ — ве — вав -- мис. 
С а(а' — а) 
__ а(и— №) 6—0, 
—_ а(а’— аъ) 9—6 
Нужно доказать, что найденныя такимъ образомъ величины х и 7 удовле- 
творяютъ предложенной систем (1) и (2). 
Въ самомъ дл, перенесеемъь ах и Ву въ другую часть замфняемъ ур. 
(1) тождественным ему ур-емъ. 


— ав (в— у) =0 
п ел$д. вместо системы (1) и (2) можемъ взять ей тождественную: 
—--(е—ы)=0..... (1) 
ав--у=е...... (2). 
Помпожая 06% части ур-шя (17) на Е. а (2) на 1 п складывая почлен- 


но, имфемъ 


у 


а й , 
< [- ч=- (в —6) + аа -Еу==е; 


ИЛИ а’ (—) Е бу= ес. 


ОБА аы 


А потому, на основан начала втораго, можемъ систему (1”), (2), а ел. 
ий данную, зам нить системою 


ах--бу==с 
— в , 
см (—2 )-| бус, 
которая и даетъ искомыя ршешя. 


Ур-ня (6) позволяютъ Формулировать слёд. правило: Выводимь изъ одно- 
10 435 предложенныхь ур-мй величину 0дноз0 изъ неизвистныхь, принимая 
друлюс за извистное, и подставляемь эту величину во второе уравнеме. Изъ 
полученнаю так. обр. уравнензя опредъляемь 712 неизвьстное, которое въ 
немь содержится; а внеся найденное неизвъетное въ первое ур., получимь изъ 
нсю величину и 6710раз0 неизвьстналю. 


Нужно, впрочехь, замВтить, 1то (4) можно замфнить ур-мъ (5) лишь то- 
тда, когда аб’ — 64 20. 
Праводныъ примфры. 
1. Решить систему уравненй 
3% — 5—2 
42 -2у =1. 


Р%шая первое ур-е относительно х, причемъ у принимавмъ на время за 
рзвфетное, находимъ: 
__ 2-6 5у. 
Е 


а 


Подставляя эту величину х во второе уравнен!е, имфемъ: 


Такимъ образомъ получаемъ систему уравненйй (1) и (2), которая, по дока- 
занному, тождественна съ данною. Рёшая ур. (2), находимъ 


1 
подставляя = выфето у въ ур. (1}, получаемъ 


— 8 . 
РЕ 
2. Решить систему уравненй 
а — 65°) (5х | ЗУ) =2а6{4«—5}...... (1) 
ал т Ч (а ть-т-у-6а--5)..... (2). 


Выводимъ изъ перваго ур-я 2, принимая на время у за извфетное; на- 
ХодимЪ 
__ 2а6(4а — 5) — 3(® — у 
т 5(а8 — 53) | 
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Подставляя это выражене 2 въ ур-не (2), имфемъ: 


ау — те вы Со В СН 


5(а1 —19) 2 
Освобождаемъ это ур. отъ дробей, помножая 06% его части на 5 (а* — 09°); 
найдем 


ба (а — 5) у— 505 («— 5) -|- 246? (а ь-+ в) 4а— 5) — 3 {@#— 53) (&-- 6-1. 
- 6) у = 5 (а — 5 )6у- ба {а -Р 26 (а? — 53). 
Перенося неизвЪстные въ первую часть, а извфетные члены во вторую п 
вынося за скобки найдемъ. 
[5% (а — 6?) — 3 (и — (ао 5 (“— М и= 
а (а -- 26) (а — В) 546% (&« —5) — 245 (а 6 с) (4а— 5), 


или 
(а — $) [54 — 85° — За 5 — Зве у =а6 (Баз -- за — 11а5* — Зафе — 853 — 36%) 
откука у = ри . 
Внося эту величину у въ Формулу дия х, найдемъ 
р А 
а-ь 


294. Методъ сравненя величинъ неизв$стныхь. Пусть требуется ршить 
уравнен!я 
ах-- бу—е.... (1) 
а --бу=е.... (2). 
Выражая изъ каждаго уравневя одно неизвфетное черезъ другое, напр. 2 
черезъ у, найдемъ: 


в=°—% -'‘.(3) и И. 


а 


Ветавивъ въ (4) на место х его величину изъ (3), находимъ уравнене 
се —%у Е 
1... . (5) 
которое вмЪетВ съ (3) и соетавить спетему, тождественную съ данной, Рёшая 
(5), найдемь у; а подставивъ величину у въ (3), опредёлимъ х. 
Итакъ, надо доказать, что спетема уравневй (3) и (5) тождественна съ 
еистемой (1) и (2). Въ самомъ `дБлЪ, перенеся бу и Фу во вторыя части дан- 
ныхъ ур-н, найдемъ имъ тождественныя: 


ах=е—м..... (1) 


1 1 
Помпоживь (1”) на и (2’) на— т, И сложив, получиы 


е— су 
и... (6). 


а это ур. вмветЪ съ (1), на основан начала втораго, можеть замфнить систе- 


0— 
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му (1’) и (2), а сябдовательно данную. Умноживъ об чаети ур-н!я (1”) на 
= получимъ 


с — бу. 
== НЕ 
а 
© — Бу 
а перенеся — —— 


изъ второй части ур-шя (6) вь первую, находимъ 


в —Ву _с— Ш. 
а а 


ур-ня, тождественныя ур-мъ (1) п (6). Такамъ образомъ каппая система тож- 
деетвенна еъ 


__в— ву м ем _е— у. 


а Г!) а’ 


х 


требуемое доказано. 


Примбнен!е этого метода, согласно началу П, требуетъ, чтобы а и а’ были_ 
количества конечныя, отличныя отъ нуля; а рёшене ур-шя (5) требуетъ кром% 
того, чтобы а5’— аЪ5 было отлично отъ нуля. 


Йзъ сказаннаго выводимъ трети премъ рёшеня: 


Выводимь изь обоиль данныхь ур-нй величину одною и тоз0 же нииз- 
въетнало, напр. х и получнныя выражещя сравниваемь;, такимь образомь 
получаемь одно ур. 5 однимь неизвюстнымь у, которое и опредьляемь. Внеся 
найденную для у величину въ одну изъ формуль для х, находимь и это не- 
извльстное. 


ИримфрЪъ. Рёшить систему 
‚1 1,3 
2-5 (3#—у—1=4 +4 (0-1), 


1 __ 79 
5 (42-Е 3) = в-?. 


Освобождаемъ ур-вя отъ дробей, и для этого множимъ 06% части перваго 
на 4, а втораго на 10.— Находимъ: 


4х -- 2 (35 —у—1)=1--3(%—1), 
2 {4х -- 3) =Ту- 20. 
По перенесеши членовъ и по упрощеши, имфемъ 
105 —5у—=0, или 27 —у—0, 
85 —у=20. 
Опредфляя изъ каждаго ур-Шя у, получаемъ: 
У=2х и у—8%— 20. 
Сравнивая оба выраженя для у, находамъ 
21—385—20, или —65——20; откуда 


Пт. 
ак т 
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Ветавляя найденное для 2 число въ Формулу у— 2х, найдемъ 
10__20 2 
у — === =6-. 
о 

295. Методъ Безу. Этотъ методъ по существу одинаковъ съ методомъ срав- 
невя коэфоищентовъ или сложен!я и вычитан1я. Онъ состоитъ въ ел дующемъ. 
ПомноживЪъ одно изъ данныхъ урзвневй на произвольнаго множителя, склады- 
вають съ нимъ или вычитаютъ изъ него другое, и получаютъ такимъ образомъ 
уравнене, содержащее оба неизвстныя и произвольный множитель. Произволомъ 
поелёдняго пользуются для исключеня одного изъ неизвфетныхь, и слёд. для 
полученя одного уравнен1я съ однимъ неизвфетнымъ. 

Приложемъ этоть методъ къ систем 

Г ее: (1) 
5% Зу—27...... (2). 

Помножимъ первое ур. на произвольнаго множителя 2 и изъ полученнаго 
ур-н1я вычтемъ второе (или, что тоже, придадимъ (2), помноженяое на — 1); 
получимъ 

бтх — 55 -- 7ту — Зу=46т — 27, пли 
(бж — 5)5-Р- (7% — З)у =46т — 27. 

Это ур., въ соединени съ однимъ изъ данныхъ, напр. съ (2), составляетъ, 
вЪ силу начала втораго, систему, тождественную съ данною. Такимъ образомъ 
вопросъ приводится къ ршеню ур-вй 

(би — 5)ж-- (7т —З)у=46т-— 27... (3) 
и р 

Произволомъ количества воспользуемся для исключеня одного изъ ие- 
извфетныхь, напр. у. Для этого опредёлимъ т подъ условемъ, чтобы коэфои- 
щентъ при у обратился въ ноль, т. е. чтобы 

ВО их миа (0) 


Но значен!е 2, обращающее 7 — 3 въ ноль, ееть корень ур-ня (5); его 
пайдемъ, решивъ это ур: 


ме 
Ро 


. 3 
Подетавивъ въ ур-не (3) 7 ВЫЪото и, получимь ур. съ однииъ пеизв*- 


СТПЫМЪ 2, именно: 
(6.7 — 5) = 46. — 27, отуа 23. 


Подетавивъ найденную для х величину въ ур. (4), найдемъ 
5.3 39—27, откуда у=4. 
Приложимъ способъ Безу къ рышен!ю системы двухь уравненай вь общемь 
видь: 


ах-- у—с 
аз--Бу=с. 


— 983 — 


Множимъ первое уравнене на произвольнаго множителя т и вычитаемъ изъ 
него второе уравнен!е; найдемъ 
(ат — а’)х + т —Ку=ет- с. 


и 


. Г | 
Для искаючешя у положимъ 6 — 5’ —0, откуда т—-. 


Ветавивъ это значене % въ предыдущее уравнене, получимъ: 
аб _ Г ; 

——а — О» 

(5 К 

умноживъ 06% части на 6, находамъ: 

; с’ — вЪ 

(у — а) = — 65, откуда =‘ 


/ 


. а 
Для исключеня 2, полагавмъ ип — а’ =0, откуда т—-.; вотавивъ эту 


величину 12% въ то же самое ур., имфемъ: 


умноживъ 06% части на — а, получимъ: 
@с' — а/с 
а’ —а5` 

Полученныя Формулы для х и у имфютъ одинаковаго знаменателя, который 
легко получить, не рфшая ур-нй, слфдующимъ искуственнымъ премомъ: вы- 
писываемъ коэФфоищенты при неизвфетныхъ изъ перваго уравненя, и подъ ни- 
ми пишемъ коэФонщенты втораго ур-я: 


(а5'’— «Б)уу=ас' — ас, откуда у= 


затфмъ перемножаемъ эти коэоФищенты на-крестъ, какъ указывають стрёлки, 
причемъ въ произведени, взятомъ слфва на право не измняемъ знака (это ука- 
зывается знакомъ -|-), а въ произведенши справа на лфво перемняемъ знакъ 
на противный (это указано знакомъ минусъ). Такимъ образомъ составитея выра- 
жене 
аб’ — 6, 
представляющее общаго знаменателя корней. Изъ знаменателя легко составить 
числителей; для этого нужно только въ знаменателв коэфоищенты опредфляема- 
го неизвфстнаго замфнить извфетными членами изъ соотвфтетвующихь ур-шй; 
т. е. для составленя числителя неизвЪетнаго х нужно вм%сто 4 и а’ подставить 
сис, а для составленя числителя у, надо въ знаменатель буквы Би Б’ за- 
мфиить соотвфтетвенно буквами си с. 
Такъ, если имфемъ ур-ня 
Че 5, =60 
13% — 11—10, 


— 289 — 
то знаменатель рышен!й найдемъ, составивъ табличку, 


я 5 


18 
_ + 


изъ которой имфемъ: т 11) —5Х 13. 


Подетавивъ въ это выражене вмфето 7 и 13 соотвётетвенно 60 и 10, п 
вмфето 5 и — 11 числа 60 и 10, найдемъ числителей: для х: 60.(—11)—5х 10, 
а для у: 7.10 — 60 Х 13. Итакъ: 


— 60. 11) —5.10 __ — 660 —50 _— "10 _; 
71 иИ)— 5.18 — 17—65 — 142 *° 
__ 17.10 — 60.13 — 710—780 _— 710 _ь 
ЕЮ = — 142—142 


296. Веф четыре метода рёшеня ур-в имбютъ одну и туже цЪль: изъ 
двухъ уравненй съ двумя неизвфетными исключить одно изъ неизветныхъ и 
получить такимъ образомъ одно уравнене съ однимъ неизвфетнымъ, поэтому 
всф четыре методы суть методы исключенля. 

Изь вебхъ четырехъ способовъ исключен!я — ся0с0бъ уравнивандя коэффи- 
йентовь самый удобный п всего чаще употребляемый; онъ ведеть къ боле 
симметричнымь вычисленямъ; но неудобенъ, когда коэефищенты при неизв®- 
етныхь выражаются большими числами или десятичными дробями. Въ посл®д- 
немъ случав удобнфе примфиять с%0с0бь подстановленя; этотъ же способъ удо- 
бопримфнимьъ и тогда, когда козоФищенть при одномъ изъ неизвЪетныхъ равен 
единиц, такъ какъ въ этомъ случа выражене неизвЪфстнаго черезъ другое не 
имфеть знаменателя. Способъ сравненя неизв®етныхь имфеть то неудобетво, 
что какъ и предыдупий е10с0бъ, вводить въ уравнен!я дроби; но при большомъ 
числЪ непзв®отныхь имфеть то преимущество, что дЪлаеть рёшен!е уравненй 
однообразнымъ. Наконець, способъ Безу имфетъ скорфе теоретическое, нежели 
практическое, значене. 


297. Задачи. 


РЪшить уравненйя: 


1. бл —у— 84 в. ® 2) _ 42—39 11 
5% — 4—3. "5 4 ^^ 80 
2. 7х — 4у— 18. в 1—5У_ 31. 
3#-- 2у = 13. 3 6 144 
8. 112 — 139—225 : о 
85 -- Зу = 68. - 2 5 . 11 100 
4. 915-- 129 = 87 И: 
85% — 13у — 69. 6 10 4 800 
к 4 2935, 199 3 2% 225 9—1 _3#--7 
а те 12 4 
а. в, 
3 4 4 6 6 
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10. 


11. 


12. 


13. 


19. 


21. 


22. 


23. —_—— 


В 
< 


— 990 — 


а" = Ры + 
ое 
12 4 Ц 


1,2345 -- 1,3579у = 97,657 
7,4472 -- 5,2959 — 54,815. 


о 2 
9—1ж-| 22 1 5/ За) 
о ыи 

6—2 1—2 а 


@— Б-Р бу=е 
а — 5) (8 у) =а. 


14. 


15. 


16. 


И Вы 
ть ый 6 

у 
АУ =, 
ав Е Ву — с? 
ой 
Ту аа’ 
ах — бу — а? 


ау (в — и -- 9-4. 


17. аху == 6% - ау) 
флу — «(ах — 8). 
18. (22—53) Ка -Ноу—аКа--25) 
ас 
Та 


— 62) (3х -Е 59) = 8% — 2ав°. 


дир __6ЪУ 0 

3 6 2 
455 __ 6(62 — а?) 

а Е: 

__ 2%е(а3 — 24% -- 3а9с) 

Е == 26 366 
аз — а) -- Чу) =оа-- + (а—5). 
р _ 4(4-- 159) _ 162у — 107 

у 835 —1 2% --5 


2- 6х -- 9 = 21 


6 —8у _ 10—72 


55 —49--9 32—29 —1 


279? — 1228 38 


— 222 Е у) — 9059 | 23у #1 г 


42—59 39—25 


21 + 105 
За 4у— 17 Г 82 — у 29 — 


в Ее а, 


а 5) 


а*-- а6-- и) 


39 3 
аа 


(@-Нх _ (&«—Ву _ 


: - 445. 
[и и 


(42 — 59)(25 — 39) 


—9— 255. 


‚ (2—6) в -1- (2-6 у —а а -- 5) —6а —5) 


— 291 — 


& 


26. а 
#— 4 --аь-- 


= ав 


эра =а@а 5. 
27. (ава - (а у=аз- 63 
(@— 5) -|- (*— Му=а— в. 
ый Е 
28 и --—" “т ое) 
а Ра—® аб а 
фе -|- ау — 2а35. 
29. (арт -- 64") - (арт -|- 6д"+1)у — арт+? |. фа" 
(а" | 69") -- (арт -- 69") у — арта -|- фая+®. 
30. а(х-- у) -- Ку-+ 26) = -- 2ат 
а(х — у) -- (1 — т) = в (а 1) Ку— м. 


ТГУГАВА 2. 
Рашен1е системы трехъ уравнен1й съ тремя неизвфетными. 


Опред$леня. — Начала п методы. — Зэдали. 


298. Опредфленя. Всякое ур. первой степени съ тремя неизвфетными 
можно привести къ виду 
аз -- ву- сг=4, 
тд$ а, В, сиа суть нфкоторыя пфяыя количества. Если х, у иг должны 
удовлетворять только одному уравнению, то очевидно, что такое ур. будетъ не- 
опредфленно, потому-что двумъ неязвфетнымъ можно давать совершенно про- 
извольныя значешя. Тоже самое будетъ и въ томъ случаЪ, когда три неизвфет- 
ныя должны удовлетворять двумъ уравнешямъ. Такъ, система 
аз-Е Фу | са =а 
ау е=49 
неопредёленна, потому-что одному изъ неизвфетныхъь можно давать произволь- 
ныя значен!я: тогда еистема поелужить для опредфленя остальныхЪъ двухъ пе- 
ИЗВЪСТНЫХЪ. 
Но если неизвфетныя должны удовлетворять тремъ уравнешямъ 
ах фу-|- с2—=а 
ат бус =4 
ЕЕ уе’. =—4", 
то существует, вообще, одна система рЕшенй, удовлетворяющих этимъ ур-мъ. 
19* 


— 292 — 


Цв® системы называются тождественными, если они удовлетворяются од- 
ними и тёми же рёшенями. 


299. Начало |. Оистема трехё уравнений 


А— 0, В— 0, В ву 
тождественна съ системою 
А—0. РА 9В ==0, РА--9б=0...... (2) 


если количества р, 1, 7’, 9 конечны и отличны отъ нуля. 


Въ самомъ дфлЪ: 1) значевя неизвФетныхь, удовлетворяющя систем 
уравнений (1), обращаютъ каждое изъ выраженй А, Ви С въ ноль; стало 
быть эти значешя обратять въ ноль и произведешя 24, 9В, р’А и 9’, ибо 
р. 9, 2’ и 4’ конечны; сафдовательно, величины неизв®стныхьъ, удовлетворяю- 
щя систем® (1), удовяетворяютъ и сиетем® (2). 


2) значеня неизвфстныхь х, у, 2, удовяетворяющ!я уравнешямъ (2), 
обращая въ ноль выражение А, обратятъ въ ноль и рА и р’А, такь какъ ри 
р' конечны; но эти значеня обращаютъ въ ноль суммы рА--9В и РА-| 9, 
елфд. они обращаютъ въ ноль п 9В и 9’; но ди 4’ отличны отъ нуля, слЪд. 
В и С обращаются въ нули при сказанныхъ значешяхъ неизвфетныхъ. Итакъ, 
корни системы (2) удовлетворяютъ уравненямъ системы (1). 

Примьъчанще. Можно выбрать р, 2’, (и 4’ такъ, чтобы уравнен1я 

РА-Е9В —=0 и рА--9С=0 
содержали только два изъ трехъ неизвёетныхъ; т. е. можно мсключить одно 


изь трель неизвьетныхь изъ одною изъ данныть ур-мй и каждало изь двуть 
остальных. 


На этомъ началЪ основаны способы исключения: чрезъ уравниван!е коэофи- 
щентовъ, чрезъ подстановлене и чрезъ сравиеше величинъ неизвфетныхъ. 
300. Способъ уравниваня коэффищентовъ. Пусть требуется рёшить ур-ня 
3% — Зу--5.=13.... (1) 
5% 4у— 32=125.... (2) 
112 — бу— 82=24.... (3) 
улобнже исключить изъ этихъ уравнений у. 
Для исключеня у изъ (1) и (2), множимъ первое на 2 и складываемъ со 
(2), помноженнымъ на -—- 1; получимъ 
Ле 9—5... . (4). 
Подобнымъ же образомъ, для исключеня у изъ (1) и (3), множимъ (1) 
на — 3, (3) на {1 и складываемъ; находимъ 
282 — 232—=—15... .(5). 
На основанши начала [, сиетема уравнен!Й (1), (4) и (5) тождественна съ 
данной; и какъ уравненя {4) и (5) содержать только два неизвФетныхь 1 и2; 


то и опредфляемъ изъ нихъ эти неизвЪстныя. Для этого множимь (4) на 2, 
(5) на —11 и складываемъ; получаемъ 


2672 — 867, 
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откуда 
тете 9 
Подставивъ вместо 2 найденную величину въ ур. (5), имфемъ 
2х —23——15, откуда 25—23 —15=8, 

и сад. | —=4. 

Подетавивъ въ ур. (1) найденныя для х и г величины, имфемъ 

18 —2у--5=13, 

откуда у— 2. 

Итакъ, искомыя рЬшеня суть: 


в: ИО: 8—1. 
Легко убЪдиться прямою подетановкою пхъ въ ур-вя, что они дЪйетви- 
тельно удовлетворяютъ даннымъ уравненямъ. 
301. Способъ подстановленя. Пусть требуется рфшать уравнен!я 
ах -- фу сг=а .... (1) 
ав у--е2=@.... (2) 
а'в-Ну-ее=а” ... (3). 
Принимая на-время у и 2 за извфетныя, рёшаемъ ур. (1) относительно 2: 


р и Е 
Подставивъ выбето х это выражеше въ уравненя (2) и (3), получаемъ: 
п ее... . (5) 
а’(а— ву 


а реа" ... (6). 


Рьшаемъ уравненя (5) и (6) относительно уп г. Освободивъ ихъ отъ 
дробей и отъ скобокъ, имфемъ: 


аа — аЪ5у — асг -- аб’у № ас’ = а’ 
а’а— ау — в"сг-|- а0"у -|- ас"2 —= а4", 
или | 
(а5’ — аЪ)у-| (ав’ — ас). =а@’ — ва 
(а5" — а Ъуу-Е (вс — ас) = аа" — аа. 
Примфняя Формулы $ 291, 6, имфемъ 
ры (ад’ — “а)(ав” —а'с) — (аа” — а’а{ае' — ас) 
(26’ — аъ) (ас” — а"с) — (а — а Ъ)(ае' — ас) 
— (@и— ааа" — та) — (в — ат) (аа — а) 
(а — «(ас — в’) — (в — в 5(ае — 96) 
Раскрывая скобки въ знаменателв и въ обопхъ числителяхъ, получаемъ: 
для знаменателя выражение: 


ас" — ваЪ;" — аа’ с в а’ве — пб" ас -- аа "с — вас; 
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по приведенш и по вынесен за скобки общаго множителя а, этотъ многочленъ 


принимаеть видъ 
а(аб’с" =: |: „" __ ас 


Для числителя Формулы 9 находимъ 


—аре Рае а)... .1Т). 


а? с"Ф — ааа — ас’ а’а’с@ — ас а" + ас а-Ё аа’са" — ва, 
или, вынеся за скобки а: 
а(ас" 4 — а’с'а — вс — ава’ - а’ва-- аа")... . (8). 
Раскрывъ скобки въ числител® Формулы 2, получимъ: 
аа" — а4 54" — аа’а- ааа — а" 4 | ааа аа "А — «аа, 


пли, по приведени и по вынесени за скобки с: 
а(а’а” — аЪ4" — “ъа- а’ 


а’ -- а”) з 


. (9). 


Внося выраженшя (7), (3) п (9; въ горнулы для уи 2, и сокращая на 


а, найдемъ: 


: ас" а' — а с"а — а’с@' — ас а" а"с'а р вса" 
у — айс!’ — а’ # а’6'с ри: абс - а’ - а’ь’'е 
__ аа" — аа" — а'Ъа— ва’ аа’ - а9"а 
абс — и" ас а аа Рае 


Подставляя найденныя для у п 2 выражешя въ уравнене (4), находимъ 


__ Бава’ —ас"а-а"еа’' —ас’а"--а" 


са-а’еа") с(аба”--ала"—ва-аа-- а -ода 


аб’с /___ @/%с'— ве ис На’ъе--аЪ"е а’е #7. 


д=—- 


або с_ 


@ 


аб’с"а—а’ъс"а-а'ъ'са—аБ'с'а-а’Ъе'а-- в" са—абе"а'--а’ъс"а--а'Ъса' 


__ -Нафе'а"—авеа-абеса"—ареа’--а’ьса"-- 


а” са-- 


абс’ — а Бса’— аа 


(ас — а 6" —а 


Ире’ -а" ве" с) , 


Сдфлавъ приведене и сохративъ на а, получимъ 
. __ 9 е'а— — — ве" Неа" — са" - виеа! 


абс" — аще" — 
302. Докажемь теперь, что уравнения {4), (5) 


асе аб Рае а" 
и (6) тождественны даннымъ. 


Уравнене (4) получено изъ (1} перенесешемъ членовъ бу и сё во вторую 
часть п дЪлевемъ обфнхъ частей на а, котброе предполагается отличнымь отъ 


нуля; сл. это уравнене тождественно съ (1). 
Помножая уравнен!е 

4 —6у—с2__ 

= 


на а’ и складывая со (2), найдемь, по упрощен: 


/ 
< {9—щ—02) бу е#=4. 


Умножая то же самое ур. на а” п складывая съ (3), по упрощен найдемъ 


= (@— ву — ег) у е’е— а". 


А, въ силу начала 1, эти три ур-нёя тождественны съ данными: требуемое 


доказано. 
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303. Способъ сравнешя величинъ неизвфстныхъ. 
Пусть требуется ршить уравнен!я: 


Ба 36. сек (1) 
8 Чу — 52=67..... (2) 
9% — Зи 22=58..... (3). 


Опредфляя изъ каждаго ур-вя 2, причемъ х и у на-время считаемъ извз. 
стными, найдемъ 


„—35-— 52-Е 2 


5 вне 2] 
= Ее. В 
‚__ 58 — 9&-- зу 

а... . (6). 


Приравнивая первое выражене 2 поочередно—второму и третьему, полу- 
чаемтъ: 


85 —5-Р2у _ —67-- Ва - ту 35—55 +529 _ 58—95 |-Зу 5 
ОА. . п, В НЫ, . 
уравненшя съ двумя неизвфстными хи 9. 


Цокажемьъ, что системя уравнен!й: (4), (7) п (8) тождественна данной. Съ 
этою цфлью перенесемъ въ данныхъ уравненяхъ всф члены, за исключешемт 
содержащихъ 2, во-вторую чаеть; такимъ образомъ найдемъ: 


32—35 — 52-29 
— 52 = 67 — 8х —17у 
22—58 —9%- 39. 


В 1 1 
Помножая первое изъ этихъ ур-н на 5» второе на =, и третье на 


1 
м п сложивъ первое сначала со вторымъ, а потомъ съ третьянъ, пмфемъ: 


0 РЕ о и. 


3 5 
0—35— 52-3 58 —95-- 39 
> 8 2 
пли, по перенесени: 
35 —5=-22у _ — 67 -- 8х -7у х 35 —55--2у _ 58 — 92-39. 
вЫ 5 3 — 2 


Эти пва ур-вя, выфетЪ съ (4}, на осн. начала Г, составляють систему, 
тождественную съ данной. Освобождая ур-н1я (7) и (8) оть пдробей, перенеся 
. извфетные члены въ одну часть, а неизвфетные въ другую, и сдфлавъ приве- 
деве, дадимъ имъ видъ 


— 495 — 11у= — 316; 11 — 59=104. 


Рьшивъ эти ур-Шя, найдемъ: 7=7, а у=3. Подетавивъ эти числа въ 
Ур. (4), найдемь: #==2. 
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304. Начало П.— Система уравненй 
де Ь, ВО бое 
чпождественна съ системою 
А—=0 
8=0 
тА-"В--р6=0....... (2) 
здъ т, п и р—количества конечныя, отличныя оть нуля. 

Въ самомъ фл: 1) Всякое рёшеве системы (1), обращая въ ноль выра- 
женя А, Ви С, обрататъ въ ноль и выражешя А, В и 2С, такъ какъ мно- 
жители т, пи р конечны; слёд. ршен!е первой енстемы удовлетворяетъ второй. 

2) Обратно: всякое рьшен!е второй системы, обращая А п В въ нули, удо- 
влетворяеть первымъ двумъ уравненямъ системы (1). ЗатФмъ при АО и 
В=—0, произведешя "А и Вю также обращаются въ нули, потому-что % ий д— 
конечны; но какъ разсматриваемое рёшене обращаеть въ ноль выражене 
тА-- яв -- рб, котораго два первые члена—нули; то и 2С должно обращаться 
въ ноль; но р конечно, поэтому С должно обращаться въ ноль; т.е. рёшене 
епетемы (2) удовлетворяеть и третьему ур-н!ю системы (1). 

На этомъ начая% основанъ способъ Безу. 

305. Способъ Безу. — Способъ этотъ состоитъ въ употреблени множителей, 
которые затфмъ опредфляютъ подъ условемь ноключеня двухъ какихъ-нибудь 
изъ трехъ неизвфетныхъ. Приложимъ этотъ с1060бъ къ общей систем®: 


аз -|- би- с2=а ....(1) 
а®--у -’е=Я .... (2) 
а’ Ну-с" =9....(3). 

Помноживъ ур. (1) на произвольный множитель А, ур. (2) наш, а третье 
на -- 1, п еложимъ ихъ почленно; понучимъ ур. 

(лава а’) = -|- (6-Е ыб-Н) у- ен ие с”) а =^а-- ва’ -а"..(4). 

Это ур., въ силу начала П $ 304, можеть замЪнить въ данной систем\® 
одно изъ трехъ уравненй. 

Располагаемъ произвольными множителями А п ^ такъ, чтобы исключить 
пзъ ур-ня (4) неизвфстныя у и 2. Для этого, очевидно, надо, чтобы коэфеп- 
щенты при у и 2 обращались въ нули, т. в. надо ноложить: 

НЫ =0 ыы Аи = — 5" (5). 
Ае-ные Ес’ =0 де ие =— с 
Значеня Л и 4, удовлетворяющия ур-мъ (5) найдемъ, ршивъ эти урав- 
нешя относительно ^ и м; примняя правило $ 295, получимт: 
х— Ве’ — 26" о Е. 
р’ ом 
Подставляя эти значеня Л и ц въ ур. (4), мы исключимъ этимъ самымь 


В 
уна, и получимъ ур-е съ однимъ неизвфетнымъ 2: 


о" в" — ы . № Е м - | 
О вы Ао‘ Ри 9 
откуда #= се а --( —ые--@е —)а" 


(ба аа’ 
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или, по раскрыми скобокъ: 
__ ас" — ас" - съ’ — ве" ве" — са" ) 
або" — аъ" саб" — вас" оеа" — сФа’ 

Приравнивая въ ур-ви (4) коэвоищенты при хи г нуаю, пайдемь у; а 
опредзливъ для Л и № тая значеня, при которыхъ обращаются въ ноль коэ®- 
онщенты при д и у, найдемъ 2: 

ад’с” — ас’а" -- сага” — аа’с" РЁ аа" — с@’а" 
У аЪ’с" — аб" са" — еее" — сБа! 
а’ 4" — аъ" -- а’ ога" | ва’ — ага’ 
а/с" — ас" -- саб" — вас" ва" — сб 

306. Раземотрьве общахъ Формулъ предылущаго параграха приводать къ 
къ слБкующему правилу механическаго рёшеня трехъ ур-нй съ 3 неизвфет- 
ными (такъ называемое правило Оаррюса). 

Цля составленя общаго знаменателя неизвфетныхъ, выпиеываютъ к0эеФи- 
щенты при неизвфетныхь изъ вефхъ трехъ уравнешй, и подъ ними еще разъ 
кооФеншенты изъ двухъ первыхъ ур-н!й; такимъ образомъ получается табличка: 


& — 


Затфиъ перемножаютъ выписанныя буквы наклонно: сначала слфва на пра- 
во, не измфняя знаковъ этихъ произведений (что указываетея знакомъ -|-), а 
потомъ справа налфво, перемфнивъ при каждомь произведени знакъ (что ука- 
зываетея знакомь —). Такимъ образомъ получается общий знаменатель искомыхъ 
рёшешй: 

аб’с' - ве а’ — сб" — 60” и — сЧи. 

Для получешя числителей: 1) неизвфстнаго х— нужно въ знаменатель вм%- 
ото коэФоищентовъ этого неизвфетнаго т. е. выфето а, а и а” подетавать из- 
въетные члены пзъ соотвётотвующихь ур-шй, т. в. 4, 4’ и 4”; 2) неизвЪст- 
наго у—выфето его коэфоищентовь: 6, ’и 6” подетавить 4, 4 нп 4”; 3) нако- 
пецьъ, неизв®стнаго 2— вы Ъсто с, с и с” подетавить @, @' и 4". 

ПрРимФРЪ. Примфнимъ этотъ механичесый премъ кь рёшеню сиетемы: 

4х — ЗУ 2—6 
7% —11у--2==9 
&-- у 32=102. 

Общий знаменатель П), составляемъ указаннымь способомъ при помощи таб- 

лички: 
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Е (и) 
найдемъ: 


== 4.(— 11).3-- 7.1.1 11.(—5).2 —1.(—11).1 — 2.1.4 —3.(—5).7 
— — 1327—1011 —8--105—=— 27. 
Назвавъ числителей неизвфетныхь 5, у и 2, соотвфетвенно буквами №, 
М, п №., вайдемъ: 


М, —=6(—11).3--9.1.1.--12.(—5).2-—12.(-—-11)4 — 2.1.6 —3.(—5).9 
—=— 1989 —120 132 —12-- 135 = — 54. 

Х, =1.(9).3--7.12.1- 1.6.2 —1.9.1 — 2.12.4— 3.6.1 
—108 841-12 —9—96 —126 = — 27. 

№. =4(<—11).12 7.1.6 1.(—5).9 —1.(—11).6 — 9.1.4 —12.(— 5.7 
—=— 528-42 — 45-466 — 36-420 — 81. 


Птакъ: 
Хх — 54 Х —27 №. _— 81 
= == —=- = и = 
а ее 
`307. Задачи, 
Р+$шить уравнен1я 
1. 35 — 2у--42=9 о 8 
52 —4у— 62=1 5. УР Тт-88. 
я-- у— 32=1 | 
8 тб, 
3. 55 —Зу-- 2==19 4 6 3 
4%--5у — 32—31 И 
За Ту — 42 — 31 255140 5 
3. 51 —2у--3==12 6. 135 — зу 7Те=58 
4х Зу- те = 19 155 -4у — 32 = 97 
7% — 49-2 82—25 35 {82 = 81, 
74. 232—359 -- 52==118 7. 1,55—2,59--9—2,5 
245 |-15у —422—58 3,5%|- у—1,58==1. 
— 512 --67у--392 — 183 22--1,5/—0,52—3,5. 
8 58 —7у--2 _82--32—4 _ Шу—5=— 45-18 
р 12 21 го 14 
Па— 52-12 3у--72—2% _ 82 — 32-82 
м 18 = 21 


35 —у— 28—16. 


— 999 — 


32—15, 749—112 52—72 182 р 27у-- Ш — 30,5 


8 Г 9 м 36 
6 
42 —99--11 59—35 —9 бу 52, 72— Му— 39 ип 
22 | 4 п 8 
1 
бу-- 62—17 2-Е 7-5 в-Е зу 22-279 | Пе-- 18 3. 
54 9 ЗАВ 18 
2 11. ару-2=0 
10. — =41. 
ты @- 5 =—@—дутб-де=0 
2-2 =9 афх — асу -|- сё = 0. 
= 19. 1--ау—=0 
® ву 52 —=0 
Ут в ==. сх ае=1. 
13. ав -НБу-Р се — т? 


14, 


16. 


17. 


18. 


19. 


(а = о и-Не-®г= 
(а-- 2) з-- 6-2) у-| (с 21) = 97. 
х —ау-|- а: а 

а 

х— су с — 63 


. Я - 


вх -|- су аг—= си Рау 6: = 
=. 
аз -|- Ву -- се —=0 
ах -|- у -|- се — (0 — + (е—ч- с (а—5) 
о =--е-+ду-На--02=0. 
ах -|- ву -|- се = (6 -|- с)* — а? 
6% -- ву -|[- аг — (са) — № 
сх ау-- в = (а-- 5) — с. 
аз-- ву-- сё —=3 : 
О-о 2-Е су, = ОТО бтотее+ь 
О да-да оао е 9. 
#у--2=0 — 


(6--с—-а@а--(е-а—Ву- (а —@2=0 
аа у -- оао) —9-+(@а—5. 


. жту-е=0 


ах $2у 622 
а—4 ——. а _ 


—=0 


а Р-а=4и—16—9@е—а). 
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‹ ГУТ АЕ.А 2 2Т-. 


Р\шен!е системы уравненй первой степени съ какимъ угодно 
чиеломъ нензвфетныхъ. 


Общий методъ. — Методъ Безу. — Случая упрощен1я; искуственные премы. — О си- 
стемахь уравненИ, въ которыхь число неизв$стныхъ не равно числу уравнен1й: слу- 
чан несовмфетности (условныя уравнен1я) и неопред$ленноети. — Задачи. 


Облий метолъ. 


308. Начало. — Пусть дана система р уравнений первой степени сз р 
неизвьетными: 
0, В 0: 6—0 ВО оо КЕ. 0 
вели т, в, ть, по. - 5) Трь и, Суть количества конечныя и 
отличныя оть нуля, то система р уравненй 


ооо фо оо 


] 

т А -|- 56 —=0, | (2 
| 
) 


тождественна данной. 

Въ самомь дфль: 1) рышеня системы (1), какъ обращаюнщя въ нули вы- 
раженя А, В, С,...,К, Г, обращаютъ въ нули и произведеня А, В, 
тА, пб... .., т А, п, такъ кажъ количества т, ®,. . . конеч-. 
ны; елЪд. эти рёшен!я удовлетворяютъ системв (2). 

2) Решен!я системы (2), обращая въ нуль Аи (#А--®,В), обращають 
вЪ ноль и В, такъ. какъ и, конечно, и я, отлично отъ нуля; такимъ же обра- 
зомъ они обратятъ въ нуль и С, ),. . .Г; сл. эти ршеня удовлетворя- 
ють систем (1). 

309. Методъ. — Количества 2,, 2... .., та, ®,,: выбирають та- 
кимъ образомъ, что пеключить одно и тоже неизвфетное изъ (р — 1) уравнешй, 
папр. изъ послёднихь; такимъ образомъ данная система (1) замфнится новою; 


ОНО < — МН и 
тождественною съ (1); но въ ней ур. А—0 содержитъь веЪ неизвёотныя, а 
остальныя р — 1 уравнен!й содержать только р — 1 одинаковыхъ неизвЪетныхъ. 

Подобнымъ же образомъ систему (2) замняють системою 

А=0; В: =0. 6.550. 0.0, о. Ко... 

тождественною со (2), а слЪд. и съ (1); но въ этой новой системв уравнене 


А —0 содержить вс неизв®етныя, В, =0 только р— 1 неизвжетныхь, а 
остальныя уравненя содержать однё и т$-же неизвфетныя Въ числ р— 2. 
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> 
Продолжая такимъ же образемъ, доствгнемъ наконецъ того, что Данная ся- 
стема будетъ замфнена новою, ей тождественною системою 


В2-0. В 0 9:0. Во оО Е 0, 


въ которой уравнене Г,,==0 содержать только одно неизвестное, К, —=0 
содержитъ это-же самое неизвЪетное и еще одно, Н,,==0 содержить эти два 
неизвфетныя и новое, и т. д., наконецдъ ур. А = 0 содержитъ всф неизв$етныя. 

Рьшивъ ур. [,,==0, опредфлимъ то неизвестное, которое въ немъ со- 
держится. Внеся его величину въ ур. К,., найдемъ изъ него еще одно неизв$- 
стное. Внеся величины этихъ двухъ неизвфетныхь въ ур. Н,.==0, найдемъ 
третье неизвестное, и т. д. вс неизвЪетныя будутъ послфдовательно найдены. 


ПримърРъ. — Рфшить уравпешя 


1) 32 — 4у-- 32-3 — 68=11 \ 
2) 3% — Бу-- 22 —4и=11 | 
3) мы т 
4) —2х - 52-2 4и—= 3 | 
5) 4х — 39 — Зе би= 6 } 


Исключаемъ изъ данныхъ уравненй неизвЪетное 2; для этого комбиниру- 
емъ ур. (1) еъ каждымъ изъ остальныхъ, за исключешемь (3), которое уже 
не содержитъь 2. Вычтя (2) изъ (1), находимъ: 


у-а-Е 3 — Зи=0. 
Помноживъ (1) на 2, а (4) на 3, и сложивъ ихъ, имфемъ 
— Зи-- 212-{ 125 = 31. 
Наконець, умноживъ (1) на 4, а (5) на —3, и сложивъ, получимъ: 
— 10-122 — 49 и + 215—246. 


Такимъ образомъ, на основаши общаго начала, замфняемъ данную систему 
ей тождественною: 


1) 32— 4у-- Зе 3— 6и=И \ 
2) У 2-Р 3%— = 0 1 
) — 14-495 — 1 Г. 
4) — 10-12-4926 | 
5) 10у— 32— №- Зи= 2 |} 


Исключаемъ теперь у изъ (2) уравнен!я системы П и каждаго за нимъ 
слфдующаго; для этого множимъ ур. (2) на 8 и складываемъь съ (3); затёиъ 
множииъ (2) на 10 и складываемт съ (4); наконець, помноживъ (2) на 10, 
вычитаемъ изъ него (5). Такимъ образомъ найдемъ систему Ш, тождественную 
П, а слЪдовательно и предложенной: 

31—49 3е-- 3— 6и= 1 \ 

У 2-4 3— = 0 | 
292 369—16и—= 31 Ш. 

222 -|- 519 — 62и—= 26 [ 

132-320 — 23и=— 2 ) 
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Исключая г изъ трехъ послёднихъ уравненй, найдемъ: 


3% —4у-- 32+ 3— 6н= ШИ} 

у 2 3— 4и= о! 
132-- 32%— 23и=— 2 №. 

— 460% -|--459и = 461 | 

410 -- 300 —=— 332 ) 


епстему, тождественную данной. 
Неключая накопецъ и изъ посафднихъ двухъ уравненй системы У, на- 
ходимъ тождественную ей систему; 


1) 32—49 За 30— би—= 11 \} 
2) У 2+ 3— 23и= о 
3) 13-390 — 4—2 Ц 
4) 440 --300%=  — 382 | 
5) 1568195 = — 313638 ] 
Посл днее ур. этой системы прямо даетъ: о—= —4. Подетавяяя вмЪето г 
число — 2 въ ур. (4), находимъ: «—— 1. Подетавляя найденныя для жит 


величины въ ур. (3), находимъ: 2=3. Наконець, изъ втораго п перваго ур. 
получаемъ: у—=1 и #=—2. 


Методъ Безу. 


310. Начало, — Если <, В, 1,....,^ суть количества конечныя и 
отличныя сть нуля, то уравнене 


Е Е 


можеть замщнить одно изъ п уравненй системы 


0, В 9—0. 0: 
т. е. системы 
А=0 } А ВВС... .--^=0 
В—=0 | В=0 | 
00. 
| р \ И 
[ 
| 
* | » 
Ь—0 ) Е —0 
тоэюдественны. 
Въ самомъ дёлф: 1) всякое рёшеше системы [ удовлетворяеть уравненямт, 
вистемы П, такъ какъ В, С,. . .,Ё, а также и сумма «АР ВВ. „ЛЬ 


обращаются въ нули; 2) обратно, всякое рёшене системы ПШ, обращая въ 
нуль выраженя В, С,.. ., Г, удовлетворяеть вефмъ уравнешямь системы 
Ъ вромф ур-вйя А = 0; а обращая въ нуль, выфетВ оъ выражешями В, С,. .,[, 
также и выражене хА -|- ВВ-|-у6--. . .-РЬ, приводить первое ур. систе- 
мы ИП къ виду «А —0, откуда и А-=0, ибо х отлично отъ нуля. 
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зп. Примфнен!е метода Безу состоитъь въ выбор неопредёленныхь мно- 
жителей такъ, чтобы изъ ур-мя «А -РВВ+.. .--^Ь=0О исключить вож 
неизвфетныя, за исключеншемъ одного; а это всегда возможно, потому-что при- 
равнивая нулю коэфФищенты этихь #®—1 неизвФетныхь, получимь и —1 
уравнен!й, которыя умфемъ рфшать. 

ПрРимЪРъ. — Ршать систему уравнен!й: 


ху 32-+4*и—=21 (1) 
3% --5у-- Че-- и=48 (2) 
52-Е 8у-|- 102 — 2и —=65 (3) 
1% бу-- 52 4и=53 (4). 
Помноживъ первое ур. на 2, второе на *, третье на р, четвертое на 1 
и сложивъ ихъ, найдемъ: 
(ти 5р--7)з--(2т-Еби-Е8р--б)у-Г (3т-Н7и-Е10р-Ь5) г (Чт--и— 2 4)н 
—27т-|-48п--65р--53..... (5). 
Приравнивая нулю коэфоищенты при х, у и г, находимъ первую вепомо- 
тательную систему уравневшй: 
т Зи 5р=—7 
2т + 5 80—=—6 
3т-- 7®--10р—=— 5. 
Рьшивъ эту систему, найдемъ: 2 —17, = —8, р=0. Подетавивъ эти 
величины въ уравнен!е (5), получимъ: 64н —=128, откуда и=2. 


Подетавивъ найденную для х величину въ первыя три изъ данныхъ урав- 
ценй, найдемъ систему уравнен! съ тремя неизвфетными: 


#-2у-- 32=19 (6) 
3%--5у-- 72==46 (7) 
5д-|- ву 102 —=69 (8). 
Умноживъ первое изъ этихъ уравненй на 7, второе на 9, третье на 1 и 
сложивъ ихъ, имфемъ: 


(у За-5)-Н(9+- 5-8 )у-Е(Зи-Е54-10).=19--464--69... . (9). 
Приравливая нулю коэофищенты при хи у, получаемь другую вепомога- 
тельную систему уравнен!й: 


т 39=— 5 
2-59 —=— 8; 
рёшая ее, находимъ: х=1, 4=— 2. Подставляя эти величины г и 4 въ 


уравнен1е (9), находим: 2=4. 
Подетавивъ найденную для 2 величину въ ур-в!я (6) и (7), имбемь 


ду Та. - 10) 
32 5у=18.... (11). 
Умноживъ ур. (10) на $ и сложивъ еъ (11), имфемъ: 


(&-- 3)ж- (28--5)у=18--18.., . (12). 
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Положивъ $--3—0, откуда з=— —3, и подетавивъ эту величину $ вЪ 
ур. (12), имЪемъ | 
—у—— 3, или Уу=3. 
Подставивъ 3 вместо у въ уравнене (10), найдемъ: 2=1. 


312. Случаи упрощеня. — Изъ предыдущаго видно, что процесеъ ршен1я 
системы уравнеши вообще довольно сложенъ, особенно если число неизвЪстныхъ 
велико. Но иногда его можно упростить; случаи для упрощен!я предетавляются 
тогда, когда не всЪ неизвфстныя входятъ въ каждое уравневе, или же когда 
уравненя предотавляютъ нфкоторую симметрию по отношеню къ неизв»стнымъ. 


Когда не всф уравнен1я содержать вс неизвфетныя, тогда начинають съ 
исключен!я того нензвЪфетнаго, которое входить въ наименьшее число уравнен!й, 
ибо тф уравнев!я, въ которыя это неизвфствое не входить, можно считать ре- 
зультатами его исключешя. 


ПРимМЪРЪ Г. — Рёшить систему уравненй 


2х — 524 4и= 7 
— у бе — Зи = 3 

— 75-49 —=10 
—5 — 62 ==90. 


Исключая и, которое входить только въ первыя два уравнешя, получаем 
ур-нше 
65 — 4% -- 92 = 33, 
которое вмЪст® съ уравненями 
— 962 —Зи= 3 

— 72-49 —=10 

— 5х —- 62 == 
составляетъ систему, тождественную съ данною. 


Исключая во второй систем у изъ перваго и третьяго уравненй, полу- 
чаемъ систему 


— у-- 62 —Зи= 3 


—Я -- 9а = 43 
— 72-49 —10 
— 5 — 6= —20 


тождественную со второю, а слёд. и съ данною. 


Исключая въ ней х изъ втораго и четвертаго уравненй, находимъ тожде- 
ственную данной систему: 


— у 62—3Зи= 3 


— 72-49 = 10 
_& -- 92 — 43 
392 —195. 


Изъ поелфднаго уравненя находимъ: 2==5. Ветавивъ выфето 2 его вели- 
чину въ третье уравнеше, найдемъ: 2—2; зат®мъ изъ втораго урав. полу- 
чимъ: у—6; наконець, изъ нерваго: +==7. 
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ПримфРъ 1. — Решить систему уравненй 


у- 32 =11 
2“ 4и—19 
09 
#4 67—11. 


Выражая изъ пятаго уравненя # черезъ х, имфемъ: #—11 — 62. Ветав- 
ляя вмЪ№сто # его величину въ четвертое ур,, получимъ: и = 29 — 511 — 64) = 
— 26-30. Вставляя вместо ч полученную величину въ третье ур., най- 
Демъ: 2=123 —1205. Подобнымъ же образомъ, изъ вторато ур. имфемъ: 
у—= — 358 -- 3602. Ветавивъ вм%ето у найденное выражене въ 1-0е ур., най- 
Демъ изъ него: х=1. Ве остальныя неизв$етныя выражены черезъ х, а 
потому ихъ легко теперь вычислить. Найдемъ: у=2. 2=3, и=4 и #—5. 


ПРИМЪРЪ. Ш. — Решать систему уравнений: 


у 2-Ри=а 
уне-и- = 
и х—с 
вё- а у=а 
нау = е. 


Въ этой систем неизвфетныя выходять симметрично —каждое одинаковое 
число разъ; это обстоятельство позволяеть найти сумму веёхь неизвфетныхъ: 
для этого етоитъ только сложить всф уравнешя и результать раздфлить на 4. 
Такимъ образомъ получимъ 


ду аи Тео, ЕВ 


А какъ въ каждое уравнеше не входить по одному только неизвфотному, 
то вычитая изъ ‘уравнен!я (1) посл®довательно каждое изъ данныхъ, опред%- 
лимъ вбф неизвЪстныя. Получимъ: 


нев о -ера-е—3а , 
— 4 ы 
а-ефа--еЫ—3ь 
ие а 
ар Га-геЫ— 3с 
и. 
ар е--е— за 
в == 1 


р а орета—3е 
4 


Здёеь сумма возхъ неизвёстныхъ, съ опредфленя которой мы начали, 
представляла вспомозательное неизвестное, позволившее скорфе опредёлить 
каждое неизвестное въ отдльности. Воть еще примфры употребяеня вепомо- 


тательныхь неизвжетныхъ. 
20 
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ПрРимЪРЪ. [№. — Рёшать систему уравненй 
ее у 
ву‘ #-фу_ 
ВЕНЕ Г. 
ву‘ 2—у 
Освобождая уравненя отъ дробей, мы нашли бы уравневя, въ которыхъ 
н®которые члены содержали бы вторыя степени неизвфетныхъ; но легко изб®- 


жать получен!я уравневй второй степени, введя вспомогательныя неизвЪетныя, 
и именно полагая: 


ВЕ 1 
у ’я-у 
Данныя уравнен1я примутъ видъ: 
аи Е Е — с, ан | е =. 


Ржшая ихъ, найдемъ: 


= 


__ ее — ‚__ ай — са 
ера “ ева" 
Подставивъ вифето % и о ихъ выраженя черезъ 2 и у, найдемъ 
1 6е-—№ а 1 __ а — са 
фу @—щ бу ев’ 
откуда 
Е м РЕ оли 
= ев У— рва 
Сначала складывая, а потомъ вычитая эти ур-ня, найдемъ: 
рии ы у (мии 
о ве -— Ш! д— ва 9—5 ве — те} 


ПримфрЪ \. Рёшить систему уравненй 


ах т (у е- и) = а 
бут (Ни 2) = В 
ва | т(и ау) = 
аи--т (уг) =5. 
Введемъ вепомогательное неизвфетное, положивъ: #--у--г--и=5; дан- 
ныя уравненя примутъ видъ: 


ах-- т (5 — 1) = 
ы-т (3—8 


ва т ($ —2)=1 


дит ($ — и) =5. 
Выводя изъ перваго ур-я 2, изъ втораго у и т. д., найдемъ: 
__&— 8 _ В — 8 __ 4—8 _ 6 —т8 
о Е В" # — ет, и — аж“ . о 2 


Складывая почленно эти уравненя и замфчая, что въ первой части полу- 
чаетея х-ру--е--и или №, найдемъ: 


у— т 8—8. 
$ —т — е—т т а—т. 
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Изъ этого уравненя—первой степени относительно 5, найдемъ это вепо- 
могательное неизв®стнов; знаяего, изъ уравненй (1) найдемъ х, у, 2 и и. 

Приведемъ еще прим$ры искуственныхъ премовъ, облегчающихъ рёшене 
уравнен!й. 

ПримзрЪ \'1[. Рёшить епетему уравнев1й: 


у 1. #2 1 92 __1 


8 6’ а Рер  6 аи а, 
Обращая дроби, найдем: 


а Г а с Г е | 
ЕР и Е УР 


Складывая эти уравненя и обозначая, для краткости, сумму а Но -Р сче- 
разъ 25, находимъ 


а ъ с 
а _ == 8. 
Вычитая отсюда поочередно каждое изъ предыдущихь уравненй, находимъ: 
ь 
2—8 —е; —=8— 5; 2—9 — а: 
р р | . 
откуда 


мы а Е Ро с 
22 ба ми Ее 


ПримзРрЪ УП. Рёшить систему уравнени: 
а ау ах а =0 
2+ Ш - 5-8 =0 
2 су -- сз -- 8—0. 

Можно-бы было рЬшить эти уравненя способомъ исключеня черезъ ело- 
жене п вычитан!е, но проще употребить сл$дующ! искуственный премъ. Дан- 
ныя уравненл выражаютъ, что полиномъ 

Хз эх -- ух -- 2 
обращается въ нуль при подстановкВ выфето Х количествъ а, Би с; сл. онъ 
дфлитея на произведене (Х — а)(Х —5)(Х — с), причемъ частное равно 1, по- 
тому-что первый членъ дёлителя есть ХЗ. Итакъ, имфемъ тождество: 
Нах рух е=(Х —а)(Х—5(Х— 5), 
пли, по раскрыти произведеня: 
Х3-|- 2х -- ух а=Х3 — (а 6 -Не)хХ*-| (а ас -- %)Х — аб, 

откуда, приравнивая коэофищенты при одинаковыхь стеценяхъ Х, находимъ: 

= —(а--6-- 6); у=аб-ас-Ре; = — афе. 

313. 0 системахъ уравненй, въ которыхъ число неизв5стныхь не равно 
числу уравненй. Когда число уравнен! равно числу неизвфстныхь, то система 


имфеть, вообще, одно опредфленное рёшене. Раземотримъ теперь случаи, когда 
число неизвфетныхъ не равно числу уравненй. 


314. Теорвмл, — Система уравневй, которых число меньше чи- 
сла неизвьстныхь, неопредъленна. 
20* 
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Пусть имъемъ 22 уравненй, содержащихь тж--р неизвфетныхь. Можно 
дать произвольныя значен!я р неизвЪфетнымъ;, тотда получится система 2 урав- 
ней, изъ которой опредфлятея остальныя ® неизвфстныхъ. СлЪд., система 
имфетъ безчисленное множество рёшенй, что выражаютъ однимъ словомъ, го- 
воря, что система неопредъленна. 


315. Теорема. — Система уравнений, число которыхь больше чи- 
сла неизвьестныхь, вообще невозможна. 

Пусть число уравнени превышаетъ число неизвЪетныхъ; пусть напр. им%- 
емъ ж--р уравненй еъ 2 неизвестными. Взявъ 2 изъ числа данныхъ урав- 
ненй, въ которыя входили бы т неизвФетныхъ, и рфшиавъ ихъ, опредфлямъ 
эти 1% неизвфетныхъ. Если окажется, что найденныя величины удовлетворяютъ 
и остальнымъ р уравнентямъ, то заключаемъ, что система иметь одно опредъ- 
ленное рёшене. Если же окажется, что значен1я, найденныя для 7% неизвЪст- 
ныхъ, не удовяетворяютъ остальнымъ 2 уравненямъ, это будеть значить, что 
система не иметь рёшенй; въ такомъ случаф говорятъ, что она невозможна, 
или что уравнешя несовмюстны. 


ПрРимвРЪ [. Ршить систему трехъ уравнен!й съ двумя неизв%етными: 


Зе 2у— 5=0 
71 —ЗУ-- 2=0 
—я-Ту—12=0. 

Решаемь послёдыя два уравнешя и находимъ, что имъ удовлетворяютъ: 
ВЕ 5 и у— 5 . Ветавивъ эти величины въ первое уравнеше, замфчаемъ, 
что оно обращается въ тождество. СлЪФд. система возможна и имфемъ р шение: 

Е 
7 — 23° 9—1 25 
ПримфРЪ [1. Рёшить систему 
6%-- 7у=46 
5% -- Зу—=21 
#- 39—14. 


Первыя два уравненя имфютъ рёшен1е: х=3, у=4. Но эти значеня не 
удовлетворяють третьему уравненю, слЪд. предложенная система несовмЪетна. 

Когда число уравненй превышаеть число неизвъетныхъ, и ур-вя имфють 
буквенные коэофищенты, то можно предложить себф вопросъ: при какой зави- 
спмости между коэхолщентами найденныя дла ® неизвфетныхь величины бу- 
дуть удовлетворять и остальнымь р уравнешямъ? Эти р уеловй обыкновенно 
называють условными уравненями. 


Прямъры. [. бх-Г 7у=—46, 52 -- Зу —21, аз -|- Зу=14. 


Первыя два уравнев!я удовлетворяются при х=3 и у=4. 

Для того чтобы веб три уравненя были совмфотны, необходимо, чтобы т 
же значея хи у удовлетворяли и третьему уравнению, т. е. чтобы существо- 
вало тождество 

3а--8=14, откуда а=2. 


Пзакъ, сиетема совмфетна при @=2. 
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НЦ. аи е=0; ав буре =0; ве бу’ =0. 
Рёшая первыя два уравненя, найдемъ: 


ма фе’ — сё __ @— ав 
им 9 Ш 
Для того чтобы система была совмфстна, необходимо, чтобы тБ же рёше- 
ня обращали въ тождество и третье уравнеше, т. е. чтобы (по освобождени 


отъ знаменателя) 
а’(6е' — в) + 5’ (са — ав’) 4 ва — 99) =0, 
ИИ абс" — ас’ -- ва" — фас" Неа" — ба’ =0. 


Легко видфть, что первая часть этого условя есть ничто иное какъ знаме- 
натель значенй неизвфетныхь, удовлетворяющимь тремъ уравнешямъ съ 3 не- 
извфетными въ общемъ видф. 


Ш. Пусть даны шесть уравневй съ 3 неизвфетными: 

в-Ру-- 2= 9 

3% —у--22=10 

22 --7у — 32= 8 

ах —у--сг==20 

аз -- Бу сг = 44 
10ах -- Зву — се =16. 

и требуется опредблить, при какихъ значешяхь коэфоищентовь а, и с эти 


шесть уравнев!й будуть удовлетворены одними п тфми же значешями не- 
ИЗВЪСТНЫхЪ, 


Рашивъ первыя три уравнен!я, не содержашйя а, 6 и с, найдемь: #=1, 
у=3, г==5. Эти величины должны удовлетворять тремъ послднимъ уравне- 
Нямъ, т. е. должны существовать равенства 

| а — 36-Е 56 =20 
а-- З6- 5 = 44 
10% -- 96 — 56—26. 
Рьшивъ эти уравненя относительно а, $ и с, находимъ, что они уховле- 


творяются при а=2, 6—4, с-=6: при этихъ значешяхь коэФоищентовъ 
шесть предложенныхь уравнен!й совмфетны. 


3168. Задачи. 


Р%шить уравнсша: 


1, 2-39 --22=11 4. бу— 45 =32—7 
25 у 32 = 14 52 —#=2у — 32 
88-2 2=11. у— 22=—8у — 2х. 

2. 55—66 42=15 2 
р Е 5. 58 
2% уф 62—46. бой. 

3. «- 3у--32=6 Рот 

- 2%-- 4у--22—8 у 72__ 174, 


32-3 8# = 101. ие 


8 


а 


6. 3,145—7,13у-- 2,052 = 7,481 ео 7.5 | 
0,95 - 4,21у — 1,042 =3,993 22-3 За 4 о 
2,57%—0,849--2,112—10,418. 30 2 Е 

7. 38—49 52=13 За--4е бур 92 
95—15 — 32 —6и 322 __8 —в 
7у — 82 4и—=21 5у--92 --3у 
19 —35-- 4и — 102. 17. т 

82—20 19—З2--4у 32 —9.-42 5 #Уу 5 

"в 4 к ие 2 _1 

52—82 _ Ву 32 4#—3у—13 13 «+. 6 
Ра. 5 В ь 

д—бу 14—32 72—55 _ 17. уг 7 
15 6 4 48 18, у — 20 

9. 78 —9е- 3и=17 49—85 
4у—28=1П 1 15 
5у — 32 —2и—8 22 — 3 
4у— Зи -- 4—9 — 9 — 15, 

32-8 —=33. 4у— 52 


0. 


1}. 


13. 


14. 


15. 


2% —Зу--2=5 
2: —32-Ру=5 
5у — 2=-- &—=6 
42 —5&-[Ри—6 


21 — Зи —45— —17, 


24— За и—3 
ЗУ 2 —#=17 
42 —у— 2и — 4 
Бу — Зы 2—6 


а-- 2 =7. 
. 2% —Зу=9 
5у 42 —9и—3 
бе — 7—9 
8% — 35 — 12. 
4% — 3# —10 
8У—5и— 5 
8-Е 30 — 19 
32 у=13 
29 — 3№—11. 
нае 
а 0 
1 1 2 о 
вату 6 
5 1 4 1 
Е ЕЕ 
6% ре. =. 36 


38-23 — 5у=18 
35-- у—4и— 9 
&-- 72 — 6у—33 


5 — 21 — Ву 2и—15. 


19. а у-на=а-Но-с 
а су-- ае = 8 -|- 52 -- с* 
сд -- ау -- 62 — Ни --е”. 
20. ах Е ви ве = (6 -- с) — а? 
6х -|- су-- ав — (ве-Ра)*— 
сх ау-- 62 — (а- 0) — ©. 
21. ав-р Ву — се —= 84% 
фу-- се — ах — 2% 
са + ах — ву — 20. 
22. ад - Ву-- ве =0 
ах озу са (6-— с) 5*(—а)--с{а—5) 
Роз еду @- = 
23. аа зу-- се —=3 
ое (са @- = 
66 (Ь-- в) -- са а) а (а--5) 
абс 
О-о фа @а—ве= 
5е( — с) -Р се — а) + а (а — в) 
абе 
и _ 40 8-6 
^® бтро-а стары — вия 
ву е=Ка-ь- о. 
25. ру ==0 
(6-е ада (е-Ра-вуу-(а--о—в).=0 
азот -озио 6-е) в) - Ка). 
26. Гу 2=0. 
2х 63у ‚, 022 
РОТ ЕО В Еее 


= - - ааа). 


—.0 
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27. аНуа-Рн=ащ 29. ху у2-- 25 = 9луз 
(а Зв)ж-| (а-РВ)у--2(а—5):—=4(а— 362) уг-Р 2х — Зау = — 422 
38 29+ 2—и—5а — 136. Зу2— 22 | ху =24луг. 


&-- 2и-[- 3= — Зи — За — 115. В РЕр 


28. дру—2=а—1 (Ру — (#&—уе=22% 
уа—и—2а— 8 (у 2) —(у—яа=2. 
аи —о—а--4 
и+о—х—6а--2 
о —у—5а-- 3. 


31. ру == (а -Р6-- с) 
ау -- 52 -- сх — 3(а6? -|- с? -|- са?) 
ах -Р у -— се — аз-- 03 -| с3-| бабс. 
32. з ау-- а Ра =т 
ву 92-54 —= п 
д се бе с =р 
д ау-- 4 4—4. 


38. шу-разе-ри-Но== (а--0- с) 


&-У-# = (а 5} 
ыы ра = бабе 
(—н)®-- в) =24(у —2) 
(и—5)(а- 5) —26(& —у) 

аз фу -Е се = 3-63 -| с. 


34, яруе--и=1 
ад -- Фу -- се РН аи = 
ах | 0?у -|- сё -- ди — #3 
азх Е ®Зу | сз# -- @3и = #3. 


пе “ 


36. или -- хафи -- хуи -- хузи -- ху — хуи 
уе | ха -- хую. хуго -- пуг4 == хуг 
узио -- печь Е ву -- уго -- хуги == тугиь 
уни -- ани Е хуи -- ху -[- ху == уно 
ар Е жи -- ею -|- хе -- хи == ден 
ао | уни —- угио -- уго -- уг — узи. 


37. а-- ие = -Г 33 И 
ау Е Ы(2- 1—2) =2% ЗЕ —2 
аа а 2— у) —=а?-|- Зав — 96? = 
®-НЫя-ну— а) = ай — аб. а 

38. Не-а (&—12=а р ее: 
(а пу аг- (а—1=а-2 ы 


(#-- 1е-Р аз (а—пу=7а— 2. Е 
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40. Указать, кавя изъ нижеслФдующихь системъ пеопредфленны, п кая несо. 
‘ ыфетны: 


1. 38 — ЗУ 52—14 П. 38— 29- 52=14 Ш. 3—2 52—14 


2 у— 82=10 22 у— 82=10 2%-- у— 8#=10 

64 —4у-- 102—297 61 — 4у—102—28 81 — Зу-- 22—38. 
ТУ’. 3 —25- 52—14 У. 22— ЗУ #2=20 УГ. 5--4у—Те—= 4 

6% —4у— 22—15 6% — 9и-- 32=60 31 — у--28—= 5 

94 —бу— 72—20. 8х —129-- 42—19. На--2у — 32=12. 
‚41. При кавомъ усховш уравнен!я 

6#-- Ту—46, 52-- ЗУ —= 27, и -ы=м 
совыВстны? 


42. Доказать, что уравнен!я 
у—аз-5, у=аз-НЬ, у—а’а-Р о’ 
совм стны прн услови 
а’ — фа’ На" — в" -- а" — ба’ —=0. 
43. Показать, что уравнен1я 
ах — бус, 6% —ау— а, а(сх — 4у) = -- 

совыфетны при услови  62(с?-|- 4?) — 2абса. 

44. При какомъ условш совмфстны уравнен1я 


2%-- Зу | с =0, 4% — 5-9 —0, 78 — Чу’ = 0? 
45. При вакомъ условии совм$стны уравнен1я: 
2Ау-- Вз--р=0, Ву-- 205-- Е = 0, Ру-- Ея-- 2—0? 
46. Тоть же вопросъ относительно системы 
аз ву — в, а2х -|- 03у == с®, а35 Е 6Зу — 63. 


47. Тоть же вопросъ относительно спетемы 
((— те-- (т —пму-+-п— 1-0, 
щ--ту- п —=0 
пих -- ту 1—0. 
48. ОпредЪлить коэффищенты а, 6 п с такъ, чтобы слфдующя шесть уравненй 
удовлетворялись одними и т$ын же значен1ями т, у и 2: 


ах — Фу сг— 3 5% — Зу — 122—=1 
сх -—-@ву-- 62—95 1х — бу-|- 82—42 
р; — ау — с2—39 32-Е 8у — 158 = 34. 
49. При какомъ условйш совмфетны уравневя: 
я— ар, у— 62-4, я=ае--р,, у=е2- о, 


50. При кавомъ условиг совыфстны уравнен]я 
(А — В) В"у-Е В'=0, 
В" (А — ЗУЕВ =0, 
В -НВу-- А"— 8—0. 
51. Найти пры какихъ условяхъ 5 слфдующихъ уравнений 
А А’ А" В В _Б" 


1-21-12 уро 42 ау 
удовлетворяются одною к тою же системою неизвфстныхь 2, у и 4. 
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полное количество серебра — Формулою 


6 5 65 
192 157-Ё 1902 ГР; 


а количество м%ди равно у 
8 7 9 


Но по условно, четвертый слитокъ долженъ содержать 79 гр. золота, 118— 
серебра и 162—мЪди; такимъ обр. имемъ три уравненя: 


5 Е] 85 
192 Р 157 | 190 = 


19, 


пе ву-- ве 118. 
па ви == 169, 
или, по освобожден отъ дробей: 
505 + 389-352 = 15010, 
36х -- 3Зу-- 39 = 13452, 
1205 -- 133у-|- 1352 = 46170. 
Иеключивъ изъ первыхъ двухъ уравнешй у, получимъ ур: 


7% —22=179, 
а исключивъ у изъ втораго и третьяго; 
4% -- г= 608. 


Рьшая эти уравнешя, находимъ 
х—133, 2=16 гр. 
Подставивъ эти величины въ первое уравнене, получимъ: 
у—150 гр. 
ПрРИМЪРЪ ЦП. Въ бассейнь проведени три трубы: 


1-ая и 9-я, будучи открыты вмисть, наполняють бассейнь в% 19 ч.; 
2-ая и 5-%я, ‹ « < < « «‹ 20ч., 


3-я и 1-я, ‹ ‹ « ‹ ‹ ‹ 15 ч, 


Во сколько часовь весь три трубы, открыипыя одновременно, наполнять 
бассейн»? 


Пусть первая труба, будучи открыта одна, наполняетъ бассейнъ въ 2 ча- 
совъ; вторая, дЪйетвуя также отдфльно, наполняетъ бассейнъ въ у ч., а тре- 
ТЬЯ — ВЪ 2 Часовъ. Въ такомъ случа» 


1-ая труба въ 1 ч. наполнить — часть бассейна; 
2-ая « « « 


< < 


3-я ‹ < (< 


цы «|на [= 
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слфдовательно, вс три трубы, дЬйствуя вмЪфетё, наполнять въ 1 чась часть 
бассейна, равную 


1 Е 1 $ 1. 
® д у 2’ 
а потому весь басеейнъ наполнитея во столько часовъ, сколько разъ дробь 
о м 
тие заключается въ объем$ цфлаго бассейна т. е. въ 1. Итакъ, время 


необходнмое для наполнен1я бассейна тремя трубами, выражается Формулою: 
1 


ть 1 Е 
Гу Га 
это и веть искомое задачи. 
Для его опредёлешя мы изъ условй задачи имфемъ три уравненя 


Е 
Ри 19’ 
111 
и 20’ 
рт 
== 


Складывая ихъ, находамъ: 
1 1 1 1 1 
ЗН) = аа 
откуда 
1 1 1 1 
Рут 
1 1 1 
а потому 1: а. =)=10. 
Для наполнен!я бассейна нужно 10 часовъ, что нетрудно провфрить. 


ПрРимМБРЪ Ш. Опредълить время изобрютеня Гуттенберюмь книопе- 
чатаня на основани сльдующихь данныхь: 1) цифра десятковь 10да, въ ко- 
торый совершилось это событие, вдвое меньше цифры единиць, 2) цифра 
тысячь равна разности между цифрою сотень и цифрою десятковъ; 3) сумма 
встть четырехь цифръ искомало числа равна 14; 4) если увеличить искомое 
число на 4905, то получится число обращенное. 


Обозначимъ, по порядку, циоры единиц, десятковъ, сотенъ и тысячъ бук- 
вами х, У, 2, #. Первыя три условя прямо даютъ слФдующёя уравненя: 
Е 
—2—у... (2) 
у 2-#=14... (3) 
Искомое число изображается Формулою: х-- 10у-|- 1002 -- 1000%, обращен- 


ное число — Формулою 1000х-|-100у-- 102-25. Четвертое услове выражается 
уравненшежъ 


2-|- 10у-[ 1002-|- 1000#-- 4905 =1000& + 100у-{-10=- 8, 
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или, короче: 
111=-Ё 10у — 102 — 111#=545.... (4). 
Вычтя (2) изъ (3), находимъ 
вру 2=14 —2|у, 

откуда х—14 — 42. 

Въ такомъ елучав ур. (1) дастъ 

2—1 —14 — 22, 

откуда. у—=7— 2; 
а слЪд. 2 у—22— 1. 

Подетавивъ въ ур. (4) вместо 2, у и Ёихъ выражен!я черезъ 2, находимъ: 

111(14 — 22) 10(7 — 2) — 192 — 11122 — 7) =545, 

откуда 2 —=4; 
а потому: д—=6, у—3, #—1. Итакъ, книгопечатан!е изобрётено было въ 
1436 году. 


ПрРимъЪРЪ [\. Два свъчныхь завода конкуррирують дру в5 друюмь. 
Бторой открыть 40 днями позже первло, и на немь работаеть 70 че- 
ловъкь по 12 часовь вь день, между тъмь какь на первомь только 60 рабо- 
чить, занятьь по 10 часовъ вз день. Черезь сколько дней оба завода прио- 
товять одинаковое число свъчей, полая, что каждый рабочий на той и дру- 
10й фабрикь изотовляеть одинаковое число свъчей въ чась? 


Пусть искомое число дней, считая со времени открытя перваго завода, бу- 
деть 2; пусть, кромЪ того, каждый рабоч й изготовляетъ въ часъ у свёчей. 60 
рабочихъ перваго завода, работая по 10 часовъ въ день, изготовятъ въ х дней 
9.10.х.60 свЪчей; 70 рабочихъ втораго завода, работая по 12 часовъ въ день, 
ИЗГОТОВЯТЪ ВЪ 41—40 дней у.12.(х —40). 70 свёчей. По условшю, оба чиела 
свфчей равны, слёд. получается уравнеше съ двумя неизвфетными: 


у.10.2.60 = 9.12.(х — 40).70. 

06% части уравненя длятся на произведене 9.10.12; это джлеве позво- 
лительно, такъ какъ у, по смыслу задачи, отлично отъ нуля. Сокративъ, найдемъ 
52=7(х —40), 

откуда 2—140. 


Примьчанще. Для составленя уравненя пришлось ввести вспомогательное 
неизвтетное у, котораго величина остается неопредфленною. 

Приводимъ еще одну задачу, въ которой составлене уравневй требуетъ 
введен1я Двухъ вспомоительныхь неизвьстныхь; это — исторически известная 
задача Ньютона. | 


ПРиИМВРЪ \. Задача Ньютона.— Площади треть луювъ равны соотвът- 
1 
ственно: 85 десятинамь, 10 и 84 десятинамь; причемь на встхь трехь лу- 


заль трава имтъеть одинаковую высоту и растетъ равномърно съ одинаковою 
быстротою. Первый луз прокормиль 12 быковь въ продолжении четырехь не- 
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дьль, второй 21 быка в5 течени 9 недъль. Сколько быковь можеть прокор- 
мить третей лугь въ течени 18 недъль? 


Пусть искомое число быковъ равно 2х. Для облегченя составления уравне- 
ый нужно ввести два вспомозалтельныхь неизветныхь, именно: высоту травы 
на каждомьъ лугу, которую обозначиыъ буквою у, п скорость, съ которою трава 
раететъ, т. е. количество, на которое увеличивается ея высота въ недфлю; пусть 
это неизвфстное будетъ 2. 


1 
На первомъ лугу количество травы вчачал$ было у ЖЗ 3 Иша я, а при- 


1 40 
ростъ ея въ 4 недёли равенъ 2Ж 3= Х4, или 3 2. Полное количество травы, 


съЪденной 12-ью быками въ 4 недЪли, равно 


10 40 1 42 
зи 32, паи тя), 


слфд. одинъ быкъ въ 1 недфлю съфдалъ 


10(и-- 4) 


ее Е ИЛЯ 


5-42). 
72 


Подобнымъ же образомъ найдемъ, что объемъ травы, съфденной однимъ бы- 
комъ въ одну недфлю на второмъ лугу, равенъ , 


109 + 92) и1д 104-92). 
9хэ1 › 189 
а на третьемъ онъ равенъ 


24(у —-13г) а 4(у-- 182) : 
8% 


18хж ' 


Выражая, что количество травы, пофдаемой на каждомъ лугу однимъ бы- 
комъ въ одну недфлю, одно и тоже, получимъ уравнен!я: 


5-42) __ 10 95), 


12 189 
5(у-- 42) _ 4(у-- 182) 
72 = 3х 


Такимъ образомъ получили два уравнешя съ тремя неизвфетными, сл. имЪ- 
емъ случай веопредфленноети; но здесь неопредЪленны только у и 2, между 
тЬмъ какъ главное неизвфеное 2 имфеть величину вполнЪ опредзленпую. Въ 
самомъ дЪяЪ, два полученныя уравненя даютъ возможность опредзлить отно- 


у 


шен!е вепомогательныхъ неизвЪетныхъ > И главное неизвЪетное 2. Дъйетви- 


: : к р 
тельно, раздфливъ обф части каждаго уравненя на 2 и положивъ = и, най- 


демъ два уравнен!я съ двумя неизвестными 7 и и: 


5(и-- 4) _ 10(%-- 9) 
Пе 189 


би 4) ам 18). 
Но 3х 
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изъ которыхъ и можно опредфлить эти неизв$етныя. Изъ перваго уравненя най- 
демъ: и—12; ветавивъ выфето м его величину во второе, найдемъ: х=38. 
Слфд., трей лугъ могъ прокормить 36 быковъ въ течени 18 недьль. 


318. Задачи. 


1. Н№которую сумму денегъ дфлятъ поровну между нЪФеколькнии лицами. ЁШели- 
бы было 3 лицами больше, каждое получило бы 1 рублемъь меньше; а еслибъ было 2 
лицами меньше, каждое получилобы 1 рублемъ больше. Сколько было лищь п какъ 
велика раздфленная между вимп сумма? 


2. Двузначное число втрое больте суммы своихъ цнифръ, а квадратъ этой суммы 
равенъ утроенному искомому чнелу. Найти это число? 


3. Изъ двухъ пгроковъ А и В, А выпгрываетъ въ первую игру 8-ью рублям 
меньше того, что онъ имфеть; п тавимъ образомъ у него оказывается вдвое больше 
денегъ, нежели остается у В. Во вторую игру В выпгрываетъ 4 рублями меньше то- 
го, что у него осталось; ин такимъ образомъ у него оказывается столько же денегъ, 
СколЬБо пу А. Сколько денегь пмфль каждый: 1) начиная игру, и 2) окончивъ ее. 


4. Лва лица А. и В должны уплатить равныя суммы: А — черезъь 3, В—черезъ 
11 м$сяцевъ; вмфсто этого они тенерь же платять: А— 3528 р. 50 к., а В 3319 р. 
50 к., при одинаковомъ учета. По скольку руб. должны были они заплатить, п 
сколько 0/, тодовыхъ составляеть учеть? 


1 
5. Два капитала, изъ которыхъ одинъ отданъ быль по 5%, а другой по 45%, 


принесли въ годъ 284 р. 12 в. процентныхъ денегъь. Но еслибы первый каппталъ 
быль отданъь по стольку /,, по скольку второй, а второй—ио сколько первый, то 


процентныхъ денегь получилось бы 4 р. 50 к. меньше. Какъ велики были оба ка- 
питала? 


6. Хозяйка наняла двухъ служанокъ съ жалованьемъ по 40 р. въ голь, и съ 
обязательствомъ давать ежегодно каждой по 1 платью и по 1 парф обуви опредЪлен- 
ной стоимости. Одна изъ служанокъ, получивъ внередъь платье, оставила службу че- 


1 
резь 8 м$сяцевъ, причемъ по расчету ей пршилось получить жалованья 26--руб. 
1 
Вторая, получившая впередъ пару обуви, оставила службу черезъ 9-- м%Фсяцевъ, при- 


1 
чемъ жалованья ей пришлось получить 35-- руб. Во сколько цфнилось платье и во 
скольБо пара обуви? 


7. Разстоян1е между точками А и В равно 301 метру. Н%Ъкоторое тфло движет- 
ся с5 равномфрною скоростью пзъ А въ В, п не останавливаясь въ В, возвращает- 
ся въ А, съ тою же скоростью. 11-ю секувдами позже второе тфло начинаетъь дви- 
жене изъ точки В въ А, съ равномрною, но меньшею, скоростью, и черезъ 10 се- 
вкундъ оть вачала своего движен!я встрфчаетъь первое тфло въ первый разъ, а черезъ 
45 секундъ отъ пачала своего движен!я ветр$чается съ нимъ во второй разъ. Сколь- 
во метровъ въ секунду проходить каждое т$ло? 


8. Купецъ, имЪя два сорта нЪкотораго товара, продаеть одинъ сортъь съ при- 
„былью въ 8%, а другой съ убыткомъ въ 12%. Онреджленныя количества, того и дру- 
гаго сорта продаеть онъ купцу В, получая прнэтомъ 20-ью рублями больше, чфмъ 
ему стоили проданныя количества товара. Другому купцу С онъ продаетъ перваго 
сорта втрое, а втораго въ семь разъ больше количества, проданнаго лицу В, приэтомт, 
получаеть 84-мя рублями меньше, чмъ эти количества товара стоили ему самому. 
Сколько заплатлль ему В за оба сорта товара? 
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9. Въ 300 фунтамъ сплава, состоящаго изъ 2 частей цинка, 3 частей мфди и4 
частей олова, прибавлено 200 ф. другаго силава, состонщато изъ т%хъ же металловъ: 
въ полученномъ силавф оказалось: цинка—3 части, м%ди 4, а олова 5 частей. Въ ка- 
комъ отношенш были эти три металла въ прибавленномъ сплавЪ? 


10. Водоемъ, содержащй опредфленное количество воды, черезъ одну трубу на- 
полняется водою, между т$ыъ какъ другая служить для спуска воды. Черезь первую 
трубу въ каждую минуту втекаетъ 4-мя ведрами больше, чЪмъ изъ второй вытекаетъ. 
Если открыть 06$ трубы, но первую часомъ раньше второй, то въ извфетное время 
водоемъ получить 1760 ведеръ. Если же вторую трубу открыть часомъ раньше пер. 
вой, то въ тоже самое время водоемъ потеряеть половину того количества, воды, ка- 
. кое онъ въ первомъ случаЪ получиль. Какое количество воды даетъ каждая труба, въ’ 
минуту, ни сколько времени оба раза каждая труба была открыта? 


11. Найти три числа, которыхъ сумма, разность и произведен1е находятея въ 
отношенн 5:1: 18? 


12. Два вушща А и В въ разное время вели совместную торговлю. Въ первый 
разъ капиталъь А находился въ оборот$ 4 м%Феяца, а капнталъ В пять мфеяцевъ, при- 
чемъ общая прибыль составляла 3458 р. Во второй разъ капнталь А находился въ 
оборотф 7 м$5сяцевь, а капиталь В—4 мфеяца, общая же прибыль была 3591 р. На- 


. о З 
конець, въ трет разъ капиталъь А, съ прибавленемъ 500 р., быль въ оборот 7-; 
м%сяца, а В 11 м$еяцевъ, общая же прибыль составляла 7651 р. Опредфлить ка- 
питалы А и В, если извфстно, что во всфхъ трехъ случаяхъ прибыль была, относи- 
тельно, одинакова? 


13. Четыре игрока А, В, С и Л играють на слБдующихъ условляхъ: каждый про- 
пгравиий платить всфмъ остальнымъ по столько рублей, сколько каждый изъ нихъ 
ныфеть въ концё этой игры. Первую птру проиграль А, вторую В, третью С и чет- 
вертую 0, посл чего у каждатго оказалось по 32 р. Сколько каждый имфль перво- 
начально? 


14. НФкто, помфетнвъ свой капиталь на извфстные И, черезъ годъ прибавляетъ 
къ капиталу 1000 р. и получая 1%) больше, увеличиваеть этимъ получаемую прибыль 
на 80 р. Еще черезъ годъ онъ прибавляетъ къ капиталу 500 р., получаетъь еще 1% 
больше, и увеличиваеть тавимъ образомъ доходъ 70-ю рублями. Опредфлить первона- 
чальные-—капиталь п проценты? 

15. Капиталисть помфетиль капиталы х, У и 2 слёдующимьъ образомъ; на пер- 
вый капиталь онъ пр1обрлъ 8-хъ процентныя бумаги по курсу 69 р., на второй—4-—- 
пронентныя буматн по курсу 94,5, на трейй капиталь— жел$знодорожныя облитащи, 
приносящ1я каждая по 15 р. дохода, по курсу 235 р. Весь доходъ его составлять 
8425 р. Если-бы на прюбрЪтене перваго рода бумагъ онъ употребиль капиталъь 2, 
на покупку вторыхъ =, а на покупку третьихъ у, то его доходъ бышь бы 8375 р. 
Наконець, если бы капиталь х онъ употребилъ на покупку 5/-хъ бумагъ, капиталъ 
у на покупку жел$знодорожныхь облигашй, приносящихь каждая 25 р. ренты, по 
курсу 475 р ‚а капиталь 2 на покупку пятипродентныхь бумагь по курсу 70 р., его 
дохоль быль бы 10292 р. Опредфлить &, у и &. 


16. Опредфлить четырехзначное число на основан!и слфдующихъ условй: 1) цид- 
ра еотенъ равна сумм цифръ десятковъ и единиць; 2) цифра десятковъ равна удво- 
енной сумм® цифръ тысячъ и единицъ; 3) раздВливъь число на сумму его цифръ, на- 
ходнмъ въ частномъ 109, а въ остаткВ 9; 4) вычтя искомое число изъ обращеннато 
чиела, находимъ въ остатеЪ 819. 


ры 


17. Пассажирсвай ло%здь идеть изъ А черезъь В въ С, остававливаяеь въ. В на 
5 минутъ. Черезъ 14 минуть послф выхода изъ В онъ ветр$чаетъь курьерсый пофздъ, 
идущй ему на-встрфчу со скоростью вдвое большею. Курьерсвй пофздъ вышель изъ 
точки С въ тотъ моментъ, когда пассажирсвй находился въ 25 верстахъ отъ А. Изв$- 
стно, что курьерсый пофздъ употребляетъь 2 часа на перефздь изъ С въ В, и 91, 
еслибы, придя въ А, онъ, не останавливаясь въ этой точ, тотчась же отправихея 


8 
бы въ обратный путь, то пришелъ-бы въ С черезъ рт часа, посл прихода туда пас- 


сажирскаго пофзда. Сколько верстъ каждый пофздъ дВлаеть въ часъ и какъ велики 
разстоян1я между станмами А, Ви С? 


18. НЪкто, умирая, оставиль четыремъ своимъ сыновьямъ, изъ коихъ первому 
было 11 лёть, второму 17, третьему 19, а четвертому 20 з$тъ, сумму въ 46200 р., 
съ тёмъ, чтобы части во®хъ четверыхъ наслдниковъ, помфщенныя тотчасъ же на 5%, 
составили равныя суммы ко времени соверщеннол {я ихъ, т.е. ко времени, когда, 
каждому исполнится 21 годъ. Кавъ раздфлить завЪщенную сумму? 


19. Разстоян:я планетъ: Марса, Цереры и Юпитера отъ солнца можно вычислить 
приблизительно слфдующимьъ образомъ: вообразимь, что снерва Марсъ и Церера, за- 
т$мъ Марсь и Юпитеръ, наконець Юпитеръ и Церера отодвигаютея оть солнца на, 
столько, на сколько они удалены отъ него; и что въ тоже время третья планета каж- 
дый разъ на столько миль приближается въ солнцу, на сколько дв% друя планеты 
вмфет удаляются. Такою перемною вс три планеты были бы приведены къ оди- 
навовому разстояню отъ Солнца, равному 64 милюонамъ геогр. миль. 


20. Пофздь и почтовая карета выфзжаютъ изъ двухъ мфстъ Аи В, послфдняя 2-мя 
часами раньше. перваго, на-ветр%чу другь другу, и встрфчаютея черезъ 6 часовъ пос- 


1 
л% выхода пожзда. Если бы они дзлали въ каждый часъ 4-ю мили больше, то встр$- 


1 р 
ча произошла бы черезъ 5-> часовъ; а еслибы профзжали въ часъ -„-ю мили мень- 


ше, и карета выфхала бы 2-мя часами позже, то они встр%тились бы черезъ 7 ч. 5 м. 


посяф выхода пофзда. Сколько проходить нофздъ и сколько карета въ часъ, и сколь- 
во миль между А и В? 


21. 4 металла сплавлены въ отношени 1:3:5 : 7. Если въ этому силаву при- 
Е з 2 
бавить другой, вфеяпий въ 2-5 разъ больше и состоящий изъ тфхь же металловъ 


сплавъ, то отношен!е металловъ будеть —3:4:5:6. Въ какомъ отношен1и нахо- 
дятся металлы въ прибавленномъ сплав? 


22. Въ бассейнъ, наполненный до нЪкоторой высоты, проведены три трубы; пер- 
з 
вая труба можеть его наполнить въ 7, вторая въ 5, третья въ 8-:- часа. Если бу- 


дехгь открыта первая труба и если брать по 28 ведеръ въ часъ, то бассейнъ опорож- 
нится въ 40 часовъ. Если же открыть вторую трубу и брать по 39 ведеръ въ часъ, 
то онъ опорожнитея въ 120 часовъ. Черезъ сколько часовъ бассейнъ будетъ опорож- 
ненъ, если отерыть третью трубу и брачь по 93 ведра въ часъ? Сколько ведеръ со- 
держить бассейн и сколько ведеръ даетъ первая труба въ часъ? 


23. Учитель предложильъ тремъ ученикамъ перемножить два числа, По умножени 
множимаго на различныя цифры множителя, одинъ изъ учениковъ при сложен1и ча- 
стныхъ произведевй забылъ удержать въ ум одну единицу н$которато разрлда; раз- 
дВляя, при пов8ркф, результать на меньше число, онъ нашоль въ частномъ 971, & 
въ остатЕВ 214. Второй въ сказанномъ разряд$ не сдфлаль ошибки, но при сложени 
цифръ сл$дующаго высшаго разряда забылъ ирндаль двойку; дзлая повфрку такимъ 

21 
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же образомъ какъ и первый, онъ получиль въ частномъ 965, а въ остатЕЪ: 198. Тре- 
т сдблаль подобную же ошибку на 1 при сложевш цифръ слёдующахо выешато раз- 
ряда, и получиль при повфрк$—въ частномъ 940, а въ остатк$ 48. Опред®лить дан- 
ныя для умножения числа, и указать, на какнхъ мфстахъ были сдфланы ошибки? 


24. На двухъ колесахъ, которыхъ окружности относятся какъ 5 : 3, намотаны 
двф веревки; разность между длинами веревокъ 28-ью метрами больше разности меж- 
ду окружностями; сверхъ того, большая веревка дЪлаетъь на большемь колесф 19-ю 
оборотами больше, ч$мъ меньшая веревка на своемъ колесф. Наконець, если первое 
колесо будеть вертфться втрое скорфе другаго, то об веревки размотаются въ оди- 
наковое время. Найти длины: веревокъ и окружностей колесъ. 


25. Пахетботь, выйдя изъ Дувра съ попутнымъ вфтромъ, пришелъ въ Кале че- 
резъ 2 часа. На возвратномъ пути дулъ противный вЪтеръ, велфдств!е чего судно д$- 
лало въ часъ одною милею меньше, чфмъ въ предыдущемь перефздф. Пройдя поло- 
вину пути, оно снова пошло съ попутнымъ вфтромъ, увеличившимъ его скорость на 
4 мили. Благодаря этому, судно пришло въ Дувръ скорфе, нежели оно могло бы прид- 
ти туда въ томъ случаЪ, еслибы вЪтеръ не измфнился во второй разъ въ отношеня 
5:7. Каково разстояне между Дувромъ и Кале и каковы скорости пакетбота на, об- 


ратномъ пути? 

26. Государственныя подати увеличились по случаю войны въ отношени 2 :1 
и чрезъ это, по уплат® расходовъ по взыман!ю и процентовъ съ долтовъ, государ- 
ственный доходъ увеличился въ отношения 3—2 : 1. Но еслибы, при тфхъ же обето- 


- . 7 : 
ятельствахь, подати уменьшились бы въ отношеви 1-- : 1, то по исключен рас- 
9 , 


2 . 
ходовъ, доходъ уменьшился бы въ отношении 7-;- : 1 и составляль бы 4 миллюна 


рублей. Какъ веливи были первоначально подати и проценты долга, если принять, 
что расходы по взыман!ю пропоршональны квадратнымъ корнямъ изъ увеличенныхъ 
податей? 

27. Число № имфетъ первоначальными множителями два послфдовательныя Цф- 
лыя числа. Если показатель перваго множителя увеличить на 9, а показатель втора- 
го на 4, то новое число №' будетъ имфть 50-ью дфлителями больше. Если же первый 
показалель уменьшить на 3, а второй увеличить на 5, то новое число №" будетъ имЪть 
только десятью множителями больше чфмъ №. Найти №, № н №. 


ТУГАВ.А. 35 1тТТ. 
Теоря пропорций. 


Пропормя ариеметичёская. — Пропорщя геометрическая; производныя и сложныя 
пропорши; свойства ряда равныхъь отношенй. — О пропорщюональностл велвчинъ. — 
Гармоническая пропорщя. — Приложен!я. — Задачи. 


319. Въ этой глав мы займемся изучешемь особаго вида равенствъ, на- 
зываемыхъ ромориями; изучеше свойствъ этихъ равенствъ важно въ вилу 
иногочисленныхь и разнообразныхь ихъ примфненйй. 
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Пропорщя ариеметическая. 


320. Разность двухъ количествъ а и 6 называется разностнымь или @рие- 
метическимь ихъ отношенемь; письменно оно выражается такъ: а— 6. Коли- 
чества а и 6 называютея членами отношеня: а« — предыдущимь, 6 — послъду- 
ющимь; Числовая величина а —6 наз. разностью отношешя. 

Если два ариеметическя отношен1я а —6 и с — 4 равны, то соединяя ихъ 
знакомъ равенства, получимъ равенство 


а—6—с— 4, 
называемое разностною или ариеометическою пропорилею. 

Пропорщя читается такъ: а относится къ ©, какъ с къ 4. Количества а, 
Ъ, си называются членами пропорщиа: а — первымъ, 6 — вторымъ, се — 


третьимъ, 4 — четвертымъ; кром$ того, @ и 4 называются крайними, 6 и е— 
средними. 


321. Главное свойство ариеметической пропорщи, — Если въ равенств® 


а—6—=е—а4 
перенесемь 4 въ первую, а $ во вторую часть, то получимъ 
а--а=ь-е, 


Т. @. 60 всякой ариометической пропормзи сумма крайнихь членовь равна 
сумм среднихь. 


Обратно: взявъ равенство 


а--а=ф-с 
и перенеся © въ первую, а 4 во вторую часть, найдемъ 
а—6—с— а, 


Т. е. если сумма двухь количествь равна суммъ двуть друшхь, то эти че- 
жтыре количества ариометически пропоризональны. 
322. Опредфлене неизвфетныхъ членовъ. — Перенеся въ пропорщи 
а—6—с—@4 
членъ В во вторую часть, найдемъ: 
а—=(6--)—4..... (1). 
Опредфляя изъ той-же пропорщи 6, находимъ 
$—(а-9-—с..... (2). 
Равенство (1) показываеть, что крайнй члень ариом. пропоршии равенъ 


суммъ среднихжь безь друиио крайняю; а равенство (2), что среднёй членз ра- 
вень суммъ крайнихть безь друмио седня. 


323. Непрерывная пропорщя. Ариеметическая средина. — Если въ ариемети- 
чеекой пропорщи равны оба крайне, или оба среде члена, то пропорщя на- 
зывается нейрерыеною. Таковы напр. пропорщи: 5 —3=7—5; 2 —10—10 — 
— 1$; вообще 

а—В—6-с п р—ч—=и-р 
21* 
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суть пропорци непрерывныя. Въ первой 6, а во второй р называютея афиеме- 
тическими срединами двухъ другихъ членовъ. 

Примфняя главное свойство къ одной изъ этихъ пропоршй, напр. къ пер- 
вой, находимъ: 


25—а--с, откуда 6—9; 


Т. е. ариометическая средина между двумя количествами равна иль полусуммъ. 
Обобщая этоть выводъ, на3ы64а40тъ ариеметическою срединою нъсколькихь 
количествь— сумму ить, дъленную на число ить. 
Такимъ образомъ, если имфемъ я количествъ 


Опредлен!е ариометическихь срединъ весьма важно для наблюдательныхъ 
наукъ. Пусть напр., опредфляя угломфрнымъ приборомь н$Фкоторый уголъ въ 
нЪеколько премовъ, нашли: при первомъ изифрени 28°52/36”, при двухъ слё- 
дующихъ 28°51'52” и при четвертомь измфренш 28°51”24”. Какова величина 
Утла? Такь какъ вс четыре изыфреня не согласуются между собою, то остается 
одно средетво—взять среднюю величину: 


Е 2805236" -|- 28051'52" х 3 -|- 2851/24" 
—- 4 


— 2851/56". 


Пропорщя геометрическая. 


. а 
324. Частное отъ раздёленя двухъ количествъ -; наз. хратнымь или 1е0- 


метрическимь отношещемь а къ 6; численная величана отношеня наз. знаме- 
нателемь отношеня. 

Равенство двухъ геометрическихь отношенй называется кратною или гео- 
метрическою пропорщею, напр. 


а [Я 
Ба 
325. Главное свойство геометрической пропорщи. — Во всякой зеометриче- 
ской пропорции произведенае крайнихь членовь равно произведению среднихь. 
Въ самомъ дфлф, приведя въ вышенанисанной пропорщи дроби къ общему 
знаменателю и откинувъ его, найдемъ 


аа—%е . . .(2). 
Наоборотъ, ель яроизведене двуль количествь равно произведеню двухь 


друшехь количествъ, то таня четыре количества пропориональны. 
Въ самомъ дл, раздфливъ обЪ части равенства ад =6с на а, найдемъ: 


[22 в 
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326. Опредфленме неизвфстныхьъ членовъ. Если 0б% части равенства (2), 
вытекающаго изъ пропорщи (1), раздёлимь на 4, то найдемъ: 


фе 


“.: (3). 


Разделивъ же 06 части (2) на с, находимъ 


а, 


=... (4). 


[В 


Равенство (3) показываетъ, что в0 всякой зеометрической пропориёи край- 
м члень равень произведению среднихь, дъленному на друюй крайний; а ра- 
венетво (4), что неизвьстный средний равень произведению крайнихь, дтлен- 
ному на друюй средний. 

Опредфлене неизвфстнаго члена, когда остальные три члена извфетны, на- 
зывается рющенемь пропорщи. 


327. Непрерывная пропоршя. Геометрическая сведина. Когда равны оба 
крайне, или оба средне члена, пропорщя называется непрерывною; напр. 
12:6—24:12, или 2:4—4:8. 

Каждый изъ равныхъ членовъ непрерывной пропорщи наз. среднимь 1е0- 
метрическимь между двумя другими. Приравнявъ въ непрерывной пропорщи 
а:5—6:а произведен!е среднихъ произведено крайнихъ, получимъ 6*=—а4, 
откуда 

$ — /аа; 


СЛЬД. зеометрическая средина двухь количествь равна квадроитному корню изь 
ить произееденя. 


По аналоги съ этимъ выводомъ, среднимъ геометрическимь нфеколькихъ 
хоничествъ называють корень порядка, равнаго ихъ числу, изъ ихъ произведе- 
ня. Шотому, геометрическая середина % количествъ: а. @, а... . .. а, будеть 


и 
С 


328. Производныя проперщи, Если пропорщя получается изъ другой про- 
порщи посредетвомъ н$фкоторыхъ преобразован, то первая называется яроиз- 
водною отъ второй. Ознакомимся съ различными видами производныхъ пропоршй. 


Г. Взявъ пропорщю 
па 


приравняемъ въ ней произведене крайнихъ произведеню среднихъ, и раздфлимъ 
полученное равенство «4 ==6с поелфдовательно на: с4, 9 и ас, по сокращеши 
найцемъ: 


в а ь 
=... - (3 ч=о.. : 4). 
Переставивъ въ каждой изъ этихъ четырехъ пропорпй самыя отношеня, 
найдемь еще четыре пропорщи: 


ч=+. (5) ое: #6) 2%. == (1) 2=*.. ‚(8 


> 
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Такимъ образомъ в каждой пропорщи можно перемюнять мъста: сред- 
нить членовь, киайнихь, и ть и друшить вмъеспиь. Чрезъ это всякую пропор- 
цию можно представить въ восьми различныхь видахъ. 


П. Придавъ къ обфимъ частямъ равенства += - .* (1) шю 1, ашо- 


Г) 
томъ вычтя по 1, получимъ по приведещи каждой части къ общему знаменателю: 
ае са а—в__в— 
=. -› @) и Ее: - (3). 


Пропорции (2) и (3) показываютъ, что: сумма или разность членов» пер- 
вало отношеная относится кь своему посльдующему такъ, какь сумма или 
фазность членовъ второло отношенля къ своему послюдующему. 

Раздфливъ цочленно каждую изъ пропорщй (2) и (3) на (1), найдемъ: 


о а В 
а в . (4) : а ТИВ (5) 


т. е.: сумма или разность членовъ первало отношеня относится къ преды- 
дущему тою же отношеня зтакъ, какъ сумма или разность членовь вторлюо 
отношеня къ предыдущему тою же отношенля. 

Перемёнивъ въ пропорщяхъ (2), (3), (4) и (5) м%ета среднахъ членовъ, 
имемъ: 
ар _Ь (6) ош И 2) аа (8) и сыв Е (9) 
ва ава }е-а _ р е—@ с’** 
Т. в. сумма или разность членовь первало отношензя относится къ суммь 
или разности членовь вторало отношензя такъ, какъ предыдуиий къ преды- 
дущему или посльдующай кз посльдующему. 


Раздъливъ пропорцю (2) на (3), найдемъ 
а _е- а 


а—в са 


. (10) 
т. 6. сумма членовь первао отношеня относится къ и разности, какъ 
сумма членовь вторало отношенля кз изъ разности. 

Перемфнивъ въ пропорщи (1) м®ста среднихъ членовъ и примфнивЪ къ новой 


. @ Г, и. . 
пропорщи —- — „- преобразованя, указываемыя равенствани (2), (3) ит. к., найдемъ: 


а--с __Ь--а ас Ь—а а--се о--а 
аа а 


а--е а—е с ас __@а ой 
а — а (15), 5—а=я (6), а ъ (17), фа ь (13). 


Изъ сравненя же (15) съ (16) имфемъ 
а _а—е ава 
рае. о а 
Результаты, выражаемые этими равенотвами, нетрудно выразить словесно. 


329. Сложныя пропорци. Пропорщя, выводимая изъ нЪоколькихъ другихъ 
пропорщй, называется сложною. 
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Г. Поемотримъ, при какихъ усломяхъ возможно почленное сложене или 
вычитан!е двухъ пропорщй. Пусть данвыя пропорщи будуть 
а с а [9 
и тб 
6 4 |’ 4 
изслфдуемъ, при какихъ условяхъ возможна пропорщя 
аа се 
аа °‘° № 
тдё знакъ (--) относится къ почленному сложен, а (—) къ почленному вы- 


читанло. Преобразуемь испытуемое равенство, приравнявъ произведене край- 
нихъ членовъ произведеню среднихъ; сдфлавъ это, найдемъ: 


(а-=а/)(а-=а) =@=и)е-=е). 


Выполняя умножен!е и замЪчая, что верхн!е знаки надо брать съ верхними, 
а нижн!е съ нижними, находимъ: 


«а аа=аа Раф — еее НЫ. 


Но изъ данныхъ пропорщй имфемъ: а4 =056 и аа’ =’; отнявъ по-ровну 
изъ обоихъ частей, найдемъ 


—а’а= ай’ ==" Ве. 


Здфеь совокупно написаны два равенства: въ одномъ членамъ предшеству- 
етъ знакъ -|-, въ другомъ — все$мъ членамь предтествуеть (—); помноживъ 
06% часты втораго на (—1), увидимъ, что оно ничфыъ не отличается отъ пер- 
ваго, такъ-что оба равенства приводятся къ одному 


аа-- а’ = е- %,, 


а это значить, что почленное сложен1е и почленное вычитане двухъ пропорщйи 
возможны при однихъ и тёхъ же усломяхъ. Ватёмъ, пользуяеь данными про- 
порщями, исключимъ изъ послёднаго равенства 4 и 4’, чтобы уменьшить этимъ 
число входящихъ въ него буквъ и такимъ образомъ упростить его. Съ этою 
цфлью опредфлимь изъ данныхъ пропорций 4 и 4’ и ихъ выражен1я подставимъ 
въ предыдущее равенство; такимь образомъ найдемъ: 


или, освободивъ отъ дробей, 
ас -- айс’ — вас аа Ъе. 
Перенеся вс члены въ первую часть и вынося за скобки въ 1-мъ и 3-мъ 
членах @’с, а во 2-мъ и 4-мь ас’, найдемъ 
а (а — 06’) — ас (а — аб’) =0, или (@6 — а6) (ие — ас) =0... (2) 
Это равенетво замфняетъ собою испытуемое, а потому при какихъ уелов!- 
яхъ возможно (2), при такихъ же условяхъ возможно и (1). 


Но равенство (2) требуетъ, чтобы произведеше двухъ множителей равнялось 
нулю; а это возможно только тогда, когда одинъ изъ нихъ равенъ нулю, по- 
этому слЪдуетъ положить 


или @6 — а6'=0, или @с— ас’ =0. 
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Обративъ ихъ въ пропорщи, имфемъ 


Г : 


“а | _ а 
Ь ев 


Итакъ, почленное сложене или вычитан!е двухъ пропорщй возможно только 
тогда, когда будеть удовлетворено или первое, или второе изъ этихъ равенетвъ. 


ТА 


[22 а . : 
Замфтивъ, что 3; и -. суть знаменатели отношен!й данныхь пропорщй, заклю- 


чаемъ, что: яочленное сложеще или вычитане двухь пропорий возможно, кода 
#! 


р [и [у 
изъ знаменатели отношений равны. Замфчая, что Я > буть знаменатели 
отношенй пропорцй, выведенныхъ изъ данныхъ переифщенемъ среднихъ чле- 


новъ, заключаемъ, Что искомое преобразоване возможно еще тода, кода, зна- 


менатели отношенй равны въ пропорщяль, выведенныхь изь данныхь перг- 
мующенемь среднижь членовъ. 


Если знаменатели отношен!й данныхъ пропорщ# равны, то, назвавъ общую 
ихъ велачину буквою 9, имфемъ 
[,) @ 
+=9 и зу=9, откуда: а—=89 и @а’=54 


Складывая или вычитая эти равенства, находимъ: 


аа а [11 
а—а' = (6-=%')а, откуда $-и=49= у=ъ‘ 
аа : 
Отеюха слЪдуетъ, что (какъ УИ веть зн. отн. сложной пропорции ) зна- 


менатель отношенля сложной пропорщи, полученной чрезь почленное сложе- 
не или вычитане двуть пропорийй, имюющихь равныть знаменателей отно- 
шений, равенз знаменателю отн. дан. пропоридй. 

30 5 


й 10 15 
ПрРимЪРЪ 1. Такъ изъ пропорций: ч=15 й == 5 Получаемь чрезь 


о 45 ‚, 5 15 
почленное сложене: $ — 18? а чрезъ почленное вычятан!е: --=—-- — пропор- 


2 6 
ци, имфюпя такого же знаменателя отношен!я какъ и данный. 
.. 10 _ 30 7 21 
ПРИМЬРЪ П. Изъ пропорщй ч=15 И 5 =<5, Получаемь чрезъ почлен- 
. : ‚1751 3 9 
ное сложене и вычитаня вфрныя пропорщи: = ий = = 


618 26 
П. Можно перемножать почленно кажя уюдно пропории; знаменатель 


отношеня полученной сложной пропорили будетъ разень произведению знамена- 
телей стношеший данныхь пропорций. 


Пуеть даны пропарци 


а [Я . 
т. которой знаменатель отношения равенъ 4, 


аз < ‹ [< 9 


у 
ия < К < 9 
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Помножая почленно эти равенства по правилу умноженя пробей, найдемъ 
9.44" _ 6.6'.6" 
5.5.5” д.4." 
3 аа А а а Г Г 
знаменатель отношен1я этой пропорщи равенъ и =‘ ‘м = 9-44 
т. е. произведению знаменателей отношеш! данныхъ пропоршй. 
Ш. Можно одну пропорибю раздълить почленно на друцю; знаменатель 
отношенфя сложной пропоризи будеть равень частному отъ раздълещя зна- 
менателей отношений данныть пропорий. 


Раздфливъ пропорцию === на 5=5, по правилу дфлевя дробей 
найдемъ: в 
а __ сё. 
@&5_ са 


Раздфливъ оба члена первой части на а’5', а оба члена второй на с’’, по- 
лучимъ 


$: а:а 
Знаменатель отношен!я полученной пропорщи равенъ 
ва _ а’ а а 


|7 и 
2 Хи -ъ:у=9: 4 


если знаменатели отношен!й ханныхъ пропорщй обозначить соотвФтетвенно бук- 
вами ди. 

ГУ. Еслы въ двуть пропоризяжь предыдуиие члены равны, то изъ посль- 
дующихь можно составить пропорибю; если же посльдуюние равны, то 
предыдуиие пропорилональны. 

Въ самомъ дфаф, если въ пропорщяхъ 


& с а __ с 
а г а 
перем нимъ мфста среднихъ, то найдемъ 
вы? ы мод: 
са се @’ 
откуда 
ЧИ а. 
ре 68 та 
Такимъ же образомъ, взявъ дв пропорщи съ равными посл$дующими членами 
а ск в 
та та 
и перемфестивъ въ нихъ средне члены, найдемъ 
8 _6В м @ _6 
ста ги 
откуда 
а' а 


[Я 
—— ИЛИ —=— р. 
[Я 
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У. Если имъемь рядь равныхь отношений, то сумма всъть предыдущихь 
относится къ суммъ всъль посльдующиль, какь мобой изъ предыдущихть къ 
своему посльдующему. 


Пусть даны равныя отношеня 


в а _@ — 4. 
ИИ Зои В В, 


если назовемъ общаго знаменателя этихъ отношен!й буквою 9, то: 


Выражая дЪлимое чрезъ дфлителя и частное, имфемъ: 
#1: =6.9; @. —6 0; а, —=60 са. йа) 


Сложивъ почленно эти равенства и во второй части вынеся за скобки а, 
найдемъ: 


а На... . Ча=Е-ьЬ-ьЬ+ь .... +84. 


Раздливъ 06% части на 8, --6.--. .. .-Е В, и сокративъ вторую часть 


и 


на это выражене, получимъ во второй части 9, или $, у ит. Д: 
мм --. „4% а а 
ПА 5, 


что и требовалось доказать. 

УГ. Есль имтемь рядфь равныль отношенй, то сумма всъхь предыдущить, 
умноженныль на какя уодно количества, такъ относится къ суммь веть 
посльдующихь, умноженныхь соотвътственно на тъ-же самыя количества, 
какь любой изь предыдущихь относится къ своему посльдующему. 

Умноживъ равенства (1) пункта \ соотвётетвенно на И, 9, т», 
а затБмъ поступая по предыдущему, найдемъ: 


анти -- азть -|- т; --.... ат, === р 
биты Е ыт, Е вт Е .... фт, [2 
._ @ [72 
УП. Возвысивъ равныя отношен!я = ---: = в тю 
1 2 п у 
степень, найдемъ 
а" __ 2" 4"... 0, 
5” ИВА 5," 5.“ Е "— Гы 


откуда (на осн. У), получаемъ 
ааа... а 6" м 
а пои ЗИ ОНИ ВИ 
а по извлеченш корня 27-го порядка: 
пу" Ра," На." -- . . 1: а, м 
я о .... 5 @ Ш 
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0 пропорщональности величинт. 


330. Опредфленя, 1. Когда дв величины А и В зависятъ одна отъ другой 
такъ, что отношене двухъ какихъ угодно значешй первой равно отношен!ю с0- 
отвтетвующахъ значенй второй, то тавя величины называются прямо пропор- 
щональными или проето пропорцональными. | 

Согласно этому опредфлен!ю, если изобразимъ буквами а, а’, а”, а",..... 
поелфдовательныя значеня величины А. а буквами 6, 9, 6", Ы"..... соотвЪт- 
ствующя значеня величины В, то А и В— прямо пропорщональны, если 

а ь а $ а ь аа _@’ 


а Ь’ р то", (хх ИЛИ вии ак 
ПрРимъРы. Цна провизш пропорщональна ея вфсу; жалованье рабочаго 
пропорщонально времени его работы; окружность круга пропорщюональна его мамет- 
ру; вЪеъ однороднаго тфла пропорщоналенъ его объему; пространство, проходимое 

равномфрно движущимея тфломъ, пропорцонально времени движеня; ит. п. 


П. Вотда двЪ величины А и В находятея въ такой зависимости одна отъ 
другой, что отношене двухъ какихъ либо значенй первой равно обратному от- 
ношеню соотв тетвующихъ значешй второй, —тавя величины называются обрат- 
но пропорщюнальными. 

Согласно этому опред®ленио, если буквами а, а а’ а”, .... назовемъ 
нфкоторыя значешя величины А, а буквами 6, В, 0", 5”,.... соотв тотвую- 
щя значення величины В, то А и В обратно пропорщональны, вели 
[11 а и а И 


Е ЗЕЕ И РИ 
т) и=, и, .... ИИ @.6 — а. — а”.6' —а".0" = .... 


ПРИМФРЫ. Время, необходимое для окончав!я нфкоторой работы, вообще 
обратно пропорщовально числу рабочихъ; скорость равномфрнаго движеня обрат- 
но пропорщюнальна времени, необходимому дя прохржденя опредфленнаго раз- 
стояня; объемъ газа, при постоянной температур, обратно пропорщюоналенъ 
давлешю, подъ которымъ газъ находится; и т. п. 


331. Какимъ образомъ доказывается пропорщояальность величинъ. Въ изко- 
торыхф случаяхъь пропорцюнальность величинъ очевидна, или принимается за 
таковую, напр. пропорщональность капитала и прибыли, платы рабочаго и вре- 
мени, въ течени котораго онъ работалъ. ЗатФмъ, пропоршональноеть н®которыхъ 
величинъ строго доказываетея въ тЪхъ наукахъ, къ которымъ величины эти 
спешщально принадлежать; такъ въ геометри доказывается пропорщональность 
сходетвенныхъ сторонъ подобныхъ треугольниковъ, пропорщональность окружно- 
стей ихъ ращусанъ, и т. п.; въ Физакв доказываетея пропорщональноеть плот- 
ности газа и давленя, ит. п. 

Если же изучен!е разсматриваемыхъ величинъ не подлежить спешально ни- 


какой паук%®, то въ ихъ пропорцюнальности (прямой или обратной) убЪждаются 
влфкующимъ образомъ. 


1. Если окажется, что въ то время какъ величина А принимаеть значеня 
въ два, три, четыре,... о. разъ болышя иаи меньшя, другая величина В, 
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соотвфтетвенно этому, принимаетъ значен1я также въ два, три, четыре,.... 
разъ большия или менышя, то величины А и В прямо пропорщюнальны. 


Въ самомъ дфл$ пусть соотвтотвенно значенямъ А, равнымъ а, 2а, За, 


1 1 } 
"1,54 за, ° ‘о ° величина В принимаеть значене $, 26, 36, 


5 В, 3-5, ‚ .. 5 Требуется доказать, что если А приметъ значе- 
: 5 ь 5 
н16 равное а, то соотвфтетвующее значен!е В будетъ т 5. Дтя доказательства, 


. 5 й 
можно принять, что А получаетъ значен1е равное 74 вЪ два према, т. е. что 


1 1 5 
сперва изъ а обращается въ 74% а затЪнь изъ --а превращается въ га. Но 


: г: 
по услов!ю когда А получиетъ значене 74 ВЪ 7 разъ меньшее а, то В по- 


1 : 

лучаеть значене 76, въ 7 разъ меньшее 5. Зат$мъ, опять по уеловю, когда 
1 5 

А изъ т @ превращается въ 7“, увеличиваясь въ 5 разъ, то В увеличиваетея 


1 5 
в0 столько же разъ, и сл. изъ 8 обращается въ 78. Такимъ образомъ тео- 


рема доказана для вофхъ случаевъ, когда одна изъ величинъ измёняется въ со- 
измъримое число разъ. Но еели величина А изъ а обращается въ а. /2, изм - 
няясь въ несоизм$римое число разъ, то легко доказать, что соотвЪтетвенно это- 
му и Визь 6 обратится въ 6. /2; въ самомь дфа®, замбняя /2 приближен- 
ными соизмъримыми дробями (1, 4; 1, 41; 1, 414 ит. д.) неогравоченно при- 
ближающамиея къ предфау /2, каждый разъ будеть находить, что во сколько 


разъ измфняется А, во столько же разъ и В; это заключен!е вФфрно, слЪд., и 
въ предфлф. 


П. Если окажется, что соотвётетвенно значешямъ А, равнымъ а, 24, 3а, 


1 1 } 
-°`. 29, 34, *** - , Величина В принимаеть значеня, во столько 


1 


: : 1 
же разъ меньшя или большия, т. в. 6, 5-8, 35, аа Аб, Эбульнск 


то величины А и В обратно пропорщональны. 


г 7й 
Требуется доказать, что если А приметъ значене 7 @, то соотв тетвующее 


: з 
значене В будегь $5. Въ самомъ дфдЪ, когда А, вначалв имбвшее величи- 


| : 
ну а, обращается въ 74, т. е. уменьшается въ 1 разъ, то В, по условию, 
во Столько же разъ увеличивается, и слфд. изъ 6 превращается въ 75; за тфмЪъ, 


1 5 
когда А изъ 74 обращается въ 7, увеничиваясь въ 5 разъ, то В, соотвфт- 


т 
ствеино этому, уменьшается въ 5 разъ, и потому изъ 76 превращается въ = 5.. 


Теорема такимъ образомъ доказана дяя вофхъ случаевъ, когда отношен!е соизм$- 
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римо; а отоюда, по способу предфловъ, легко заключить, что она распростра- 
няется и на случай отношен!й несоизи$римыхъ. 

Примеры. 1. Если принять, что для исполневя работы въ два, три, 
четыре и т. д. разъ большей или меньшей нужно рабочихъ въ два, три, че- 
тыре и т. д. разъ больше или меньше, то заключаемъ, что и во вефхъ елу- 
чаяхъ количество исполненной работы пропорщонально числу рабочихъ. 

2. Въ Физик доказывается, что когда давлен1е, подъ которымъ газъ на- 
ходитея, увеличивается или уменьшается въ два, три и т. д. разъ, объемъ га- 
за уменьшается или увеличивается во етолько-же разъ; заключаемъ, что во везхъ 
случаяхъ объемъ газа обратно пропорщоналенъ давленю. 

382. Пусть будуть Х и У дв прямо-—пропорщональныя величины, напр. 
вфоъ товара и цфна его. Пусть будуть, затЪмъ, хи 2” два частныя значеня 
первой, а у’ и у” два частныя значеня второй величины, соотв®тотвующя х 
и =’. По опредъленю прямо пропорщональныхь величинъ, отношен!е двухъ 


какихъ-либо значен!й первой величины равно отношеню соотвфтетвующихь 
значен!й второй, елёд. 


ри У’. 
д” — ут 
перем нивъ м%ета среднихъ членовъ, имфемъ 
хх’ 
У 


Такъ какъ разсматриваемыя значеня совершенно произвольны, то можно 
сказать, что отношенае цвухъ какихъ угодно соотв$тетвенныхъ значенй про- 


порщональныхь величинъ яостоянно. @бозначивь эту постоянную величину 
буквою К, имфемъ 

ЕЕК, откуда ЕК. 
Т. @. изъ двуть прямо— пропориональныхь величинь одна равняется друюй, 
умноженной на постоянное количество, называемое коэффищентомь пропоур- 
ональности. 

Опредёливъ изъ опыта или наблюден!я два соотвтетвенныя частныя зна- 
ченя разематриваемыхь величинъ, и взавъ ихъ отношен!е, найдемъ коэффи- 
щентъь пропорщональности, т. е. числовую величину отношешя, связывающаго 
ДВ величины. 


Если Х и У— величины обратно— пропорщональныя, то, по опредфлению, 
имемъ 


или приравнявъ произведене крайнихъ произведенцю среднихъ: 
2. — 2". 
Такъ какъ взятыя значеня произвольны, то можно сказать, что роизве- 
денёе цвухъ какихъ угодно соотвтетвенныхь значешй двухъ обратно-—пропор- 


цюнальныхь величинъ — яостоянно. Обозначивъ это постоянное буквою К, 
имфемъ 


Х.У —=К, откуда Х=> 
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Т. 6. изъ двухь обратно-пропорилональныхь величинь одна фавна поетояны 
ному коэффииенту, дъленному на друцю. 

ВКоэффищенть опред®ляется опытомъ или наблюдешемъ. 

Раземотримъ теперь нЪеколько величинъ. Когда измфнеше величины зави- 
еитъ отъ измфненя нфеколькихъ другихъ величинъ, то, говоря, что разематри- 
ваемая величина прямо или обратно пропорщональна другой, разумфютъь при 
этомъ, что вов другя велачины въ моментъ сравнен1я двухъ взятыхъ вели- 
чинъ остаютея постоянными. 


ПримЪфрЪ 1. Говоря, что яростыя процентныя деныш прямо—про- 
порилональны капиталу и времени обралценля, разумфютъ подъ этимъ, что 
процентныя деньги, приносамыя въ опредфленное время, измфняютея въ томъ 
же отношенш, вакъ и капиталъ, и что процентныя деньги, приносимыя однимъ 
и тёмъ же капиталомъ, изизняютея въ томъ же отношеши какъ продолжи- 
тельность обращения его. 


ПРИМЗРЪ П. — Говоря, Что 0бземь заза прямо пропоришоналень ею въ- 
су и биному расширемя и обратно пропорионалень давлению, разум®ютъ 
подъ этимъ, что: при данныхъ—температур® и давленти объемъ газа изм няет- 
ся въ томъь же отношени какъ его в%еъ; при данныхъ— температурв и вс 
объемъ газа находится въ обратномъ отношени къ давленю; наковецъ, при 
данномъ давлени и данномъ вфс%, объемъ газа прямо пропорщоналенъ биному 
расширевая. 

_  Обозначимъ разематриваемыя величины буквами х, А, В, Ри 4, и пусть 
д прямо пропорцюналенъ Л и В и обратно пропопорщоналенъ Р и 0. Пусть 
два ряда соотвфтетвенныхъ частныхъ значевй этихъ величинъ будуть 

га, И, р’, 4' 

2”, а”, ь”, р’, 4", 
и выразимъ х” черезъ остальныя величины. 

Разематривая величины хи А, полагаемь, что остальныя величины оста- 
ются безъ перемфны, т. е. въ то время какъ хи А измёняются, тв величины 
сохраняютъ неизи®нныя значеня 5’, у’, и 0’. Въ то время какь А изъ @’ пе- 
реходитъ въ а”, величина х переходить изъ х’въ такую величину Х, которая 
удовлетворяеть равенству 

, 
Ве, < откуда х=°.. ло 
ибо хи А прямо пропорщональня. 

При измВнени 2 и В прупя величины сохраняютъ значен!я а”, р’ и 9’ 
при переходф В изъ В’ въ 5", х переходить изъ Х, соотв®тетвующаго количе- 
ству 0’, въ такое значеше Х’, которое удовлетворяеть пропорши 

й ” и 
= откуда г=;. ее. 
такъ какъ хи В прямо пропорщональны. 

Раземотримъ хи Р. Друг1я величины сохраняютъ значешя а”, &”, 4’; при 
переход® Р изъ р’вЪъ р”, х перейдеть изъ Х’, соотв тетвующаго 2’, въ Х”— 
удовлетворяющее пропорщи 


р р’ 
х=у” Откуда о 1 


ибо х и Р обратно пропоршональны. 


Наконецъ, разсмотримъ х и 0, причемъ остальныя величины сохраняютъ 
значеня а”, 6”, р”. При переходь ( изъ 4’ въ 4”, х переходить изъ Х” въ 
такую величину 2”, которая соотвЪтетвуеть ряду 4”, 6”, р”, 9". Эта величина 
д’ удовлетворяетъь пропорщя 


9 __@ й 
х—” откуда "= белая 


ибо хи (0 величины обратно пропорщональныя. 
Для исключен!я вепомогательныхъ неизвёетныхъ Х, Х/, Х”, перемножимъ 
почленно равенства (1), (2), (3) и (4); найдемъ 
Х.Х Ха — ХХХ а. .2 1. 
* . ` + . а ь р” 9" 
Сокративъ на Х.Х”.Х”, получимъ 
` р $ а’ >” А р 4 


р =. т * й р р” 
Положивъ 
27.1'.9’ 
а.5’ =К, 


ТВ 2, а’, 6, р’ и 4’ представляютъ рядъ соотвётственныхь частных зна- 
чен!й разсматриваемыхъ величинъ, найдемъ 


ай К а’ я 
НИ (А 
24 
Такъ какъ это равенство относится къ ряду какихъ угодно соотвЪтетвен- 


ныхъь значенй взятыхъ величинъ, можно зам нить эти частныя значеня об- 
щими символами, и написать 


. Е 


АВ 


Опредфливъ изъ опыта или наблюденя рядъ частныхъ соотвЪтетвенныхъ 
значенй данныхь величинъ, найдемъ численную величину хоэффишента К, 
связывающаго данныя величины. 


Если-бы разсматриваемыя величины были только х, Аи В, то имфли-бы 
& — К.АВ, 

т. в. евли величина прямо пропоршональна н®еколькимъ другимъ, то она рав- 
на ихъ произведению, умноженному на постоянный коэоФищентъ. 

Если бы взяты были только величины т, Ри 0, то имЪли-бы 
к 
Рб’ 
т. в. величина, обратно пропорщюнальная нфеколькимъ другимъ, равна поетоян- 
ному коэоФищенту, дфленному на произведеше этихъ величину, 


& =— 
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Наконець, изъ Формулы 

АВ 

РО 

слёдуетъ, что величина, прямо пропоршональная одноку ряду величинъ, и 0б- 
ратно—пропорщональная другому, равна постоянному коэоФищенту, помножен- 
ному на произведеше перваго ряда величенъ, и дЪленному на произведене 
втораго ряда. 


я = К. 


Гармоническая пропорщя. 


333. Если три количества а, 6 и с удовлетворяють пропорщи 
а: =(@а— 5): (6—6), 

т. е. если первое такъ относится къ третьему, какъ разность между первымъ 
и вторымъ къ разности между вторымъ п третьемъ, то они называются 2а0мо- 
нически — пропориональными; приэтомъ 6 называется гармоническою среди- 
ною между а и с. 

Приравнявъ произведене крайнихъ произведению среднихъ, найдемъь аб — 
— 96—46 —66; а раздфливъ 06$ части этого равенства на афе, найдемъ 


а В 
с 56 а’ 
1 1/1, 1\ 
Изъ этого слфдуетъ, что если 6 есть гармоническая средина между а ис, то 
1 1 


. ® 


-> есть ариеметическая средина между =. я 
334. ТЕОРЕМА. Ариометическая, зеометрическая и зармониче- 
ская средины двутз какить-нибуфь чисель составляють непрерывную 
зеометрическую пропоризю. 
Пусть 2, у и 2 будуть: гармоническая, геометрическая и ариеметическая 
средины чисель @ и фб; т. е. 


а:6—(а— =): (1—6); \=а6; =“ 


[и 

2 

Приравнявъ въ первой произведене крайнихъ произведеню среднихь на- 
ходимъ 
ал — 6 — а — 6; 
прибавивъ къ обфимтъ частямъ по 6х-- аб, находимъ 

аф-- 65 —=2а5; или 222 —2у; или 25 =, 

откуда д: У—У: 8. 

Принъчане. Поводомъ къ назван ю разсматриваемой пропорщи гармони- 


2 : 
з? представляюния длины 


струнъ, дающихь совершенный аккордъ (мф, 7, 07), удовлетворяють этой 
пропорци. 


: 4 
ческою послужило замфчан!е, что числа 1, 5 и 
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Приложения. 


335. Г. Раздёлить число А на части пропорцюнальныя даннымъ числамъ 
а, 6, с? 

Это значить найтн три тая чиела, которыхъ сумма равнялась бы А, ® 
которыя удовлетворяли бы равенствамъ 


я _ 9 В 


в ве 
По свойству равныхъ отношенй имЪемъ: 


ху _# я-а. 


вос ао о 
но у 2=А, сл. для опред леня х, у и 2 имЪемъ три равенства 


& А__. У __ А . 8 __ А _ 
а а-оь-е 6 п аь о с арес’ 


откуда 
Аа АЗ Ас 
=, = = т. 
ань--с а--о-- с? а-ы--с 
П. Три купца внесли для общей торговли капиталы: А, А’и А», находив- 
шеся въ 0боротф: первый —& лёть, второй —#, трети —# лётъ. Сколько 
каждый купецъ долженъ получить изъ общей прибыли В? 
Части каждаго должны быть прямо пропорщональны капиталамъь и време- 
намъ ихъ обращения; а саЪд. эти части должны быть пропорщональны про- 
изведенямъ капиталовъ на соотвфтетвующя времена; итакъ, имземъ 


а. РН ВЙ 
ВРУ РАВ В Ар 
откуда, подобно предыдущему, найдемъ 
И и В: 
— АрАе-А > АДА — 


ААА ` 
Ш. Рьшить уравненя 
ах ву -|- с2 =а, = — 


Умноживъ оба члена перваго отношен!я на а, втораго на 6, третьято на 
в, Получимъ | 
аду сё 
ат т 
Отеюда, по свойству равныхъ отношенй, выводимт: 
д уе асе 4 


т п р ати --еро тт’ 


а отсюда: 
И а И к ЕЕ 
т тер’ У тор — т-фт-е 
22 
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ГУ. Рашить сястему уравненшй 


ПЕН кача 
1 1 1 ] 1 
еже +). 


Уравненя (1) можно представить въ вид® 
а _ в с а 


ООО 
Но въ раду равныхъ отношенй сумма вефхъ предыдущихъ членовъ отно- 


ентея къ сумм послвдующихь, какъ одинъ изъ предыдущихь къ своему по- 
слфдующему; такимъ образомъ, замфчая, что въ силу ур-шя (2), вумма посаф 


1 
дующихъ членовъ равна о, похучимъ: 


откуда 
&=(а-ь-е-- а) 
у=(@-+ь-е--а) 
а= (а 5-е а), 
и=(@е-ро--е а). 
\. — Решить уравнен!е 
Уа-Е в -- Уа —з _68 
Уа-Ея—Уа-# © 
Во всякой пропорщи сума членовъ перваго отношен!я относитея къ ихъ 


разности такъ, какъ сумма членовъ втораго отношеншя къ ихъ разности; слё- 
довательно 


Возвысивъ 06% части въ квадратъ, для оевобождев!я неизвЪстнаго изъ подъ 
радикала, получаемъ ` 


а __ (6-е)? 


а—# 6—6 


Прим®нивт снова тоже самое свойство пропорщй, найдемт 
а _ © 6 --©—с) _®-а 
я (06-1060 25’ 
откуда 


д — 208 
— ме 
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336. Задачи. 


._@ [Я ь 
1. Изь пропорщи во вывести селЪдуюнля: 


а _ (а--5)% та те _ Мас (а — с) (а*-- тае -- пса) __ а — с3 
ва а” т--па у 6©—аа-- тат) 3—4 
2. Если имфемъ оядь равныхъ отноше 


а [р Г Г $ 


о ит. 
то доказать, что 


Уаб-+ Уса -- У -- УЕ-- Уй = Уа-е-еЕ ба 


3. Доказаль, что пропорщя 


та -- пс та-же 
716 -- 4 т па 
имфеть сл5детыемъ одну изъ пропорщй: 


а с Ве т т 
—=—> —=—. 
[7 а пп 


4. Найти два числа, которыхъ разность равнялась бы 0, п которыя были бы 
пропорцюнальны @ и $. 


5. Найти три числа, которыя были бы пропорщональны а, бис, и которыхъ 
сумма квадратовъ равнялась бы данному числу №. 


6. Опыть показываеть, что если на вертикальный стержень, котораго одинъ 
конець укр»пленъ, дйствуеть нфкоторый грузъ, растягивая стержень, то перемфнное 
сопротивлен!е, противопоставляемое стержнемъ, пропорщ1онально его сБчен1ю и отно- 
шеню приращен!я длины къ первоначальной длинф. Составить алгебраяческое выра- 
жене сопротивлен1я Е для н$котораго сЪфчеюя А, если первоначальная хлина = Т,, 
а перемЗнное удлиннене —х, | 


7. На желфзной дорог® тяга локомотива должна побфждать трене колесь о 
рельсы и сопротивлен!е воздуха. Трене пропорцонально вЪфсу пофзда, но не зави. 
ситъ оть его скорости; сопротивлеше воздуха, будучи незавясимо отъ вфса пофзда, 
пропорцюнально квадрату его скорости. Составить формулу, которая выражала бы 
тягу для какихъ угодно—в%са п скорости, если величина трен1я для давнаго вЪ%еа 
Р равна Е, а величина сопротивления воздуха для скорости У равна В. 


23* 
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ГУГАВА ХУ. 
Неравенства первой степени. 


Опредфленя. — Общая начала. — Начала, относяцияся ЕъЪ совмфствымъ неравен- 

ствамъ. — Провёрка нерэвенствъ. — Доказательство ифкоторыхь замфчательныхь не- 

равенствъ. — Рфшен1е неравенствъ первой степени съ однимъ и со многими неизв%- 
етнымн. — Задачи. 


+ 


Опредфленгя. 


337. Если разность двухъ количествъ а и 6 равна положительному числу р, 
то изъ равенства а—6==р находимъ: а =6--р, откуда видно, что количе- 
ство а превышаеть 6 на р единицъ. 

Если же разность между а и 6 равна отрицательному числу —1, то изъ 
услоя «а—6— — р находииъ: а=6— р, откуда видно, что а меньше В на 
р единице. 

Отеюда вытекаеть опредълеще: количество а считается болуиимь Ф, 
каковы-бы ни были ихь знаки, если разность а— положительна; на0бо- 
ротъ, а считается меньшимь %, если разность а — В отрицательна. 

Обратно: если а больше $, то это значитъ, что а равно $, сложенному съ 
положительнымъ числомъ р: а=6--р, откуда а— 6 —р; если а меньше $, 
то это значить, что а равно 6 безъ нФкотораго положительнаго числа р, т. е. 
а=ф— р, откуда а— 6 — — р. 

Итакъ: хаковы-бы ни были знаки количествь а и Ъ, ебли а больше 6, 
разность а— В положительна, если же а меньше $, эта разность отри- 
цательна. 

Салъдствтя. Изъ данныхъ опредфлен!й можно вывести воф свойства от- 
носительно сравнительной величины положительныхъ и отрицательных чиселть. 

1. Йзь двухъ положительныхь чиселъ то больше, котораго абсолютная 
величина больше. 

Такъ, -|- 10 больше --6, потому-что разность -- 10—(--6) равна поло- 
жительному числу -|- 4, 

2. Всякое положительное число больше нуля. 

Тавъ, -25>0, потому-что разность --5— 0 равна положительному 
числу --5. | 

3. Всякое положительное чиело больше веякаго отрицательнаго. 

Такъ, -- 2 > —7, ибо разность -- 2 —(— 7) положительна и равна -- 9. 

4. Изъ двухъ отрицательныхъ чиселъ-то больше, котораго абсолютная ве- 
личина меньше. 

Напр. —3 больше — 8, ибо разность — 3 —(— 8) равна положительному 
числу 5. 

5. Ноль больше всякаго отрицательнаго числа. 

Такъ, (>> —4, ибо разность 0 —(— 4) равна -|- 4, числу положительному. 


ПВ 


Отсюда вытекаетъ, что если написать рядъ положительныхъ и отрицатель- 
ныхъЪ чисель, такъ чтобы ихъ абсолютныя величины шли возрастая въ 06% 
етороны отъ нуля: 


—©,...,. 4, —8, — 4, — 1, 0, +1, 2, +3, ++4,.. о, 
то любое число, взятое въ этомъ ряду, больше каждаго числа, находящагося 
влЪво оть него, и меньше каждаго чиела, стоящаго справа отъ него. 

Если подразумфвать въ этомъ ряду между цфлыми числами и дроби и не- 
соизмфримыя числа, то получимъ ряд» всевозможныхь бъйствительныхь чисель. 

Такъ какъ всякое положительное число больше нуля, а велкое отрицатель- 
ное меньше нуля, то желая ‘выразить, что число & положительно, пишутъ, что 
опо больше нуля: 

а> 0; 


а желая выразить, что число 6 отрицательно, пишутъ, что оно меньше нуля; 
$ < 0. ы 


338. Соединеше двухъ неравныхъ величинъ знакомъ неравенства назы- 
вается неравенствомь, такъ 


7>5, а<ь 


суть неравенетва. Выражевя, находящ!яся по ту и по другую сторону знака 
неравенства, называются частями неравенства: находящееся слфва отъ этого 
знака, называется иервою частью неравенства, а стоящее справа — второю 
частью его. 

Подобно равенетвамъ, неравенства бываетъ двоякаго рода: одни, какъ напр. 
а -- 53>> 226, имвють м%ето при веякихъ частныхъ значеняхъ буквъ, въ нихъ 
входящихъ; друшя, каково напримфръ 242 --55--с>0, имфють м%ето толь- 
ко при нЪкоторыхъ частныхъ значешяхъ этихъ буввъ. 

Такимъ образомъ, по отношеню къ неравенствамъ подлежатъ рёшен!ю два 
вопроса: 1) провфрка такихъ неравенствъ, которыя справедливы при вофхъ 
значеняхъ буквъ; и 2) опредфлене т%хъ значенй неизвЪетныхъ, которыя 
уховлетворяютъ неравенству, имфющему мото при частвыхъ значеняхъ буквъ. 

Рьшение этихъ вопроеовъ основано на слфдующихъ началахъ. 


Обиия начала. 


339. ОпредБлеше. — Два неравенства называются ождётвенными меж- 
ДУ с0бою, если второе есть слёдств перваго, и обратно— первое есть сяЪдетв!е 
втораго- 

340. Начало 1. — Неравенства 


и) И А—В>0.... (2) 
злождественны, каковы бы ни были знаки количествь А в В. 
Въ самомъ дЪлЪ: 1) если А больше В, то разность А — В положительна 


т. е: больше нуля; елфд. неравенство (2) вытекаеть изъ (1); 2) обратно, вели 
разность А — В больше нуля, т. е. положительна, то количество А больше В: 
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значить, неравенство (1) есть слёдетв!е неравенства (2). Тождественность не- 
равенетвъ (1) и (2) доказана. 


Покобнымъ же образомъ доказывается, что неравенства 
а<ь |: а—5<0 
тождественны, каковы бы ни были знаки количеетвь а и 5. 
341. Начало И. — Придавая кь объимь частямь неравенства одно и 


тоже количество, положительное или отрицательное, и не перемьняя знак 
неравенства, получимь новое неравенство, тождественное сё данным. 


То-есть, если данное неравенство есть 
Г о, 


и М — произвольное количество, положительное или отрицательное, то требует- 
ся доказать, что неравенство 


А-МЬВ-М..... (2) 
тождественно еъ (1). Въ самомъ дЪл5; 
1) Если дано, что 
АВ, 


то это значить, по опредёленю, что разность А — В положительна, и сяЪд., 
изъ (1) вытекаетъ неравенство 


А—В> 0; 


прибавивъ къ первой части М и вычтя изъ нея М, мы не изыфнимъ разности 
А — В, а потому п 


АМ —В-+№>0, 
откука, по опредфаеню, пыфемъ | 
А-М>В-М. 
Итакъ, неравенство (2) есть слЪдетве перваго. 
2) Если дано, что 
АРМ>В-М, 
то разность между первою и второю суммою положительна, т. в. 
Ам) — В+ № >0, 
Или А—В> 0, 
откуда, по опредфлению, 
. АВ, 
т. е. неравенство (1) есть сл детв!е вторато. 
Тождественность неравенствъ (1) п (2) доказана. 
Подобнымь же образомъ доказали бы, что вычтя изъ обЪихъ частей одно 
и тоже количество, найдем неравенетво тождественное данному. 
Сльдствте [. — Л/ожно переносить члены изь одной част неравен- 
сиза в. друцую, перемьняя у переновимыхь членовь знаки. 
Такъ, имфя неравенство 


ав > (д--4..... (1) 
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и придавъь къ обфимъ частямъ его по — с2-Р 6, найдемъ 
ат — В —сд--ь > в --а— с&- 6, 
или, по приведения подобныхъ членовъ, 
ав —сх>а-ь..... (2). 


По доказанному, неравенство (2) тождественно (1) и елд. можетъ его зам$- 
нять. Сравнивая ихъ, замфчаемъ, что членъ —6 перешолъ изъ первой части во 
вторую со знакомъ -|-, а членъ сх изъ второй части въ первую со знакомъ —. 
Такимъ образомъ, правило перенесешя членовъ изъ одной части неравенства въ 
другую ничфмЪъ не отдичаетея оть правила перенеееня членовъ изъ одной ча- 
ети уравненя въ другую. 


СльдствтЕе ЦП. — Всякое нерлвенство можно привести къ виду 
А>0, 


т. е. къ неравенству, вторая часть котораго есть ноль. 


Въ самомъ дфлё, достаточно для этого вс члены собрать въ первую часть. 
Такъ, неравенство 


2 —1«--1> 24*-- 3=--4 
ое неравенству | 
321 —10%—3>0. 
` за. Начало 11. Помножая объ части неравенства на одно и тоже ко- 


личеетво — существенно — положительное, 2 не перемъняя знакъ неравенства, 
получимь новое неравенство, тождественное съ даннымь. 


Требуется доказать, что неравенство 
А>В..... (1) 
тождественно съ неравенствомъ 


АМ>ВМ....... (2) 

при услови: М> 0. 

Въ самомъ джлЪ: 1) неравенство А >> В тождественно съ 

А—В> 0; 
помноживъ положительное количество А —В на положительное количество М, 
получимъ и произведен!е положительное, сад. 
(А -В\>0, или АМ—ВМ>0, 

откуда АМ > ВМ. 

Итакъ, доказано, что изъ неравенства (1) сяфдуетъ (2). 


2) Обратно: перенеся въ неравенствЪ АМ > ВМ вторую часть въ первую, 
пайдемъ 
АМ —ВМ> 0, ни (А— ВМ > 0; 
но множитель М положительнаго произведеня (А—В)М положителенъ, сл8д. и дру- 
той множитель долженъ быть положителенъ, т. е. 
А—В>0, откуда АВ; 
т. е. изъ неравенства (2) вытекаетъ (1). 


Вт 


Тождественность неравенствъ (1) и (2) такимъ образомъ доказана. 
Сльдствте Г. — Помножая объ части неравенства на одно и тоже 
существенно — отрицательное количество и перемьнивь знак неравенства, по- 
лучимь новое неравенство, тождественное съ данным. 
Т. е. неравенство —_ 
А>В..... (1) 
тождественно съ неравенствомъ 


АИ<ВМ.... (2) 
при услови: М<0. 


Въ самомъ дБл®, если М отрицательно, то — М положительно, а потому, 
на основани начала Ш, помноживъ обЪ части неравенства (1) на—Ми с0- 
хранивъ тоть же знакъ, получимъ неравенство 


—АМ>—ВМ, .... (3) 
тождественное съ (1). Перенеся въ (3) чяены изъ одной части въ другую, да- 
Димъ ему видъ 

ВМ >АМ, или АМ ВМ. 


Заключавиъ, что неравенство (1) тождественно со (2). 


Сльдствие П. Умножая объ части неравенства на такою множи- 
зпеля, которало знакъ неизвфетенъ, лолучимь неравенство, которо смысль 
неизвъестень, т. в. неизвьстно—больше-ли ею первая часть второй, или меньше. 


Это очевидно, потому-что зизкъ неравенства сохраняется, когда множитель 
положителенъ, и измЪняетея въ противный, когда множитель отрицателевъ. 


Итакъ: Нельзя умножать объ части неравенства на такою множите- 
ля, которазо знакъ неизвюетенз. 


СльдствтЕ Ш. Раздюливь объ части неравенства на одно и тоже 
количество М, и не перемънивь знань неравенства при М >> 0, и перемънивши 
ею знакь при М<0, найдемь неравенство тождественное съ данным. 


1 
Въ самомъ дфлё, раздёлить на М — все равно-что помножить на а я 


случая умноженя теорема доказана. 


343. Приложетя. Начало Ш съ вытекающими изъ него слдетвями им%. 
етъ важныя приложен!я при вычисленяхъ надъ неравенствами, а именно при 
сокращении неравенствъ и при освобождени ихъ оть дробей. 


Пусть, напр., требуется освободить отъ дробей неравенство 


Р_ В 
>85. °' . (1). 


Собравъ его члены въ первую чаеть, найдемъ тождественное ему неравенство 


: о... (2). 


В 
9—0, ИЛИ 08 


Умножить об% его чаети на ($ нельзя, когда знаки количествъ (и $ не- 
извфетны, потому-что въ такомъ случа неизвфетень и знакъ произведен! (5. 
Но каковы бы ни были знаки ( и У, квадратъ произведеня @5 всегда будетъ 
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положителенъ, а потому умноживъ 06% части неравенства (2) ва (05° и ©0- 
хранивъ знакъ неравенства, найдемъ 

9 99-0, вши ОРЗ — 01) >0, 
неравенство — тождественное съ (1) и предетавленное въ цфломъ вид®.. 

Пользуясь сл®детыемъ П, можно сокращать неравенетво, дфля 00% части 
его на общаго множителя; но эта операщя возможна, когда извЪетенъ знакъ 
того множителя, на который сокращаемъ. Такъ напр. если въ неравенствВ за- 
мфчаемъ множителя, имфющаго видъ квадрата, или суммы квадратовъ, такихъ 
множителей можно сократить, не измфняя знака неравенства; въ самомъ д$лЪ, 
квадратъ веякаго количества и положительнаго, и отрицательнаго — веегда по- 
ложителенъ, а слЪД. и сумма квадратовъ — такова-же. Такъ, имфя неравенство 

8(2° —25--2){2*-- 25 |-1)(#—5) > 0. 

Замфчаемъ, что множитель 2*-|- 22-1 есть ничто иное какъ (2 -|- 1)*, п 
потому существенно — позожителенъ; затЪмъ, множитель 2'—22--2 равенъ 
(2 —22--1)-1, иши (х—1)*--1, т. е. предотаваяеть сумму двухъ квад- 
ратовъ, а потому, при всякомъ х, существенно-положителенъ. заключаемъ, что 
и произведеше 8(2° — 2% -- 2)(2*--22-- 1), при всякихъ значешяхь 2, су- 
щественно-положительно; сокративъ на него данное неравенство, замфнимъ 619 
простёйшимъ неравенствомъ 


Имя неравенство 
— 5а*( —2) < 0, 
и заифчая, что 47, какъ квадратъ, всегда положителенъ (каковъ бы знакъ ни 
имфло количество а), заключаемъ, что — 52? — существенно отрицательно; а по- 


тому, раздфливъ неравенство на — 52? и перемфнивъ знакъь < на >>, найдемъ 
неравенство 


#—2>0, 
тождественное съ даннымъ, но им$ющее простёйпий видъ. 


344. Начало !У. Если объ части неравенства положительны, то возвы- 
чая изъ вь одинаковую иълую положительную степень и не перемюнял знак 
неравенства, получимь неравенство тождественное данному. 


Разсмотримъ сначала простёйшиЙ случай—возвышеня въ квадрать. Если 
дано неравенство 


АВ кин 
въ котором А>0 и В>>0, то доказать, что неравенство 


А*>№..... (2) 
тождественно данному. 


Въ самомъ ДёлЬ: 1) Изъ неравенства (1) выводимъ: 
А—В> 0; 
но какъ А п В положительны, то и 
А-В 0. 
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Перемноживъ два положительныя количества, найдемъ и произведене по- 
ложительное, сяЪд. 


(А— В) (А-В) >0, ван А— > 0, 
откуда 


А* > В®. 
2) Обратно, если А*>> В, то 
А? — В1>0, или (АВА В)>0; 


слфдовательно оба множителя: А-Ви А—В должны быть одного знака; но 
какъ А--В положительно (ибо А>0и В>> 0), ти А—В>0, окуда’ 


АВ. 


Тождественноеть неравенствъ (1) и (2) доказана. 


- Сльдствте [. Если объ части неравенства отрицательны, то возвы- 
сивъ ить въ квадрать и измънивь знакъ неравенства, получимь неравенство, 


зпождественное данному. бы 
То-ееть, вели дано неравенство в ® ча 
В миа А 
причемь АЗ0иВ<0, то доказать, что неравенство ем: 


АВ. :.. (2) 
тождественно данному. 


Въ самомъ дфаф, унноживъ 00% части (1) на— 1, найдемь ему тождествен- 
ное неравенство 


—А<-—В, 
ГВ уже —Ан — В положительны, а потому, по доказанному, возвысивъ въ 
квадратъ и не измфнивъ знака неравенства, получимъ 
4 В 
тождественное въ —А<—В, а сл. и съ АВ. 


Сть ДСТВТЕ Ц. Если объ части неравенства имъють противополож- 


ные знаки, то нельзя ить возвыииипь въ квадрать, не зная ихь численной 
величины. 


Въ самомъ дьлЬ, пусть имжемъ неравенство 
146 А>0 и В < 0, п требуется доказать. что результать возвышешя въ квад- 
рать можеть быть или А*>> В*, или А*—В*, или А* < В*, 
Дъйствительно: | 
А? — В —(А--ВА— В); 
при услови: А>0 и В< 0 будеть А — В положительно; но мы не знаемъ зна- 


ка суммы А-В, а потому пеизвфестенъ и знакъ разности А* — В*; поэтому не 
можемъ сказать, будетъ-ли А*>> В*, пли А*-—-В*, или А“ <, 
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Напримръ: 
неравенетво -|-3> —2 приводить къ --9> -- 4; 
‹ > —5 < ‹ {9<-45; 
« +3>—3 ‹ « --9==--9. 
Слькствте Ш. Нельзя возвышать въ нвадратъ такое неравенство, въ 
ноторомъ знаки частей неизвфстны. 


Это непосредственно очевидно изъ предыдущаго. 


345. Обобщене. Если объ части неравенства положительны, то воз- 
вышая ить въ одинаковую цълую положительную степень и неизмьняя при 
этомь знакъ неравенства, получимь неравенство зпожфдественное данному. 


Требуется доказать, что если А>0 и В>>0, а ж — цфиое положительное 
число, то неравенства 


А>В.... (1) и А>№..... (2) 
тождественны. 


Въ самомъ фл, такъ-какъ В > 0, то разд$ливъ об части на В, найдемь 


А 
321 


что означаеть, что г есть неправильная дробь; но 2%-ая степень неправильной 
дроби есть также дробь неправильная, сл$д. 
АП 
Ве 
откуда, множа обф чаети на положительное количество В*, находимъ 
А"> В". 
Обратно, изъ неравенства (2) можно вывести (1). Въ самомъ дфа%: 
АВА — ВА" АВ... В"). 
Въ силу неравенства (2) это произведеше > 0; но второй множитель, какъ 
сумма положительныхь членовъ, положителенъ, сл. п А—В >> 0, откуда 
АВ. 


Сльдствтя. —[. Если количества А и В оба отуимательны. то воз- 
вылиая объ части неравенства А > В вь уълую положительную степень т, 
и не измюняя знакъ неравенства причт нечетномь, и напротивь измюняя во 
при т четномь, получимь неравенство, пождественное съ диннямь. 


Дано неравенство 


ра 


АВ . 
въ которомь АЗ иВ<0. Положив А =— А’ п В= — В’, ГВ уже А’п 
В’ положительны, помножимъ обЪ части неравенетва (1) на —1; найдемъ 
—А<—В, ши АВ. 
Такъ какъ А’и В’ цоложительны, то по предыдущей теорем имфемъ 
А" < В”. 
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Изъ равенствь А==—А’и В=— В’ имфемъ: А’==(—1).А и В'=(—1).Б, 
откуда, по возвышения въ 2-ю степень, находимъ: А” —=(— 1)"А" и Б"= 
(— 1)".В". Подставляя въ посяфднее неравенство, получимъ . 

(—1)".А" < (—1)”.3". + 

Если т-—четное, то (— 1)" есть число положительное; а потому, разд®- 
ливъ на него поелфднее веравенство, не должны перем нять знакъ неравенства; 
напротивъ, при т нечетномъ, (— 1)" < 0 и дёлене неравенства на это число 
поведетъ за собою перемЪну знака неравенства. Такимъ образомъ, неравенство 
(1), въ которомь А<0 и В< 0, тождественно съ 

А" < В" 
при т — четномъ; и съ г 

А" > В" 
при 1% — нечетномъ. 

П. Богда части неравенства имфютъ различные знаки, то слФдуетъь разли- 
чать два случая: 

1) когда возвышаемъ неравенство въ нечетную степень, то степени сохра- 
НяТЪ т знаки, каше инфли части неравенства, а потому и знакъ неравенства 
сохранится. Напр. 
иЗЪ +2 > —7 сядуеть (1-2) > (—7)*, или --8> — 3483. 

2) Вогда возвышаемъ неравенство въ четную степень, то нельзя дать ни- 
какого правила: знакъ неравенства можеть измёниться, или же сохраниться, 
или даже неравенство можеть перейти въ равенетво. Такъ: 

+3>—2 приводать въ (-- 3)*> (—2)*, или --81>- 16; 

2>—5 › › (1-2) <(—5), ви 16 <- 625; 

> —2 › » (1-2) —={(— 2), ва --16 = 16. 

Ш. Если объ части неравенства положительны, то возводя ихь въ цт- 
ую отрицательную степень и перемьняя знакъ неравенства, получим не- 
равенство, тождественное съ даннымъ. 


Требуется доказать, что если 
А-В 
г$ А>0и В>0, то неравенство 


АВ... (4) 
тождественно съ (1). 


Такъ какъ % — число положительное, то неравенство 
А 9) 
тождественно съ (1). Раздёливъ обф части на положительное количество А”.В", 
найдемъ неравенство 
Вере или В^> А", или, наконецъ, 
А*<В", 
тождественное съ (3), а потому и съ (1). 
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346. Начало У. —Т. Каковы бы ни были знаки объихь частей неравен- 
ства, извлекая корень нечетнало порядка, должно сохранять знакъ нера- 
венства. 


Это есть прямое слфдетв!е правила знаковъ при извлечеши корня. 


Такъ: | 
Изъ неравенства -— 27 >> -— 8 имфемь: УЕ 27 > УЕ 8, или -- 8 > 8; 
› 8 5. ЕМУ. но 
› — 82—27 ›ь У ЗУ щи 9-3. 


2. Если же показатель корня—четный, то во-первыхъ необходимо, чтобы 
06% части неравенства были положительны (въ противномъ случа® корни были- 
бы инимые, и не могло бы быть рёчи о ихъ сравнени); въ такомъ случаЪ 
каждый корень нмфетъ два значен!я, равныя по величин®, но противоположныя 
по знаку; и неравенство сохраняетъ знакъ, или измфняетъ его, смотря потому, 
беремъ-ли положительныя, или отрицательныя значен1я корней. Такъ: 


неравенство +49> 25 ь ‚. | 
| /29> УЕ, ви 17-5: и 
даетъ 

— +49 <— /-1 25, ит —7<- 5. 


Но если взять корни съ различными знаками, то очевидно, что отрица- 
тельный корень всегда будетъь меньше. Такъ 


неравенство -|- 49>-- 25 
/49 > — /25, ви -7>—5; 


аеть 
| 19< 4/55, ви —1<-Ь5, 


Начала, относящяся къ совмфетнымъ неравенствамъ. 


- 34:7. — Есан въ двухъ или нЪфеколькихь неравенствахъ первыя части в 
больше вторыхъ, или первыя части меньше вторыхъ, то они называются не- | | 
равенствами одинаковало смысла. Такъ, неравенства 


83>—2 и а>в 
суть два неравенства одинаковаго смысла. 


Еели же въ одномъ неравенств первая часть больше второй, а въ другомъ 
первая меньше второй части, то. ихъ называютъ неравенствами #ротивомолож-. | 
нло смысла. Таковы | " в. 

а>ь и < 4. 

348. Начало У|, — СОкладывая почленно два или нисколько неравенствь 
одинаковало смысла, получимъ неравенство тотю же смысла, но оно не мо- 
жеть замюнить одною изъ данных. 

Нусть данныя неравенства будуть 


А>В и МВ. тр 


А ну 
ь 


= 950 — 


Изъ нихъ слбдуеть, что разности А — В и А’— В’ положительны, а 10- 
тому и сумма ихъ положительна; слЁд. 


АВА В’>0, 
откуда, перенеся В и В’во вторую часть, найдемъ 
А-РА>ВЕ. 


Но это неравенство не можеть замфнить одного изъ данныхъ, иначе гово- 
ря, еистема: 


АРАРВВ’ 
не имфетъ необходимымь слдетвемъ: 
А’> В’. 
Въ самомъ дфлЪ, изъ неравенства 
АА’ > ВВ", 
перенесенемъ членовъ въ первую часть выводимъ: 
АВЕ (ИВ) > 0; 

и хотя изъ усломя А >В мы и зваемъ, что А —В_>> 0, однако отеюда нель- 
зя заключить, чтобы и 


АВ 


А’ — В'> 0. 
Сльдствте. Нельзя почленно складывать два неравенства различналю 
смысла, ибо нельзя предвидеть, которая сумма будеть больше. ДЪйстве въ 
этомъ случаз возможно только въ численныхъ примфрахъ. Такъ: 


1) 5>3 2) 5> 3 - 3) 553 
2<3 1< 7 355. 
7>6 6= 10 3—8 


349. Начало УП. — Л/ожно сдълазть почленное вычитане двухь нера- 
венствь различно смысла: полученное неравенстзо будеть одинакозало смыс- 
ла съ первымь; но оно не можеть замънить одного изь данныть. 


Пусть данныя неравенства суть: 
А>А’ и В< В. 


Мы заключаемъ изъ нихЪъ, что разности: А—А’и В’—В 06% положи- 
тельны, а потому и сумма ихъ положительна; елЪд. 


А—А’--В’—В>0, 
или: А—В>А’— В’. 
Но система 
АА’ 
А—В>А—В’ } 
не имфетъ необходимым слфдотыемъ В < В’, и потому не необходимо тожде- 
ственна данной. 


Въ самомъ дфль, изъ неравенства А — В >> А’— В’ имфемъ 
(—^№--®-—В)>0, 
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и хотя знаемъ, что А—А’>> 0, но отсюда нельзя заключить, чтобы необходи- 
мо было и В"—В> 0. 


Сяъдствте. — Нельзя дюлать почленнио вычитииия 9двужь неравен- 
ствъ одинаковало смысла, ибо нельзя напередъ знать относительную величину 
разностей; такъ 


1) ТЪБ 2) 7>5 3) 7> Б 
3>2 $>1 3$3>—6 
4>3. 4—4. 4< 11. 


350. Начало УШ. — Перемножая почленно два или нтьсколько неравен- 
ствъ одинаковало смысла, части которыть положительны, получимь нера. 
венство то же смысла; но оно не можеть замънить одною изъ даннылть. 


Пусть данныя неравенства суть: 
А>В и АВ, 
причемъ: А, А’, В, В’— положительны. Изъ данныхъ неравенствъ имфемъ: 
А—В>0 ий А_В’>0, 
а такъ-какъ А’и В положительны, то и 
(А—В)А’>0 и (А —В)В> 0; 
складывая, находимъ 
(А — ВА” -| (А’—В’)В> 0, вали АА’— ВВ’> 0, 

откуда АА’> ВВ’. 

Но изъ того, что 

АВ 

и АА’> ВВ’ | 
нельзя заключить, чтои А’> В’, ибо сумма (А — ВА’ -|- (А’— В’)В можеть быть 
положительна, хотя бы А’— В’и было отрицательно. 

Эта теорема справедлива для какого угодно числа неравенетвъ. 

Докажемъ ее, напр., для трехъ неравенствъ 

АВ, А> В’ | А” >В”, 

примфияя новый премъ доказательства, который полезенъ намъ будетъ и впо- 
сабдетвш. Премъ этотъ оенованъ, на томъ замфчанш, что неравенство А>В 
всегда можно замфнить равенствомъ А —В-|-2, г х>0; въ самомъ дёаф, 


это равенство означаетъ, что А больше В на х. Итакъ, данныя неравенства мо- 
жемъ замфнить равенствами 


А—=В-х 
А— В’ 
АВ”. 
Перемноживъ ихъ, имфемтъ: 
ААА —(В-- ==)" =”); 
откуда, раскрывъ скобки и перенеся членъ ВВ’В” въ первую часть, имЪемъ: 
АА’А" — ВВВ" — ВВ’ -- ВВ” | В’жх" ВВ" | В’ | Ва" ах". 
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Такъ-какъ вторая часть, какъ сумма положительных членовъ, положи- 

тельна, то и заключаемъ, что 
АА’А" > ВВ’В". 

Примъчаще. Для пругихъ случаевъ нельзя формулировать никакого 0б- 
щаго правила. 

351. Начало 1Х. — Можно раздълить почленно одно на друое два нера- 
венства разнало смывда, если вет четыре части положительны, сохранивь 
такой знань неравенства, какь въ дълимомь; но новое неравенство не можеть 
замюнить одного изь данных. 


Пусть даны неравенства 
АВ р Ср, 
ТД А, В, Си 0 — положительны. Помноживь А>В на №>С, по предыду- 
щей теорем найдемъ: 
А) > ВС; 
откуда, раздфливъ 066 частн на положительное количество С), имфемъ: 
А В 
о 
Другое доказательство. Зам®нивъ первое изъ данныхъ неравенствъ равен- 
ствомъ: А—В-[р 2, а второе равенством с = — у, и раздёливъ первое ра- 
венство на второе, имЪемъ: 


А _В- 2. 
Сс О 


В 
вычтя изъ обфихъ частей по > получимъ: 


ИЛИ 


А В 
Вторая часть положительна, сяёд. С больше 5. 


Примичане. Для пругихъ случаевъ нельзя вормулировать общаго правила. 


Провфрка заданныхъ неравенетвъ. 


352. Для провфрки данныхъ неравенствъ не существуеть никакого общаго 
правила; укажемъ методы наиболфе употребительные. 

|. Методъ возвышешя въ степень. Если въ подлежащемъь провЪркБ не- 
равенств® ветр®чаетея радикаль, его изолируютъ и затфиъ возвышаютъ 00% 
части неравенства въ степень, изображаемую показателемъ корня. Пусть напр. 
требуется доказать, что среднее ариометическое двухъ положительныхъ количествъ 
аи больше ихъ средняго геометрическаго, т. е. ‘что 


[12 


Е 
5 > а. 
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Такъ какъ об части неравенства положительны, 10 возвысивъ ихъ въ 
квадрать и сохранивъ знакъ неравенства, замфнимъ данное неравенство ему 
тождественным ь 


ет 


ай: 


или, умноживъ 06% части на 4 и а вс члены въ первую часть: 
(&-- 5) —46>0, ила (@а—5)*>0. 
Такъ какъ квадрать всякаго количества положителень, то повлфднее нера- 
венетво вФрно; поэтому вфрно и тождественное съ нимъ данное неравенство. 


353. И. Методъ разложеня на множителей. Переносятъь вс члены въ одну 
часть и разлагаютъ полученный полиномъ на множителей: справедливость про- 
вфряемаго неравенства дфлается очевидною. 


Пуеть, напр., требуется доказать, что 
За -- а) > (-Ра-- а*)*. 


По перенесеши въ первую часть, по раскрыи скобокъ и по приведенш 
зам няемъ данное неравенство ему тождественнымъ: 


24 — 243 —2а-2>0, 
или, по разложени на множителей, неравенствомъ: 


2(а—1)*(а--в-1)> 0; 


1 
или, придавъ къ триному 4*--а--1 и вычтя изъ него —› найдемъ 


4 
2(&— 1“ (а -- 1} -- з}> 0 
у 
2 ` 
2(&«—1)*, очевидно, положительно; биномъ (а - 5) -- 5 какъ сумма 


двухъ положительныхь количествъ, также положителенъ, а отсюда справерли- 


вость послёдняго неравенства, а потому и тождественнаго съ нимъ. перваго, 
очевидна. 


354. Ш. Методъ превращеня полинома въ сумму нвадратовъ. Переносятъ 
всЪ члены въ одну часть и разлагаютъь полученный полиномъ въ сумму квад- 
ратовъ: справедливость неравенства дЪлается очевидною. 


ПрРимФРЪ [. Доказать справедливость неравенства 
а -|- 69° с — 6 — ав -- 86 --1>0. 
Иго можно представить въ видь: 
(ай — 36 --Ы) + Зе 9) (а — Зае--ай) --1>0, 


ии ет — 9 - 5@—а)1-1>0, 


что очевидно, 


ПрРимзРЪ П. Доказать, что если 5? — 40 < 0, то справедливо неравенство 
{55 — са’ -{ ас’) \* — (5* — 4ае)(5* — 4/6) > 0. 
23 
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Раскрывая и располагая но степенямъ количества ©’, можемъ этому нера- 
венству Дать видъ: 


‚асб' — В(са’ | ас ))Ь' -| (си ас’)* | а’с (6? — 4ас) > 0, 


ИЛИ 


‚ _ (а ав) * | (4—8), пра 
а [и — р У чае (4 ве 50. 


Изъ даннаго условия 65° — 4ас < 0 выводимъ, что 4ас >> 9*, а потому ае > 0, 
равно и 4ас —5*> 0; отеюда видно, что первая часть послЬдняго неравенетва 
положительна, и стало быть оно в%рно; поэтому вЪфрно и тождественное ему 
заданное неравенство. 


355. №. Неравенства сииметричныя относительно данныхъ бунвъ. Когда нера- 
венство симметрично относительно нЪкоторыхъ бужвъ а, 6, с, то предваритель- 
но условливаютея въ относительной величин этихъ буквъ; пусть, напр., а 
есть наименьшее изъ трехъ данныхь количествъ: въ такомъ случаЪ, © и с мо- 
жно представить въ видЪ: 6 —а--х, е=а-р-у, г х>0 иу>> 0. 

Пусть, напр., требуется доказать, что если @, 6 и с положительны, то имЪ- 
еть мфото неравенство: | 


абс > (а 5 — в) 6-е —а(а-е— 6. 

Положивь 6—=а--х ис—=а - у, и подетавивъь въ испытуемое неравен- 

ство, приводимъ задачу къ провфркЪ неравенства 
а(а--=)(а-- у) > (а-- + — уа- =--у)(а-Ру—=), или 
ааа -Ру-Е ау} -— {4 — (#—у} =) >0, ши 
алу | (а--2--9)(х — 9)* > 0; 

справедливость этого неравенства очевидна, такъ какъ оба его члена положи- 
тельны. 


356. У. Иногда справедливость заданнаго неравенетва можно доказать, по- 
казавъ, что оно есть слоте равенствъ или неравенетвъ уже доказанныхъ или 
легко доказуемыхъ. 


ПрРимзрЪ. Доказать, что если а, Би с положительны, то имфеть мфето 
неравенетво 
аз -- 93 -[Р с3 >> Забе. 
Такь какъ а, Ви с входятъ въ это неравенство симметрично, то мы мо- 


гли бы примфнить кь нему предыдущ способъ. Но можно доказать справедли- 
вость даннаго неравенства, исходя изъ неравеяствъ: 


а? -|- 5° > 2а6 (1), --е> 60 (2), ее > ас (3). 


Справедливость этихъ неравенствъ легко обнаружить; въ самомъ дфлф изъ 
очевиднаго неравенства (а — 5)*>0 или а*--5— 26 > 0 прямо имфемъ 
а*-|- 6* >> 2а6. Такимъ же образомъ докажемъ (2) и (3). 


Сложивъ неравенства (1), (2) и (3), получимъ: 
а Но - с > ав е- ас; 


=— 855 — 


помноживъ 06% части этого неравенства на положительное количество «--6-|- с, 
найдемъ, по упрощени: 
а -—-53- с* > Зафе, 
что и требовалось доказать. 
357. \!. Методъ занлюченя отъ я къ и-|- 1 и наоборотъ. Пусть требуется 

доказать, что если а и Ь положительны, всегда имёютъ м$ето неравенства 

2 (5) > (а-Е 8), 

22. (а°-- в) > (@-5 5), 

23. (1-54) > (а 5)*, 


„и вообще . 2"-1. (^^ 9") > («- 5)", 
ТДЪ л — цёлое положительное число. 
Первое неравенство доказать не трудно; въ самомъ дфяф, перенеся (а -!- 1)* 
въ первую часть, раскрывъ скобки и едфлавъ приведен!е, найдемъ: 
а — 26 --5°>0 или (а—5)*>0, 
что вФрно. 
Второе неравенетво приводится къ виду 


(а -- 97) — (@--8}*>0, 
или, замфтивъ, что 
аз -- 5 — (а-- 5) (“ — 9-9) и (а — (а (е-- 2-9), 
даемъ неравенетву видъ 
4(а-- 5) (2—6 +5) —(а-НВ)(а 25-9) > 0, или З(а--5)(@— 2а6--5°) > 0, 
или 3(а-5)(«—5)*> 0, 
что очевидно. 


Чтобы оказать общность закона, выражаемаго этими неравенствами, допу- 
СТИМЪ, ЧТО ОНЪ въренъ для показателя я, т. е. что неравенство 


2 (а 5") > (а 5)". ... (1) 
справедливо; и докажемъ, что въ этомъ предположении будеть в®рно и неравен- 
ство для показателя ®-- 1, т. е. 
Ват 5+") >> («-Н $)... . (2). 
Въ самомъ дл, умножая 06% части (1) на положительное количество < -|- в, 
лайдемъ | 
2 Ца 5") (а В) > (а 0""!. 
Слфдовательно, достаточно показать, что 
2" (ат! | ит) >> 2"-Ка" -- $”) (а-Е 5). 
По сокращени на 2”, по раскрыши скобокъ во второй части и по упро- 
щенш, получимъ 


а" + фа > а} + фа”, 
или а"(а—1) "(&—6) = 0, 


23* 
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или (“^—5")(а—0>0, 
неравенство очевидное, потому-что оба множителя 4” — 5" и а—6 всегда им%- 
ютъ одинаковые знаки. 
Итакъ, какъ скоро неравенетво (1) провфрено для н%котораго значеня я, 
МЫ можемъ заключить, что оно также вфрно и для величины я, на единицу 
большей. Но мы доказали, что оно вфрно для в==2; слЪд. оно вфрно и для 
п—3; будучн же вВрно для я =3, оно врно и для #=4 инт. д. 
Доказанное неравенство можно написать въ вид% 
а-- а--о\”* 
т 2"); 
вЪ этой Форм оно показываеть, что ариометическая средина п-хъь степеней 
двухь чисель больше п-ой степени ариометической средины этитъь чисел. 
Можно распространить эту теорему на какое угодно чиело р пеложитель- 
ныхъ количествъ а, 6, с, 4,. ..Ё, 4. 
Взявъ четыре количества а, 6, с, @, имфемъ тождество: 
ан е-№а * 
(Ее ( ы -- ы | 
4 ПЕ ос з 


2 


и сл6к. по предыдущей теорем® имфемъ: 


ечвекенау (НС, 
2 
( т а: = Е и ИЕ, 
(еее и, 


но мы имЗли: елЖд. 


Такимъ же точно образомъ докажемъ, что предложен!е вфрно для 8, 16,..,2* 
положительныхъ количествъ. Чтобы доказать справедливость теоремы вообще, 
употребимъ пиемъ, впервые введенный еранцузекимъ математикомъ Коши; пр1- 
емъ этотъ разнится отъ према Бернулли тмъ, что дБлается заключене не отъ 
р кьр-|-1, а обратно: отъ р-|-1 въ р. Итакъ, допуетивъ, что теорема спра- 
ведлива для р-|-1 чиселъ, докажемъ, что она будеть вфрна и для р чиселъ. 


Имфемъ тождеетво 
(НН) :=. Рене. р я 
р. д 


ПОТыРЕ — р-1 о 
сшвдовательно 
ее зу етье. те Ч етееЕ: Е — Ь 
- _ ' 
р-1 
Но, по допущеню, теорема вЪрна для р-|-1 количествъ; поэтому вторая 
часть равенетва (3) меньше 


ие... ее.) 
ра. з 
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а сад. и 
Е 
ан е... НА ие -.. И лань: .. Вы. 
( ги р Г. > 
р-1 
а потому и 
ЕН Ре ао, 
р р 


358. Доказательство нфкоторыхъ замфчательныхъ неравенствъ. Приведемъ до- 
казательство нёкоторыхъ теоремъ, им ющихъ примфнене въ элементарной мате- 
матик®, или же представляющихь интерееъ въ самомъ с1особЪ ихъ доказатель- 
ства. 


[2 а 
359. 1. Если дроби ;', сос которыхъ знаменатели по- 
1 


вы в’ >В, 
ина... а, 
ложительны, идуть увеличиваясь, то дробь | заключается 
еек ее 


между крайними дробями, т. е. между наименьшею и наибольшею изъ нихъ. 


Пуеть $. =9. 
1 
Въ такомъ случа%: 


@: а @, 
524$ &>%`**°, >94. Помножая 06 части перваго неравенства 
2 3 ъ 


на 6,, втораго—на 6, ит. д. и замфчая, что умножене на положительное 
количество не измфняетъ смысла неравенствъ, найдемъ: 
в, =50;:. >В > сео ее. 
Складывая почленно эти неравенства и придавая почленно равенство @=5,4, 
найдемъ: 


аа... >... 4% 


или, раздвливь 06% части на положительное количество 6, - 6, -- 6, -|-... 0, 
получимъ: | 

ино. .. ох м. 

ыыы + фа —- а,“ т. 6. больше > 


П @„ __ Г 
оложивъ -"— 9”, выводимъ отеюда 


ъ, 
, а: @,„_ ’ 
о у <’, откуда 
и | 5. . п-1 
И о с в 


Складывая и дфля 06% части полученнаго неравенства на $,-|-9,-|-6,-|-... 
--6,, найдемъ: 


ыы... _, а, 
-< а. т. е, меньше —* 
Е ВЫ 5, 


Требуемое такимъ образомъ доказано. 


360. П. Теорвмл Коши. Среднее ариометическое п положител- 
ныхз количеств м, 8, а., ... а, которыя не всъ резны между со 
бою, больше ить среднязю зеометрическоию. 


СКС 
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Дня двухъ количествъ теорема уже доказана выше; сл®к. 


аа, 


ана, -® 
Затфиъ, имфемъ тождество 


— _ @_ Е ЕЕ 
Увааа, = У/ана, Мана 


слфд. 
а а; | аз-- аа 
4 < -рум Уаз Е . 
Увназазах а, < бк) 
2 
—— 1 @-- @ 
итакъ: Увмааа, < ЕО Е 9Е, 


Такимъ же образомъ, замфчая, что 


8 — [4 а 

У ааа, ааа, — а, ваза. Ува, аа, , 
кокажемъ, что теорема вфрна для 8 количествъ; и вообще, что она справедлива 
для 2“ чиселъ. 


Чтобы доказать, что теорема справедлива для какого угодно числа данныхъ 
количествъ, Коши доказываетъ, что если теорема вЪрна для р--1 количествъ, 
то она вфрна и для р количествъ. 


Иифемъ тождество: 


| ан. | ООО: С оетпрититиниияЕ 
Уназа, ....а,= УМааза, .. а, Ува... . ау 
но, по услов!ю, теорема вфрна для р-|-1 количества, слЪд. 
и р-р -- ... а Ч, а, 
Уанаа, .. ааа, а < эт 


Замфчая, что первая часть —=\/а,а.а.....а„, находимъ: 


р Уа,а,а, . а < а -- а, -|- аз -|- и 


откуда Ува а: ... а, ии Ее > 


что и слёдовало доказать. 


Впрочемъ, обобщен!е теоремы для елучая, когда число ® данныхъ количествъ 
не есть степень двухъ, можетъ быть сдфлано инымъ пр!емомъ. Пусть 4 будетъ 
цфлое число, которое надо прибавить къ ®, чтобы получить степень двухъ. 

Г О О К” 
® 

селъ буквою 6. Присоединивъ къ этимъ числамъ 4 чиселъ, изъ которыхъ каж 

дое равнялось-бы 6, получимъ ®-- 9 чиселъ; 


Обозначинъ ариеметич. средину данныхъь я чи- 


Такъ-какъ число #--9 есть степень двухъ, то по доказанному 


пар... 6-98 


п--а 


+ 
аа, ан. 


— 359 — 


Ноа а та ....-а,=.6; подотавивъ въ послфднее неравен- 
ство, найдемъ: 
И ъ ть ИС 
Е >” ща... 9... ини 6 >" ааь. .. - @ь- 0% 
®--а 
откуда 
6" > на, . - @ь., 


а по сокращен на 5%, по зам нЪ 6 его величиною и по извлеченш изъ 0б%- 
ихъ частей 7-го корня, находимъ: 


ааа... п 
2 - > Ув ао бы. 


361. Ш. Формула дЪлен!я при цфломъ положительномъ 2: 
а" — 5" р 3 рт-8 | рт-1 
— а" а” 1в—372 ар аб” и — 
ор 24" Ь- а- 353 -|- + - 
позволяеть вывести слёдующия неравенства. Если а>6> 0, то подставивъ во 
вторую часть выфото В количество а, мы этимъ вторую чаеть увеличимъ; слЁд. 


а" — 5" 
р = а аа №). 
Напротивъ, подставивъ во второй части $ вмфсто а, мы ев уменьшимъ, и 
получимъ 
а — м 
—1 
ав 2.5" ое 2). 
Помноживъ неравенство (1) на положительное количество а —6 и вынеся 


за скобки а”-', найдемъ: 


[а —т(а— 5) а" м. ... (3). 
Подобнымъ же образомъ изъ неравенства (2) вкайдемъ: 
а" > 6--та— 5)". ... (4). 


Если а — т(а — 5) будеть количество положительное, то раздфливъ нера- 
венство (3) на а — т(а— 5), найдемъ: 

р" 
а— т(а — 5 
слЪд. это неравенство возможно при услови 


ИЕ. 


т—1 
>т(а—5), ии 6 о“ 
Положивь »=—и--1, получимъ: 


® — фт+1 


Тата‘ ‘т’ (5). 


а 


№ а> 

6 а>6> та 
Воспользуемся неравенствомъ (3), въ которомъ «>68, для вывода слфдую- 

щаго неравенства: 


НЕ = ы 
о а и) 
ТДВ = произвольное, а # — цёлое положительное число. 
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Положивъ въ (3): а=т-Е1 и 6— т, найдемъ: 
> 1+1 
(в | 1)" < т", откуда и — <(и-- 1.1 


Подставляя сюда выЪето 2% поелфдовательно 2, 3,4,....Ё— 1, имфемъ: 
92 —- 92 


УЗ 
&—1)=1 
Неремножая эти неравенства, получинъ 
наз 12 
откуда, по извлечени квадратнаго корня, находимт: 
а: И 


или (< 1. 3. 3.4....й 
Отеюкда ясно, что 


<. 


2 Е ыы 2 < (=) 
и По ПИ Ча (7) - 


Рьшен!е неравенствъ первой степени съ однимъ неизветнымъ. 


362. НерЪфдко случается, что неизвЪстное вопроса, по свойству самой за- 
дачи, должно заключаться между извЪфетными предфлами, и слфд. должно удовле- 
творять н®которымъ неравенствомъ. Отсюда задача о рёшени неравенетвъ. 

Ришить неравенство значить найти предзлы, между которыми должны за- 
ключаться значен!я неизвфетнаго, для того чтобы неравенство было удовлетворено. 

363. Рёшеше одного неравенства первой степени съ однииъ неизвфетнымъ. 
Веякое неравенство первой степени съ 1 непзвфетнымъ, по уничтожен дробей, 
по перенесенши извфетныхь членовъ въ одну чаеть, а неизвёстныхъ въ другую 
и по приведенши, можеть быть представлено въ вид% 


об, не (0 
Чтобы найти отсюда предблъ значенй л, нужно 06% части раздёлить на «, 
а приэтомъ нужно знать знакъ коэоФишщента а. Отсюда два случая: 


Г. Еели а>0, то раздбливъ об% части ва @, слфдуетъ сохранить знакъ не- 
равенства; такимъ образомъ найдемъ 


р 
4% 


На 


Закяючаемь, что въ этомъ случа неравенетву (1) удовлетворяють всЪ зна- 


: ._ [7 
чешя х, большя <» а Потому < называется нисшимь предтаом» ноизвзстнаго г. 
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И. Если а< 0, то раздфливъ обЪ части неравенства (1) на отрицательное 
‘количество а, должны перемфнить смыелъ неравенства; найдемъ 


ъ 
я в’ 
| . В 
-т. ©. что неравенетву удовлетворяють воЪ значешя 2, меньшия -_; въ этом слу- 
|! 
чай = будеть высшимь предъломь неизвфетнаго. 


Приводимъ примфры: 
ПрРимфРъ [. Какъ нужно взять 2, чтобы удовлетворить неравенству: 
4 1 х 

Для освобожденя неравенства оть дробей множимъ 06% части на положи- 

тельное число 24: знакъ неравенства отъ этого не измфнатся и мы пояучимъ 
321 —6-|- 72 < 1205 —х— 456, 

или 325-66 < 1195 — 456. 

По перенесен членовъ и по приведени, найдемъ: 

522 < 81% 
откуда, раздёливъ 00 части на положительное число 87, имфемъ 
> 6. 
Итакъ, всф числа большия 6 удовлетворяютъ данному неравенству. 
Примзръ П. Рышить неравенство 
х [11 — х 6. 
ан ата а-ь 

Для уничтожен!я дробей нужно бы было умножить 06% часта неравенства 
на (а--5)(&—5) или а — $; но какъ мы не знаемъ знака этого количества, 
то помножимъ 06$ части на (24° — 5*)*, т.е. на положительное количество; при- 
этомъ знакъ неравенства не перемфнится, и мы получимъ: 
(9* — 5*)(а—5)5 — 4—9 (а-5)> (®— В )(а-- 9 — (и — >)(а—5). 

Перенеся неизвестные члены въ первую часть, а извфстные во вторую и 
одфлавъ надлежания упрощеня, найдемъ: 

‚ — 254" — 95 > (9—5) (“а -- в). 

Дадфе приходится дфяить об части на коэооищенть при х, а при этомъ 
надо знать знакъ количества 6(4* — 5); отеюда два случая: 

1) Есла 6 (а — 9) < 0, то — 26(а* — $?) будеть количество положитель- 


ное, и слЪд. для на него 06% части неравенства, слФдуетъ сохранить знакъ. 
неравенства; такимъ образогъ получимъ 


ан нЕ 
* > бам? , 
или, по сокращенш дроби на 4—6: 
аз-|- 2 
>-— 25° 
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2) Если 6(а* — 5) > 0, то раздляя 0бф части неравенства на отрицатель- 
ное количество — 26(а* — 5*), нужно измнить смыелъ неравенства, такъ-что 
ВЪ ЭТОМЪ случа, по сокращени, найдемъ: 


а 
а, 


Провфримъ найденные для х предёлы на самомъ неравенств$. 
Мы нашли, что при условш: $(а? — 5?) < 0 неравенству удовлетворяютъ 


| . : ава 
во значеня х, большя — —5_; 61. Кия ПОВФрёи ДОЛЖНЫ ПОЛОЖИТЬ 


. #—— РН, 


тд$ #_>0, п это значене х подставить въ данное неравенство. бдфлавъ это, 
найдемъ: 


21 р 8.1 $2 
Е ть * а Е + НЕ | 1 
О ав а—Ь ря (1) 
пли: —@ Е 2% а — (2 _ 6. 
| 25-5)  @—5 25(#—5) а 5’ 


помноживъ 06% части на количество 26(а--5)(а— 5), по условю, меньшее ну- 
ля, найдемъ по упрощения 
— 25% < 25% ..... (2) 
Но ри 5? положительны, слёд. — 25? отрицательно, а-|- 25*№ положи- 
тельно, и потому неравенство (2), а слёд. и тождественное съ нимъ (1) в$рно. 
Такимъ же образомъ убфдимея, что при услови 6(а* — 56°) >> 0 данному не- 


а-- 52 
25 ` 


равенству удовлетворяютъ вс значеня х, меньшия — 


364. Рьшеше нЬскольнихъ неравенствъ 1-й степени съ 1 неизвфстнымъ. 


Пусть, напр., имфемъ два неравенства 1-й степени съ однимъ неизв*- 
СТНЫМЪ: 
ах>Ь и ах>. 


1. Пусть мы нашли: изъ перваго: > т, а изъ втораго: #>р. 


Если, приэтомъ, рт, то очевидно, что даннымъ неравенствамъ удовлет- 
воряють ве значеня х, болышя р; такимъ образомъ р есть ниспий пред®лъ х. 


2. Если, рфшая неравенства, найдемъ 
д<т и д<р, 


и если р< т, то очевидно, что вс значеня х, меньшия р, удовлетворяють 
даннымъ неравенствамъ, ибо тавя значеня будуть меньше и 9%. Въ этомъ слу* 
чаЪ р есть высший предёлъ неизвфетнаго. 


3. Если найдемъ 
яхт и Яр, 
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то когда р> т, очевидно, что даннымъ неравенствамъ удовлетворяютъ вс зна- 


чен1я х, заключающияся между т и р; т есть нисний, ар выспий предфлъ дия 2, 
4. Если же, найдя 


хот и 1<р, 


окажетея, что %>>р, то предзлы будутъ противорфчащ!е; а это значить, что 
не сущеетвуеть такихъ значенй 2, которыя удовлетворяли-бы совмфетно дан- 
нымъ неравенетвамъ. Самыя неравенства въ такомъ случа называются #есов- 
мъстными. 


365. Если бы даны были три неравенства, то рёшая ихъ, мы нашли бы: 


1) или х>р , &>9 , &>и; 
2) или #>р , 2—9. 5 &<!'; 
3) и яр , #<а , < г; 
4) или х<р , 2<@а , &<г. 


Чегко видфть, что въ первомъ случа даннымъ неравенствамъ удовлетво- 
ДЪТЬ, р уча д р 
ряютъ всф значеня <, большя большаго изъ трехъ количествъ р, 4 и г. 


Во второмъ случав даннымъ неравенствамъ удовлетворяють значешя 2, 
большия большаго изъ двухъ чисель ри 4, но въ тоже ро меньшя у, если 
только тая значеня существуютъ. - 


`Вь третьемъ случаЪ надо взять 2 больше р, но меньше меньшаго изъ двухъ 
чисель 4 и х, если это возможно. 


Въ четвертомъ случаЪ, даннымъ неравенствамъ удовлетворяють всё зна- 
ченя х, меньшя меньшаго изъ трехъ чисель р, 4 и 7. 


Подобнымъ же образомъ рёшаются системы трехъ, четырехъ и т. К. нера- 
венетвъ съ однимъ неизвфетяымъ 5. 


Ру шене совмфетныхь неравенствъ первой стенени съ н%с- 
колькими неизвфетными. 


366. Когда имфемъ нфеколько неравенствъ первой степени съ нЪеколькими 
неизвфетными, то не всегда можно найти предфлы для каждаго неизвЪстнаго. 

Для нахожденя этихъ предфловъ употребяяють или методь сравниваня 
величинь неизвъетныхь, или методь уравнивая коэффиилентовь при одномъ 
и томъ же неизвфетномъ. 


367. Методъ сравнеШя величинъ неизвёстныхъ. Пусть требуется рфшить 
два неравенства съ двумя неизвфетными: 


5% —Зу>4, 
8#--2у > 25. 
Выводя предёлы для х, находимъ: изь перваго неравенства 


# ы®, 
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а изъ втораго 
25—29 
в 
Такъ какъ получились два нисцие предфла для неизвфетнаго, то нельзя ска- 
зать, который изъ нихъ больше, и нельзя так. обр. исключить . Если же р%- 
шимъ неравенства относительно у, то найдемъ. 


> 


5—4 


=. и т 


2. ? -. (2). 


и исключене у возможно. Въ самомъ дёл», первая дробь, какъ большая коли- 
чества у, очевидно, больше второй дроби, какъ меньшей того же самаго у; слёд. 


у < 


РАшивъ это неравенство, находимъ 
83 15 
х> 84> ии д 254 * 


15 
34? 
нихъ соотвётетвуютъ два предфла для у, изъ неравенствъ (1) и (2). Такъ, взявъ 
&=3, найдемъ, что 


Давая х какое угодно значене, большее 2, найдемъ, что каждому изъ 


1 
у<32 0 У. 


3 ° 
Взявъ х=—4, найдемъ 
1 1 
у<5—, но Ио 
Такимъ образомъ, данныя неравенства могутъ быть удовлетворены безчис- 


леннымъ множеетвомъ значен!й хи у. 
Пусть требуется рёшить три неравенства съ 3 неизвестными: 
| 2% — уе -- 1>0, 
я 2у—2—2< 0, (1) 
3% 2у—#—1>0. 


Рьшивъ ихъ относительно 2, находимъ: 


<2--2— у { (2) 
а, 


Очевидно, что 2--2 —2у, какъ выражен!е бельшее х, больше каждой изъ 
дробей, меньшихь 2; слёд. у и 2 удовлетворяютъ двумъ перавенствамъ: 
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Рьшая эти два неравенства относительно у, найдемъ: 
3 5 - 
— 98 Е --5 О 


22 
< — у<- :—. 
9— 5 И = 4 


Давая 2 произвольное значеше, напр. 2—0, изъ посафинихь неравенствъ 
находимъ: 


у<1 и <; 


взявъ теперь какое угодно значене, меньшее 1, для у, положивъ напр. у = — 1, 
мы удовлетворимъ неравенствамъ (4). 
Внося въ систему (2) у=—1 и 2—0, найдемъ 


д>-—1, 1<4 #>1. 
Сляфд., взявъь 1<2<4, мы удовлетворимъ этимъ тремъ неравенствамъ. 
Такъ напр. 
&=8, У=1, #=0; =, у=—1, 2=0; х=3, у=-—1, #==0; ит. п. 
удовлетворяютъ даннымъ неравенствамъ. 


368. Методъ уравниваня коэффищентовъ. Пусть требуется рфшить не- 
равенства: 


5% — 3у>4, 
8# {+ 2у> 15. 


Желая исключить х, мы должны умножить первое неравенство на 8, а вто- 
роё на 5, посл чего получимъ у 


40% — 24у>32 и 405--10у> 145. 


Затёмъ слдовало-бы вычесть одно неравенство изъ другаго; но такъ какъ 
мы не имфемъ права вычитать неравенства одинаковаго смысла, то и нельзя 
этимъ премомъ исключить 2. Но можно исключить у, помноживъ первое нера- 
венотво на 2, а второе на 3, и сложивъ ихъ, что позволительно; такимъ 0б- 
разомъь найдемъ: 


34%х> 83, откуда #> 25. 


Затфмъ, продолжаемъ такъ, какъ указано въ & 367. 


Вогда предложенныя неравенства противоноложнаго смысла, можно мето- 
домъ уравниван!я коэофищентовъь исключить неизвЪстное, имфющее въ обфихъ 
неравенствахъ одинаковый знакъ. Такъ, имя неравенства 


2%-- Зу > 23, 
32+ 2у< 24, 


можно исключить 2, умноживъ первое на 3, второе на 2 и вычтя второе изъ 
перваго. Такимъ путемъ найдемъ 


У>5. 


Давая у какое угодно значен!е, большее 5, напр. 7, найдемъ два предёла 
для 2: 


#>1, 2<23. 
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Подобнымъ образомъ хожно бы было исключить и у; вычитая утроенное 

второе изь удвоеннаго перваго неравенства, нашли бы 
#<+. 

Зат®иъ, для 2 < 4, можно изъ данныхъ неравенетвъ найти предфлы для у. 

Примъчаще. Не всякую систему неравенствъ можно рфшить. 

Пусть, напр., даны неравенства 

3&--5у > 1, 4%--5у > 9. 

ЗамЪчаемъ, во-первыхъ, что нельзя исключить у, такъ — какъ нелозволи- 
тельно дфлать почленное вычитане неравенствъ одинаковаго смысла. Также, не- 
прим нимь въ данномъ случа и ©10собъ подстановленя, потому-что рёшщивъ, 
напр., первое неравенство относительно у, найдемъ нисний предфаъ для у, а 
замфнивъ у этимъ предёиомъ въ выражен 45 -- 5у, мы послфднее уменьшимъ, 
а слВд. останется неизвЪстнымъ, будетъ-ни оно пеобходимо больше 9. Такимгь 
же точно образомъ убфдимея, что иельзя поключить и 2. 

Вообще, можеть случиться, что нельзя найти предЪловъ ни для одного не- 
извфетнаго; или же можно найти предфлъ дня одного неизвфетнаго, или, нако- 
нецъ, и дня обоихъ. 

369. Задачи. 


1. Умножить 06% части каждаго изъ нижеслВдующихь неравенствь на указан“ 
ные множители: 


а) —9<1 на 2; Ъ) 3>0,5 на —2; с) 2>ь на — 5; 
9) 44>—1 ва —9; е —7<—2 ва —4; Юта на —т; 
5) 18—25 на а^. 


2. Раздфлить об части каждаго изъ слфдующихъ неравенетвъ на указанныя ко- 
личества: 


а) 36 <48 нь —6; Ъ) < на @; дФа—П>Ъа$ шв а 
4) 548 < 154? ва — 54а; е) 1352-- 266 >> 91=? па. — 13. 
3. Возвысить въ указанныя степени неравенства: 
а) а >а— 1 вь кубъ; Ь) а <эт-Е1 вь квадратъ; 
с) #{1< у вь четвертую степень; @1-{х—а>:2—Ь въ квадралъ; 
е) 3 > —2 въ кубъ; Ра—1<60—2 вь пятую степень; 
8) —1> —2 вь пятую стенень; Ъ) 1—х<—а въ кубь; 
1) 3 —е> —1 въ седьмую степень; 
4. Извлечь корни: 
а) изъ 27 > 8 —кубичный; Ъ) изъ — 125<--64 — кубичный. 
©) изъ 729 >> 848 — кубичный; 4} изъ — 7776 < — 243 — патой степени; 
е) изь —729<—843—кубичный; $) изъ 625<.2401-—четвертато порядка. 
5. Упростить неравенства: 
а) (@—=)3--2 > 2 — аз(а —2); 
Ь) 9—3 < (ау); 
с) 26 — 26 >> (42 —#?)(а-Р--2). 


— 367 — 


6. Которая изъ двухъ суммъ: /7-- /10 и \УЗ-РУ19 больше? 
7. Тотъ-же вопросъ относительно. /8--\/18 и \У2-|- 50. 


8. Тоть-же вопросъ относительно \/10--/8-Н/6 и У2--/З-- 24. 


9. Доказать неравенство. 

«10-5753 — У] 310—275 УЗ 43 < 1. 
10. Если а, В и с позожительны, то доказать, что 

@-ь-- 9 — (@-+и-- 9 > (а-- 6 --е-9. 
11. Провфрить неравенство 
(а-но- <) > ав - Ее -Ра—в- (а 5—5. 
12. Доказать, что 
26 — 239-42)? -|- 2393 -|- 21 — уж 96 > 0. 

13. Доказать, что если а, $, с, м, у, а— количества положичельныя, то 


аи «ур ах уу, 


и что неравенство превращается въ равенство, если 


а ъ с 


— — —_ 


у 2 
14. Доказать, что при положительныхь а, 6 и с: 
8абе < (а-Н 5) -- о)е-а). 
15. Доказать, что при томъ-же услови 
бабе < аб (а-[6) | ас(а-|- с) -- Ве (6 -| в) < а -Ры- с). 
16. Доказать, что при всякихь а, фи с: 
а? -|- 02 -|- с > ав ае-- 6; 
если же а, В и с представляють стороны прямоугольнато треугольника, то 
@-- 52 - < (а ав 5). 
17. Доказать, что если а, бисит. к. положительны, то: 
1) зы -- > 3055; 


2) а о--ос-+9 < зе о); 


3) (а-ро-рое-и-- два --и-- а) (а-Ро--о(ав-нае-Н®). 
4) ирис > ае(а 5-- с). 


5) о ВЫ Зея + - > Я, 1дф 2 есть число буквъ а, 6,..., [. 


6) 1.2.3.4...... „<(“ т о 


Е: В Го 

8) 27а < (а 6-3 < 9(аз-- ьз- с). 

9) (46-Е асе (а-Нь-- 6) >> 9а5с. ы 
10) (а 6 — в) (а-Ре— в $ Ре — а) > ав де са. 
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а?\ 1 1 ее 
и) ()=+(%) з >У@-УЬ- 

18. Если @, В, си @ суть четыре похложптельныя числа, то доказать, что третье 

и четвертое изъ неравенствъ 
$? —4ав>0, а—-с>0, 3а4—6>0 и а—с>0. 

суть слфдетвя трехъ остальныхъ. 

19. Если 

вт и — 1 и тя = 1, 

то и тт ит < 1. 


20. Показать, что 25° — 8-22 не можеть быть меньше 6, какова бы ни была 
величина 5. 


„91. Что больше: 223 или 2 Р 
/92. Доказать, что при веякомъ 1, отличномъ отъ 1, 
1-25 > 2-2, 


а пря х—1 неравенство обращается въ равенство. 
1 
/23. Если и > 1, то г. ра -, когда 2>1 пли «< т 


„24. Вели изь двухъ положительныхь чисехь 4 н $, «>, то 
Мя— 4/55 ® > а. 
25. Если а, 6 ис, ил В, сиа, нли с, аи 6 ндутъ убывая, то 
а? -|- 62 -- с > @е -- а - 55; 
если же онф идуть возрастая, то 
аб -|- 52е- са < ав -- Ва -- с, 
полагая, что а, 6 н с — положительны. 
26. Доказать неравенство 
(А*-- В*-- б8--..... {а -- - е--..... ) >. (Ав-- ВЬ-Е Се--..... )*, 
каковы бы ни были количества А, В,..., а, 6,. 
27. При положительныхь а, 6 н с нифемъ: 
Эабс < (аъ с) (а - Ь?-|- сз). 
28. Доказать, что всякая дробь г (гд$ а иб полож.), сложенная съ обращенною 
дробью, даетъ сумму, большую 9. 


29. Доказать, что если а, В и с положительны, то 


2 26 2с 
1) ре р . 


а 
аз-|- $3 а 58 
2) ати” в Еь" 
30. Доказать, это #3 -|-1.> и? -|- п. 
31. Которое изъ двухь количествь: "Ум и "“Уй--Т больше другаго, полагая 


® > 0. 
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32. Доказать, что разность между ариометическою и геометрическою срединамн 


1 
двухъ положительныхъь чиселъ меньше 8 ввахрата разности этихъ чиселъ, разд$лен- 


м 1 м ь 
ной на меньшее число, но больше = квадрата тои же разности, раздфленной на 


большее число. 
33. Доказать, что неравенство 
а?(ь -|- с) -- а(6*-- 8 — 66) > @ 
справедливо при всякихъ величинах а, $ и с. 


34. Которая изъ двухъ дробей $ 
ат — 6" т— м 
Е" “а 
больше, въ предположени, что @>> 0, гд$ а и 6 ноложительны. 
35. Вели 2? — 9-5? и 9—6? | 4?, то показать, что 


ху > ав -- $4 пла аа-0е. 


36. Если > 4, то показаль, что 


37. Есдп а, 6 и А — числа положиоельныя, то доказать, что 


а—№ а--п. 
о ЗУ 


а&— а! 
а приа>ь А р те. 


38. Если числа а и 6 одинаковаго знака, то всегда 


(1--аа-о >14. 


Общфе, если а, 6, с,....,[ чнела положительныя, то всегда 
ааа-ь.... ао 1-ачь-е... 


39. Гармоническою срединою р чисель @, 6, с,...., В, 1 называютъ число 
я, удовлетворяющее равенству 


2 _1 1 1 1 1 
ао. 


Доказать, что гармоническая средина нЪеколькихъ положительныхь чиселъ всегда 
меньшие ихъ геометрической средины. 


при а < имфемъ: 


ОЕ . 
40. Доказать, что въ треугольник отношен!е <= (г есть радуеъ виисан- 


наго, а В, — опиваннаго круга). 


41. Доказать, что въ прямоугольномъ треугольник сумма тппотенузы и высоты 
больше полупериметра. 


42. Доказать, что во всякомъ треугольннЕ® 


< у — а). 
24 
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43. Изъ геометри извЪстно, что сели А и А’ означають илощади двухь  ира- 
вильныхь винсанныхь многоугольниковь ой и Эт сторонахъ, а Ви В’ — нлощади 
подобныхь имъ описанныхь многоугольниковъ, то 


2АВ 
= В — 
А А.В и АА 
й : 


: 1 
Доказать, что отношене В-& меньше ук но что когда В’—А’ и ВА 


й 1 
приближаются къ 0, то это отношен1е приближается къ 1. 
® 
44. Если р п ф’сь одной стороны, и Ри Р’—еь другой, означають перимет- 
ры многоугольниковъ предыдущей задачи, то изъ геометр!и извЪфстно, что: 
2Рр Е 
у у Г 
= — и = я ^. 
Р-р РА 
у 7 


р 1 1 
Доказать, что в всегда < ак приближается къ предфлу 1’ котла 
Р—риР’—р’ стремятся къ нулю. 


45. Изъ теометрш известно, что если В них суть радусъ круга н аповема 
правильнаго виисаннаго многоугольнлка, а В’ но’ радусъ и апоеема, многоугольника 
съ тьмъ же периметромъ, но съ двойнымъ числомъ сторонъ, то 


Доказать, что отношеше - 


1 1 
„’ всегда меньшее -„, стремится къ <’ ога 
, — 


В —” и В —* стремятся къ нулю. 


46. Доказать, что объемъ усфченнато параллельно основан!ю конусв больше 


объема цилиндра, им$ющаго туже высоту, а основанемъ — среднее счене ус\чен- 
наго конуса. 


47. Если буквою й обозначить высоту бочки, 7” — радусы ея основан й, а буд- 
вою В — рад1усъ средвлго сфченя, то объемъ бочки вычисляется по одной изъ слф- 
дующихь приблизительныхь формулъ: 


И 


ь 3 з *) 
ПЕ $ „© — НХ — . 
У=- (282-- °), У==4 {в 8 (В )} 
Доказать, что У У”. 


48. Доказать, что объемъ сферическаго слоя меньше объема цилиндра, имЪю- 
щаго ту-ве высоту, а основашемъ — среднее сФчене слоя. 


49. Два неравныхь шара лежать одинъ вн другаго, не имъя общихъ точекъ. 
Точки перес$чен1я ихъ съ линей центровъ принимають за веригины двухъ конусовъ, 
касательныхь къ шарамъ. Доказать, что поверхность сегмента, отдфляемаго кону- 
сомъ, касательнымь въ большему шару, больше поверхности, отдФляемой другимъ 
конусомъ на меньшемъ шарф. 

50. Доказать, что если 01, а), ...., а, суть числа положительныя, то 

12 — 


- т (ры а... - вы) > Ума, | Уна + Ува. ‚ .НУа, ла, 


а. 


*) Первая — формула Ухтреда (Опё ге); вторая — Деца (Пе»). 
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51. Доказать, что 


(ира ры... 4, < па ай... а). 
52. Если два количества @ и $ связаны услонемъ 


то одно изъ нихъ численно больше, а другое меньше 1. 
Рфшить слфдуюлйя неравенства первой степени съ однимъ нензв\фетнымт: 
53. (211 < -- 3—5. 


54. 0,25 — >18. 


2% 1 3% 1 
в = ео 
о 

3 7 Ея 8 д, 613 
ато вы, 
57. 0968 —1 41 _ 1 | 

и 8 12 6 


58. (@а-- 2% - 322 < (28 —1)%--7. 
59. (#2 —а < (#—а) (2? — 21-2). 


60. Между какими предфлами должно измфнять 1, чтобы разность д? — а? оста- 
валась отрицательною? 


—1 
была от- 


61. Между какими предфлами должно измфнять х, чтобы дробь о 


рицательна? 


62. Р»шить неравенство 


63. РЬшить неравенство 


265 а? 3х м 
а? РТ!) 2 а 


64. Опредфлить зависимость между ри 9, при которой совместно лмфемъ 
&=УР п ра, 
причемт р — положительно. 


65. Между какими предЪлами слфдуеть изм$нять 2, чтобы удовлетворить не- 
равенству 


3х 1 2 


я 
р 


&—1 


ОпредЪфлить всВ улья значения д, удовлетворяющая каждой изъ слфдующихь 
системъ двухъ перавенствъ съ 1 неизвЪстнымъ: 


66. 222—523 и Зам. 


67. 75—15 24% 30 и э—з<3. 3 


х—4 х--2 5 #1 1 
=> ха — +=. 
В 2 И 4 | 8 - р .3 


24% 


:. м-р 


и 


2% 2 _ х 
89. 3 — 61502 -|- р> 18100 — 5 397 и 


Ён ея 1 
ро р) << т Ва 
а ИА < 1899 —05 
5% 9 _ 2х 35 5% 
О Е И сиеы Е 
10. 6 4 => Ри 8 п 4 1< ОЕ 10 
Р%шить слфдуция совмфетныя неравенства; ы 


\.7 11. 4 — ЗИ и Ти— 228. 
Т2. 82 —Зи 10 и — 55-Е 2у> 8. 
73. ву 20 и 5 Зухи. 
74. 35—17 2 3у п х(1— 82) > 45 — 32—99. 
75. (2 —у < 3Зах—5--2° н Ш 2ау 15 — 3х. 


76. Разстояые между точками А п В равно 26; сумма разстояв!Й точки М отъ 
А п В равна постоянной величин 2а, причемь а`> с. Между каками предЪлами 
могуть измфияться МА и МВ? 


тт. Пусть будуть х п у два каке нибудь положительныя числа, цфлыя или 
дробныя, причемь ху. Доказать, что существуетъь безчисленное множество системъ 
значенй для лвухъь ифлыхъ чисель ри 4, удовлетворяющахъ условю 
д -- ВЕТ №1 м 
24-1 2 ^ 
Приложить къ случаю: #=10, Уи. 


18. Сколько монеть въ кошелькВ, если извфстно, что двойное чнело пхъ, умень- 
шенное шестью, не больше 2, а пятерное ихъ чнсло, уменьшенное 7-ю, не меньше 3: 


ГУТ АВ.А 32. 


Изелздованте уравненйя первой степени съ однимъ неизвз- 
стнымъ 


Р»шен!я: положительныя, отрицательныя, нулевыя, безконечныя, неопредфленныя. — 
Примфры изсеяфдовав!я буквенныхъ вопросовъ. — Задачи. 


370. Выразивъ условя задачи уравненемъ и рфшивъ это уравнен!е, найденное 
ршене изелФдують. Приэтомъ надо различать два случая. 

1. Когда задача дана въ числахъ, х. е. въ формЪ частной задачи, то получен- 
ное р$шене, удовлетворяя уравненю, не всегда представляеть вмфетВ съ этимъ и 
отз$тъ на вопросъ, алтебранческимъ выражевемъ котораго служить уравнене. Такъ, 
напр., если въ задачЪ требуется опредфлить число людей, и мы, составивъ уравнен1е 


3 1 
ни рЬшивъ его, найдемъ, что искомое чисхо равно д >, то подобныя числа, 


удовлетворяя уравнено, никоимъ образомъ не могутъь служить отв$томтъ па предло- 


Ва 

женную задачу, нбо число людей можеть выражаться только цфлыми чиелами. Другой 
примЁръ. Если въ задач требуется опредфлнть сторону треугольника, и рЪшивъ 
уравнен1е, вытекающее изъ условйЙ задачи, мы найдемъ, что длина стороны треуголь- 
ника равна —3 ф., то подобное р5шеше, удовлетворяя ур-н!ю, очевидно не можеть 
выражать длину стороны треугольника. Подобныя р%+шен!я, не соотвфтетвующия 
смыслу задачи, указываютъ на ея невозможность. Разыскан1е — гдф вроютея причи- 
ны невозможности вопроса, составляетъ задачу изсльдованя. 

Зат$мъ, иногда искомыя р»шен!я являются въ особыхъ формахъ — нуля, без- 
конечности или неопредфленяости. Изсл5дованйе значен:я подобныхь формъ по отно- 
шен1ю къ задачф тавже составляетъ предметь изследованя. 

2. Когда данныя вопроса выражены буквами, т. е. задача предложена въ общемъ 
видф, то значен!я неизвфетныхь выразятся формулами, составлевнымн изъ этихъ 
буквъ. Опредфлене условй, которымъ должны удовлетворять данныя для того чтобы 
задача была возможна; а также изучен!е всфхъ замфчательныхъ обстоятельствъ, кавля 
можеть представить разсматриваемая формула при всевозможныхь предположен1яхъ 
относительно данныхъ, составляетъ также предметъ изслдованя. 

371. Если задача приводить ЕъЪ уравнен!ю первой степени съ однимъ неизв%- 
стнымъ, то это ур., по освобожден отъ дробей, по перенесения членовъ п по 
приведев1и, всегда можеть быть приведено къ виду 


ах =ь....... (1). 


Для рфшен!я его, мы должны обф части раздфлить на коэффищенть @ при х. 
Если а есть количество конечное н отличное отъ нуля, то сказанное дзен! 
позволительно, и мы получимъ ур. 


8 
| 


(2) 


тождественное съ (1). Такъ какъ ур. (2) удовлетворяется энолько ири =2, то 
заключаемъ, что и тождественное съ нимъ (1) имфеть въ данномъ случа одно един- 
ственное реше, равное г воторое можетъ быть или подожительное, или отрица- 
тельное, смотря по тому, будутъ-ли а п В имфть знаки одинаковые плн разные. При 


Ь —0 это рЬшевше обращается въ 0. 
Но если положить а—0, то мы уже не пмфемъ права множнть обф части 


} 1 
ур-в1я (1) на дробь 7’ Воторая въ этомъ случа равна СО, ибо мы не можемъ 


утверждать, что новое уравнен!е будетъ въ данномъ случаф необходимо тождественно 
давному. Пфль изслдован!я — розыскать, каково будеть рёшеше уравнен1я (1) въ 
частомъ случа 4—0, причемь 6 можеть быть или отлично отъ нуля, или также 
равно нулю. 

Изт сказаннаго закточаемъ, что намъ паедстоитъ разсмотр$ть слфдующие случаи: 

1) апф конечны п имфютз одинаковые знаки; 

2) ап конечны и ипмфють протпвоположные знаки; 

3) а — конечно, 6—0; 

4) «—=0, В — конечно; 

5) а =0иь-—0. 


372. Г. Положительныя рёшеня. — Когда а и ® конечны и имфютъ одинако- 
ь ь 
вые зваки, то 2==-., какъ частное оть раздфаемя двухъ конечиыхь количествъ 


одинаковаго знака, означаеть конечное положительное число. Это же самое не- 
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посредственно видно и изъ ур. (1); въ самомъ дл, будуть-ли @ и 6 оба положи- 
тельны или оба отрицательны, выражешя ах и Ь могуть быть уравнены только 
выборомъ опредфленнаго положительная значен1я для х. 

По отношен1ю къ задачЪ, положительныя значен1я, получаемыя для неизвфстнато, 
въ болушинстеь случаевь представляютъ вполнф опредФленный и ясный отвзть на 
нее, и этимъ самымъ показывають возможность задачи. Подтвержденемъ этому служатъ 
всф задачи, рёшенныя нами въ 8$ 280 —287. . 

Но есть случан, когда положительныя р®шен!я, удовлетворяя уравнению, не 
представляють, однако, удовлетворительнато отвфта на задачу и этимъ обнаруживаютъ 
ея невозможность. Это бываетъ нменно тогда, когда неизвфстное вопроса, по самому 
смыелу задачи, должно удовлетворять такнмъ условямъ, которыя ие могутъ быть 
выражены уравненемъ; напр., котда неизвестное должно быть цфлымъ числомъ, 
или не должно выходить изъ опредфленвыхъ предфловъ. Въ такихъ случаяхъ поло* 
жительное рёшен1е, не удовлетворяющее этнхъ особымъ условямъ, унажетъ намъ, 
что задача невозможна. : 

Въ пояснене приводимъ сл$дуюцщае примфры. 

ПрРимъзРъ 1.— Партия рабочихь, состоящая изь мушинь ц женщи, въ числ 
50 человько, заработала вв 6 дней 170 руб., причемь каждый мущшина получаль въ 
день по 1 рублю, а каждая женшина по 50 коптъекз. Сколько было мушинь и жен- 
иииз2 

Пусть мущинъ было 2; слд. число женщинъ равнялось 50 — 5; каждый мущи- 
на получаль въ день 1 р., сл$д. х мущинъ въ 6 дней заработали 6х руб.; 50 —х 


женщинъ, получая въ день по > р. каждая, въ 6 дней получили 6.5.60 —2) ли 
3(50 —2) руб. По услов!ю задачи: 

6%-- 3(50 — 2) = 170. 
Р+%шая ур., найдемъ, что чисхо мущинъ 


а число женщанъ 
1 
50 — 21—43 —. 
3 


Изсльдованте. — Эти дробныя р$шен!я суть единственныя рфшевя, удовле- 
творяюция уравнен!ю; но уравнен!е представляеть точное п полное выражен!е условя 
задачи. Сл$х. другнхъ рфшен! задача не можеть имЗть. Но по смыслу задачи рф- 
шен!я должны быть числами цфхыми; а какъ уравмен!е дало дробныя рёшеня, то 
заключаемъ, что задача невозможна. 

О невозможности задачи можно судить по самымт усломямъ; въ самомъ дфлЪ, 
суммы, заработанныя мущинами и женщинами, суть числа, кратныя 3, сл$д. и полная 
сумма должна выражаться числомъ кратнымъ 3; между тфыъ, 170 не имфеть этого 
свойства. Въ этомъ ни состонть несообразность условй, выразившаяся полученемъ 
дробныхь рЪшевй. 

Прлримзръ П.— Онредьюлить двузначное число, въ которомь сумма цифр равна 
4, есль извъстно, что придавь къ числу 72, найдемь число обращенное? 

Пусть цифра единиць равна 1, тогда цифра десятковъь выразится формулою 


14—, самое ше число формулою (14 — *).10-|- м; обращепное будеть: 10и-- 
(14 —м). По условю: 


(14 —и).10-- ч-- 72 —10ы | 14 — мч. 
Р%шая уравнене, найденъ: *—11, @—3, 
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Изсяедовднте, Это цзяое положительное р®фшен!е есть единственное р%ше- 
не, удовлетворяющее уравнен!ю; слфд. задача’ не можеть нмфть другаго рёшевя. 
Но свойство вопроса требуетъ, чтобы искомыя числа ни превышали 9; н какъ одно 
изъ нихъ превышаеть этотъ предЪль, то заключаемъ, что задача невозможна, 

О невозможности задачи можно судить по самымъ условямъ. Въ самомъ дфлф, 
двузначное число, котораго сумма цифръ равна 14, можеть быть: или 59, или 68, 
или 77, или 86, или 95. Къ какому бы изъ этихъ чисель ни придали 72, никогда не 
получимъ обращеннаго числа, такъ какъ каждый разъ будуть получалься числа трех- 
значныя. 


373. п. Отрицательныя рёшеня. — Когда а и В конечны п имфють протнво- 
|, 
положные знаки, то формула ==. даеть для нензвЪстнахго вонечное отурицатель- 


ное число. Это непосредственно видно и изъ уравнешя ах=-6; въ самомъ дЪаф, 
пусть напр. а>0, &8< 0: очевидно, что ур. не можеть быть удовлетворено ни- 
какимъ похожительнымъ значенемъ 1, ибо произведене положительныхъь чиселъ @& и 
д не можеть дать отрицательнаго числа; но об части могуть быть уравнены выбо- 
ромъ отрицательнаго значеня для х, ибо произведене положительнато @ на отрица- 
тельное х дастъ отрицательное количество 6, при опред$ленномъ числовомъ значении т. 

По отношеню къ отрицалельнымь р%шенямь докажемъ слфдующую теорему, 
| прим$нене которой тотчасъ же найдетъ себф мфето. 


374. ТЕОРЕМА. — Два уравненя съ однимъ неизвьстнымь, разняшаяся между 
собою только знаками членовь, содржащиль неизвестное, имьють рьшешя равныя 
по величин, но противоположныя по знаку. 


Въ самомъ дфлВ, возьмемъ два уравнен!я 
ав -- о — д-Я9.... (1) п —@а- = вфа.... (2). 


Рушая первое, найдемъ 


р$фшая второе, имфемъ: . 
4—6. 
ае 


Сравнивая обЪ формулы для 5, замфчаемъ, что они имфють одинаковую величину, 
но противоположные знаки, такъ-что если рёшене 1-го ур. положительно, то рфше- 
н1е 2-го отрицательно, и наоборотъ. 

Итакъ, если уравнене 1-й степени съ однимъ пеизвфстнымъ имфеть отрицатель- 
ное рфшене, то такое же точно по абсолютной величинз р%иея1е, но взятое съ по- 
ложительнымъ знакомъ, удовлетворяетъь уравненю, которое получается изъ перваго 
уравнен1я перемфною х на —#. 


375. Перейдемъ теперь къ разсмотрёню вопроса о томъ, какое значеше мо- 
жеть имть отрицательное р%фшен!е по отношеню къ задачф, отв$томъ на которую 
оно служить. Разборъ нижеслФдующихь задачъь покажеть намъ, что отрицательное 


р$фшене всегда служить указан1емъ на одно изъ сл$дующихь обстоятельствъ: 1) или 
аресЧАИНЕ. 


на нфкоторую несообразность. въ.условыхъ задачи, несообразность, которую, впро- 
чемт, можно исправить; 2) или на неправильную постановку вопроса;.. 3). или на не- 
правильное. предположен!е, сдфланное при составлени уравненя иЗЪ условй задачи 
и обусловленное не внознё опредфленною формою вопроса; или, наконец, 4) на 
‘абсолютную невозможность задачи. 
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376. Приизръ 1. — Найти цъну одною фунта нькотораю товара, зная, 


что зьна 3 фунтовь ею, уменьшенная 5-ю рублями, равна инь 7 фунтовь, увели- 
ченной двумя рублями? 


Пусть цфиа фунта будеть х руб. Изъ усхов!я задачи непосредственно получаемь 
уравнен1е 
32—5— 7-2, 
рЬшивъ которое, получаемъ 


———. 


ИзслвдовлЩнитге. — Получили отрицательное рфшен{е; но искомая величина — 
цфна фунта товара, по существу своему, положительна; заключаемъ, что отрицатель- 
ное рфшене должно указывать на несообразность въ самыхъ условяхъ задачи. Въ 
дханномъ случа эта несообразность прямо бросается въ глаза: въ самомъ дфлф, ифна 
3 фунтовъ, уменьшенная 5-ю рублями, никакъ не можеть равняться большей пфнЪ 
(7-ми ф.), да еще увеличенной 2-мя рубляин. 

Попытаемся исправить несообразныя условя задачи; и для этого замфтимь, что 


осли въ уравневе, составленное по этимъ усломямъ, вместо х подставимь — <, то 
новое уравнене 


— 3—5 ——72--2,..... (0 


будеть имфть рфшен!е, по абсолютной величин равное прежнему, а по знаку поло- 
жительное, т. е. новому ур-н1ю удовлетворяетъ 


т 
==. 


Оно будеть представлять прямой отвФть на задачу, соотвфтствующую измфнен- 
ному ур-н1ю (1); поэтому, если окажется возможнымъ слегка изм$ниить услов1я данной 
задачи, не изм$няя численной величины данныхъ, такъ-чтобы новая задача соотвЪт- 
ствовала, ур-н!ю (1), то положительное рфшен!е и будетъь служить прямымъ отвфтомъ 
на изифненную задачу. Помноживт 00% части ур-н1я (1) на —1, дадимъ ему видъ 

38—75=172—2,.... (2). 

Такъ какъ здЪеь къ 3% придается 5, а не вычитается 5, какъ было въ перво- 
начальномъ ур-нш; залФмъ изъ 7х вычитается 2, а не вридается, кавъ въ первонач, 
ур-нш, то очевидно, что ур. (2) есть алгебраическое выражеве условй слфдующей 
задачи: 

„найти цъзну фунта н»котораго товара, зная, что цфна ‘3 фунтовъ его, увеличенная 
5-ю рублями, равна цфнВ 7 фунтовъ, уменьшенной 2-мя рублями?“ 

Отвфтъ: 1 р. 75 в. удовлетворяеть этой задачЪ, какъ нетрудно убфдиться по- 
вЪркою. 

Возможность исправлен1я задачи въ данномъ случаф обусловливалась тфмъ, что 
хотя искомое и есть зд$сь величина, положительная, но данныя (5 р.п р.) могуть быть 
принимаемы въ двухъ противоположныхь значен1яхъ — въ смысл® придаваемыхь п 
вычитаемыхьъ величинъ. 

ПримъРръЪ П.— Найти люта нькотораю лица, зная, что если изь пять разь 
взятао числа ею льть вычесть удвоенный возраст, который оно имтло 20 лъту 
тому назад, то въ остаткъ полушится число льтъ, какое оно будеть имють че- 
резъ 12 лъть? 


Пусть будеть 1 — требуемый возрастъ. Изъ условЙ задачи непосредственно 
получаемъ уравнен1е 


5% —(#— 20).2=2--19..... (1). 
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ТР%щивъ уравнев1е, паходимъ 
—— м. 


ИзсдедоваНтЕ. — Искомая везличина-—число лфть лица, по существу своему, 
положительная; а потому отрицательное рфшене указываеть на невозможность зада- 
чи. Эту невозможность легко обнаружить сл$дующимъ образомъ. Если нзъ упятерен- 
наго числа л№тъ лица вычесть удвоенное число лфтъ, которое лицо это имо 20 
лЪть тому назадъ, то получится 5х — (1—20).2 пли 32--40; при положительномъ 
д, каково это количество и должно быть по существу своему, 8х--40 никонмь 
образомъ не можеть равняться 2-12, т. е. услов1я задачи невозможны. Попытаем- 
ся теперь измфнить условя задачи, не измфняя величины данныхь, такъ, чтобы 
задача сдфлалась возможною и имфла рфшенемъ положительное число 14. Съ этою 
цфлью измфнимъ въ уравнени (1) х въ — <; найдемъ: 


— 5 —(—-я— 20)2 = —#--12, 
иди, помноживъ обф части на — 1: 
51 — (# | 20)2 =#— 19. 

По извфстной теорем%, рфшен1е этого ур-н!я есть х —-|+ 14; оно представляеть 

прямой отвфтъь на задачу, соотвфтствующую этому ур-н!ю. Задача эта, очевидно, 
такова: 
„Найти`возрасть лица, зная, что если изъ упятереннаго числа его лфть вычесть 
удвоенное число хФтъ, какое оно будетъ имъть черезь 20 лють (а не: какое оно 
имфло 20 л. тому назадъ, какъ было въ условйи данной задачи), то въ остатк® по- 
лучнтся число лфтъ, какое это лицо имфло 12 4. тому назад (вмфето: будетъ ныть 
черезъ 12 л., какъ дано было въ услови задачи). 

Легко провфрить, что число 14 удовлетворяетъ услов1ямъ ‚ этой измфненной задачи. 

ПрРимзРрЬ Ш.— Отцу 40 лють, а сыну 13; черезь сколько лльть отець будеть 
вчетверо старше сына? 

Положимъ, что черезь х лЬть отъ настоящаго временн отецъ будеть вчетверо 


старше сына; слФд. отцу будеть 40--2, а сыну 18--2 лтъ; ин по условю задачи 
имфемъ ур-нв!е 


40-х —4(13 --2).... (1). 

Р®шивъ это ур., найдемъ 

=—4, 

ИзсльдоваНГЕ. — Прямымъ отвфтомъ на вопросъ должно бы было служить 
положительное рфшен!е; отрицательное рёшеше указываетъ, что вопросъ невозможень 
въ томъ смысл$, въ какомъ онъ заданъ. Невозможность вопроса можно обнаружить 
слфлующимъ образомъ. Отношен!е лфтъ отца къ лЪтамъ сына вь настоящее время 

40 
выражается неправильною дробью та’ которой величина менше 4, и требуется уз- 
нать, сколько нужно придать къ числителю и знаменателю, чтобы дробь сдфлалась 
равна 4, т. е. чтобы она увеличилась. Но легко видфть, что отъ придан!я по-ровну 
КЪ членамь пеправильной дробн величина ея не увеличивается, & уменьшаетея; въ 


[12 
самомъ дфлЬ, взлвъ неправильную дробь ъ (гдф, слЗд,, @> 6), и придавъ въ чле- 


намъ ея по т, получимъ дробь ты ; приведя 06% дроби къ общему знаменателю, 


В ав -- ат аб -- т. 
найдемъ, чго первая — -а вторая сравнивая числителей, и 


— т) ‚ ЩЕ т)’ 
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замфчая, что ат > т, тавъ-вакъ а > В, находимъ, что дробь дЪйствительно умень- 
шилась. Итакъ, постановка вопроса сдфлана неправильно, что и обнаружилось въ 
рЬшен!и полученемъ отрицательнато отвЪта. 

Это отрицат. рёшене указываеть выфст съ тфмъ — какъ слфдуетъь правильно 
поставить вопросъ, именно, что сл$дуеть спросить: сколько лють тому назадь отецъ 
быль вчетверо старше сына? 

Что вопроеъ долженъ быть измфненъ въ этомъ смыслф,—это показываеть и тотъ 
премъ, который служиль для исправлен!я несообразныхь усло въ двухъ предыду- 
щихъ задачахъ. Подетавивъ въ ур. (1) — х вмфето 2, найдемъ ур. 


40 —2= 4(13 —2), 
которое, очевидно, служить алгебраическимъь выраженемъ усзовй вопроса: 

„Въ настоящее время отцу 40, а сыну 13 лёть; сколько лёчъ тому назадъ отецъ 
быть вчетверо старше сына?“ Положительное рёшене х—4 и служить прамымъ 
отвФтомъ на эту задачу, какъ легко убфдиться въ этомъ повфркою. 

ПРимБРЪ 1\.—Изь двужь изроковь А и В первый имъетъ 400 р., @ второй 
190 р.; посль нъеколькить иръ у А оказалось втрое боьъе, чьмь у В. Сколько вы- 
аираль АР 

Пусть А вынграхъ х рублей; ур-не будетъ 

400 -|- х —= 3(120 — 2), 
откуда 1 — — 10. 


Изсяедовлитк. Прямымъ отвфтомъ на вопроеъ служило бы положительно 
рфшен!е; отрицательное р%фшеше показываеть, что вопросъ невозможенъ въ томъ 
смысл$, въ вакомъ онъ заданъ. Невозможность вопроса хегко обнаружить. Лицо А, 
иифя до начала игры больше чфмъ втрое лица В, посл выиграша, очевидно, не 
можеть имЪть втрое больше денегь чфмъ у В. Поэтому, вопросъ: „сколько выиграль 
А?“ поставленъ неправильно. Отрицательный знакъ рфшен1я указываетъ-—кавъ долж- 
но правильно поставить вопросъ, именно, что нужно спросить: „сколько руб. А про- 
играх?“ Къ тому же заключен приведетъь и указанный выше пр1емъ истолкован!я 
отрицательныхь рфшен!й; въ самомъ дфлф, подставивъ въ ур-не — д вы$ето х, 
найдемъ: 

400 — < — 3(120 -- х}; 
положительное рфшене х — -- 10 этого ур-в!я и служить прамымъ отв®томъ на 
вопросъ, ему соотв$тетвующй: „изъ двухъ игроковъ А имфль 400 р., В — 120 р.; 
посл$ нфеколькихь игръ у А оказалось втрое болфе чфиъ у В. Сколько ирошрале А?“ 

ПРимзРь У.— Два 70ъзда дуть равномърно въ одномь направленйь къ стан- 
щи, отетоящей оть мъста выхода первало поъзда на 200 верстз, а отз мьста 
выхода вторало на 90 версть. Первый потздь проходить 25 версть въ чась, второй 
1 верстъ. Опредълиить разстояще точки вспуръчи 70ть9дов оть станщи, полая, 
что оба попзди выходять вь одно время? 


л 8 А 6 й. 


Черт. 11. 


Пусть пофзда выходаять пзъ А и Ви Фдутъ къ ставни С; ТАкЪ какъ нельзя 
заранфе сказать, встр%тятся ли пофзды недофзжая станщи С, или профхавши ее, то 
для составхен!я уравнен!я необходимо сдфлать то или другое долущен1е. Итакъ, пред- 
золожимъ, что точка ветрЪчи находится въ разстояв!н х верстъ недовэжая до стан- 
{и С, въ нфкоторой точк$ В. Первый пофздь, выхохдацйй изъ А, проходить раз- 
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стояне АК, равное 200 — 2 вер., дфлая по 25 веретъь въ часъ, а потому пройдеть 


200 — 


: & в 
все разстоян1е АБ въ на часовъ; второй, дфлая въ часъ по 14 в., пройдетъ 


Е О —х ; 
разетояне ВВ — 90 —2в., въ = час. Выходя со ставщй Аи В въ одно 


время, ови употребляютъь на прохождене разстоянй АВ п ВВ одинаковое число 
часовъ, а потому 
200 —х_ 90 —х 
Е — = в, 
25 14’ 0) 


откуда х — — 50 верстамъ. 

ИзсльдоваНтЕ. — Прямымъ отвфтомъ на вопросъ служило-бы положительное 
рфшен!е; посмотримъ, кавкъ объяснить въ данномъ случа происхождев!е отрицатель- 
наго отвфта? Обращаясь къ условямъ задачи, не находимъ въ нихъ никакой несо- 
образности: пофздъ, выходяниЙ со ставщи А, двитаяеь скорфе пофзда, выходящаго 
изъ В, долженъ догнать его гдф нибудь вправо отъ точки В. Слфд., не въ условяхь 
задачи должно искать источникъ отрицательнато отвфта. Обращаясь затфмъ къ во- 
просу, замчаемъ, что онъ поставленъ не виола опредфленно, такъ какъ въ немъ 
не указано, гдЪ искать точку встрфчи — не дофзжая станщн С, пли за вею. Въ 
виду этой неполной ясности требован!я, пришлось при составлени ур-н!я сдфлать 
одно изъ двухъь предположев!Й: или что пофзда ветр%тятся влфво оть С, или что 
встр$ча ихъ произойдеть вправо оть 0. М сдфлали первое предположен!е, и полу- 
чнян отртцательный отвфтъ, который и указываетъ, что слфдовало сдфлать противное 
этому предположене. Предположнвъ, что ветрфча произойдеть вправо отъ С, въ вф- 
воторой точк$ В’, отетоящей отъ С на < верстъ, получимъ ур-в1е 

200 + _ 90-1 (2) 
2 — 4’ 
котораго положительное рфшеше х —=-|-50 и служить прямымъ отв®томъ на во- 
просъ: „въ какомъ разстоян1и за станшей С оба пофзда ветр®тятся?“ Замфтнмъ, что 
н здфеь ур. (2) получается изъ (1) перемною # въ — #. 

Въ данномъ примфрф отрицательное ршея!е получилось не отъ несообразности 
задачи, но отъ ложнаго предположен!я, сдфланнато при составлев!и ур-в1я. Абеолют- 
ная величина отриц. рЪ»шен1я, взятая съ положительнымь знакомъ, представляеть 
отвфть на задачу, но представляеть неизвфстное съ значенемъ, прямо противополож- 
нымъ тому, какое ему придавали при составлен!и ураввен!я. 

Примзрь У1.— Три точки А, В и С находятся на одной ярамой, причем 
точка В лежить между двумя друпими; разстояне АВ—=2 фут; А6—=59. На 
яродолжени прямой, соединяющей точки А и С, найти такую точку М, которой 


разстояне оть точки В было бы среднимь пропориональнымь между ея разстояшя- 
ми оть точекь А и С? 


м и В ( „Ш 
—— 


Черт. 12. 


Точка М можеть находиться пли вправо оть точки С, или вафво отЪ точки А, 
нА рг101Ё нельзя сказать, какое изъ этихъ двухъ положен она должна занималь, 
Допустимъ, что она должна находиться вправо отъ С, п обозначииь разстояне ея 
оть А буквою х. Уравнен1е задачи будеть 

(1 — 2) —2(а—5).... (1) 
РЁшивъ уравнене, найдемъ: 5 = — 4, 
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ИзсльдовантеЕ. — Прямымъ отьфтомъь на вопрось было бы положительное 
р%шеве; затфыъ, такъ кзкЪ услоыя задачи не содержать никакой несообразности, 
то завлючаемъ, что отрицательное р$шен!е обусловливается единственно ложнымъ 
предположененъ, сдфланнымъ при составлен! уравнев!я. Поэтому, положимъ, что 
искомая точка находится влФво отъ А, и обозначимъ по прежнему разстояве АМ’ 
буквою х. Уравнене задачи будеть въ этомъ предположении такое: 


(#2 —=(а-Р5)...... (2). 
Но если въ ур. (1) перемфнимъ д въ — 2, то найдемъ 
(—< — 2): = —+(—1—5), ии (5-2) =(--5), 
т.е. ур. (2). Изъ этого прямо закхючаемъ, что корень ур-ня (2) отличается отъ 
корня ур-н!я (1) только знакомъ, и потому равенъ +4. Итакъ, точка М находится 
влфво оть А, въ разстояи — 4 ф. отъ этой точки. 


Такимъ образомъ и въ этой задач отрицательное рёшене указывало только на 


ложное предподожене, сдфланное относительно положеня некомой точки при состав- 
лени уравнен1я. 


ПРимМБРЬ УП.—Импемь двухь сортовн чай вь 5 0. и в 8 р. фунть. Ско- 
ко нужно взять каждало сорта, чтобы составить 6 фунт. ильною въ 10 р. за фунта? 
Если перваго сорта возьмемъ х ф., то втораго нужно взать 6—2 ф. Пфна пер- 
ваго будеть 5х р., цфна втораго 8(6 — 2) р., цфна всей смфеи 5х -Г 8(6 — #); по 
условю: 
5х -- 8(6 — 2) = 60, 
откуда ==. 


ИзсльдовангеЕ. — Искомое данной задачн есть величина существенно поло- 
жительная, а потому отрицательное рфшене здфсь не имфеть смысла. ИзыФннивъ въ 
ур-нш х на — 2, найдемъ ур., котораго рёшене будеть -|-4, но подобрать задачу, 
соотвфтетвующую измненному ур-н!ю, и однородную съ данной, въ этомъ случаЪ 
нельзя. Обстоятельство это увазываеть на то, что задача абсолютно невозможна, И. 
дЪйствительно, изъ двухъ сортовъ чаю — въ 5 и въ 8 р. за фунтъ нельзя составить 
смфеи, дфна одного фунта которой превышала бы эти цфны, 


ПрРимзРъЪ УПТ.— 94а входь въ музей взымается плата двоякалю рода, а именно: 
20 коп. (причем сборъ этоло рода назначается на содержаще боладъльни), и кромъ 
2т010 взымаетея плата, пропорщональная числу часовъ, проведенныхь посптителемь 
в» музеь, причемь за каждый чась берется по 5 коп. (этотъ сборъ назначается на 
новыя прлобръьтеня). Однажды 60 человъькь вошли вв музей въ полдень, у вышляь вст 
8% одно время. Во скольго часовь они оставили музей, если весь сборъ быль равень 
9 рублям? 

Пусть д — будеть число часовь отъ полудня ло момента выхода посфтителей 
изъ музея. Сборъ равенъ, съ одной стороны, 900 коп., а съ другой (20-|-5).60 к. 
Уравнен1е задачи есть 

(20 -- 5=).60 — 900, 

откуда, = —1. 


Изсльдовлнте. — Хотя нензвЪстное въ данной задачЪ есть времл, которое 
можно считать въ двухъ протнвоположныхь направленяхъ (до полудня п по-полудни), 
но очевидно, что въ предложенной задач рЪфчь пдеть объ абсолютномь количеств 
часовъ, проведенныхь посфтителями въ музеф. Поэтому задача требуетъ положитель- 
наго рмешя. Подставивъ въ ур-я!е — выфсто т, мы конечно получим ур-не, которое 
будеть имфть положительное р®шеше 2 = -- 1; но измфнить задачу тавъ, чтобы 
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она соотвЪтетвовала измфненному ур-вю, оказывается невозможно. Такимъ образомъ, 
отрицательное ршене указываетъь, въ данномъ случаЪ, на абеолютную невозмож- 
ность задачи. Невозможность задачи состоить въ томъ, что полный сборъ (9 руб.) 
меньше даже суммы, получаемой отъ одного 20-ти копнфечнаго сбора со всфхъ 60 
лицъ, составляющей 12 р., а это, очевидно, нелФпо. 


377. Заключене. — Разобранные примфры приводять къ тому завключеню, 
что получене отрицательныхъь рЪфшев1Й указываетъ: 1) пли на несообразность са- 
мыхъ условЙ задачи, какъ въ примфрахъ Ги П; 2) или на неправильную постанов- 
ку вопроса, какъ въ примфрахь Ш и 1\; 3) илн на неправильное“ предположенше, 
сдфланное при составлениг ур-н!я, какъ въ примфрахъ Уи У[; 4) пли наконецъ, 
на абсолютную невозможность задачи (прныёры УП и УШ). 


Для истолжованзя смысла отрицательно ръшешя всегда употребляется одинъ 
и тотъ же премъ: въ уравнен1е, вытевающее пзъ услов!Й задачи, вмФето х подетав- 
ляють — <, и получають тавимъ образомъ новое ур-н1е, корень котораго имфетъь 
прежнюю абсолютную величину, но положительный знакъ. ЗатФмъ пытаются, че 
измюняя числениио значешя данныхь, подобрать задачу, которая соотвфтствовала-бы 
изм$ненному уравнен1ю. Если эта попытка будетъ имфть успфхь, то слФдуеть заклю- 
чить, что отрицательное р%$шен1е означало только нФкоторую неправильность въ 
условяхъ, либо въ постаповкв вопроса, либо въ предполжен1и при составлен!и ур-н1з, 
и положительное рфшене измфненнаго ур-н1я будеть служить прямымъ отвфтомъ на 
исправленную задачу. Если же сказанная попытка будетъь безуепфшна, то слфдуегъ 
заключить, что задача абсолютно невозможна. 


378. Ш. Нулевыя рфшеня, Когда а конечно, а 6—0, тогда = 


0 
Ут а такъ 


какъ частное отъ раздЗлен1я нуля на конечное количество есть ноль, то 


= 0. 


Обращаясь къ уравненю, находимъ, что при’ 6—0, оно принимаеть видь 
ах —0; но чтобы произведене двухъ множителей, одниъ изъ которыхъ конеченъ, 
равнялось 0, необходимо, чтобы другой множитель равнялся 0; и такъ, ур. не мо- 
жеть быть удовлетворено никакимъ инымь значешемь неизвфстнаго, кромф нуля. 
Такое ршене называютъ нулевым. 


Если по смыслу задачи неизвфстное можеть быть нулемъ, то нулевое рфшене 
дастъ удовлетворительный отв®тъ на вопросъ; если же искомое, по смыслу вопроса, 
означаетъ число неравное нулю, то получене нулеваго р%шен!я укажетъь на невоз- 
можность задачи. 


Примфръ [.—Отиу 57 льют, а сыну 19; черезъ сколько льтъ отець будеть 
втрое старше сына? 


Обозначивъ искомое буквою х, будеть имфть ур-н1е 
57-5 = = 319 |2), 
или 57 =57-- 32, или 25=0, откуда 20. 


Отвфтъ этотъ даетъ удовлетворительное р5шене вопроса, показывая, что уже 
въ настоящее время отецъ втрое старше сына; дЪйствительно: 57—19 х 3. 


= 


4+ 
Примзръ П.— Знаменатель дроби равенъ -8 (Я числитедя; есль жеж исли- 


1 : 
этелю придать 5, а къ знаменателю 10, то дробь обратится въ >. Найти дробь? 
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Означивъ числителя искомой дроби буквою х, имфемъ ур-ще 


#--5. а 


= Ао ВУ == 0. 
32 + 10 
Этотъ отвЪтъ обнаруживаетъ, что такой дроби, какъ требуется въ задач, не 
существуетъ. 


379. 1\. Безнонечныя рёшеня. — Если а—0, $<0, общая формула при- 
нимаеть видъ 


х— в = 99; 


это значить, что х безконечно—велико; обращаясь къ уравнешю, находимъ, чго оно 
въ данномъ случаЪ принимаеть вндъ 


ОХ =, 

и требуетъ нахожден1я такого числа, которое, будучи умножено на ноль, давало-бы 
конечное произведене 5. Но мы знаемъ, что ноль, умноженвый на конечное коли- 
чество, даетъь всегда ноль; а между тфмъ вторая часть ур-Н!я отлична отъ пуля, и 
слфд. невозможно удовлетворить уравнению никакимь конечнымъ значешемь х. Итакъ, 
безконечныя р5шешя служать признакомъ невозможности удовлетворить ур-н1ю ко- 
нечнымъ значенщемъ неизвъстнаго. 

Но не всегда тавя р$шеня означають невозможность задачи. Когда, по смы- 


слу задачи, неизвфстное должно быть конечнымъ количествомъ, то безконечное р*%- 
шен1е укажетъь невозможность задачи. 


Примзръ. — Нити число, которазо половина, сложенная съ ео третью, 
зревышала-бы на б единииь пять разъь взятый избытокь четвертиь это1о числа надь 
ео двънадиатою долею. 

Называя искомое число буввою х, получныъ уравнене 


ВН 


Освобождая это ур. оть дробей находимъ 
12 __ 12 
10—10 0 


> \ 
Полученное безконечное рёшене означаеть невозможность задачи. О невозмож- 


ности задачи можно заключить & риог, измфнивъ нфеколько форму заданйя. Въ еа- 


1 1 5 
момъ дфлф, — и — какого нибудь числа составляютъ выфетВ — его; а избытокъ 
23 т 6 


105 =105--72, пли (10 —10)5=12, откула #— =0с: 


1 1 
и надъ 15 числа, составляетъ ® этого числа; а потому задача можеть быть выра- 


ы 5 5 
жена такъ: „найти число, и котораго превышаютъ на 6 единиц м того же числа?“ 


Въ этой формф нелФпость задачи становится очевидною. 

Когда неизвфстное есть величина вспомозательная, то случается, и именно въ 
вопросахъ геометрическихъ, что безконечное значене х не указываеть невозможно- 
сти задачи. Такъ, когда для опредфленя положев!я прямой, удовлетворяющей раз- 
личнымъ геометрическимъ услонмямъ, принимаютъь за неизвфстное-разстоян1е между 
точЕою пересфчен1я этой праной съ давною пряною и точкою, взятою на этой вто- 
рой прямой, то очевидно, что безконечное значене неизвЪфстнаго укажеть на парал- 
хельность обфихь прязыхъ. 
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Примёръ.—Жь двумь крушмь, которыхь райусы равны В ци т, провеестиь 0об- 
иную вньшною касательную (Черт. 16). 


Задача будетъ рфщена, если мы опредфлниъ положене точки Т, въ которой ис- 
комая касательная встр3чаетъь лин!ю центровъ. Примемь за неизвЪстное-разстояве 
точки Т отъ центра О; изъ подобя треугольниковъ ОАТ н о@Т пыфемъ пропорцю 

ТО : То = ОА : оа, 
или, положивъ: ОА — В, оа—х, 90о—а и ОТ=х: 


2: (1—а)=В:х, откуда "= 


Сдфлавт, В —, найдемъ: 2=9 — со. Но это безконечное рфшеве отнюдь 
не означаеть невозможности задачи: оно показываетъ только, что при данномъ ус 
лови (В —7) точка Т удалилась въ безконечность, иными сховами, что общая каса, 
тельная приняла особое положене относительно лив!и центровъ, а именно: сд$лалась 
параллельна этой лини. И въ самомъ дфлВ, при В —, фигура ОАао обращается въ 
прлмоугольниеъ, и слЪдовательно лия Аа дЪфлается параллельна Оо. 


380. \. Неопредфленныя рёшеня.—Пря а —0 и 6—0 общая формула при- 
нимаеть видъ 


Е 
0 
означающ неопредъленность. Обращаясь къ ур-юю, находимъ, что оно беретъ видъ: 
охх=0. Какова бы ни была величина х, первая часть всегда равна нулю, а слёд. 
ур-н1е обращается въ тождество при всякомъ х, а потому оно дЪйствительно неопре- 
дфленно. 
Неопред$ленныя р+»шен1я указываютъ на неопредфленность задачи, т. е. на то, 
что условя вопроса не ограничиваютъ произвола неизв$стнаго. 


Примъръ,— Найти возрасть лица, зная, что если изъ утроеннало числа ео 
лъть вычесть удвоенное число ллътз, какое лицо это будеть имтьть черезь 10 лътъ, 
то вь результатиь получится то число моть, какое лишо имльло 20 льть тому назадь. 


Обозначивъ искомое число лёть буквою 2, прямо имфемъ ур-не 
32 — (#-|- 10) =#— 20, 
20—20 __0 


1—1 

Это рЬшен1е указываеть на полную неопредЪленность задачи; въ самомъ дёлЪ, 
легко видфть, что условя данной задачи-только важуняся и не ограничивають про- 
извола неизвфстнаго. ДЪйствительно, такъ какъ 3х — 9(2 -| 10), по упрощен, об- 
ращается въ д — 20, то задачу можно выразить тавъ: „найти возрастъ лица, зная, 
что число лёть, какое это лицо имфло 20 1. тому назадъ, равно возрасту, какой оно 
имфло 20 1. тому назадъ“. Очевидно, что этому услов!ю удовлетворяеть всякое чис- 
ло, и что задача ничЪмъ не отраничиваетъ величину неизвФетнаго. 


ни д — 20—1—20, или (1—1)5=20 —20, откуда 2— 


[ 
Если въ формул х — — выраженя @ я 6 суть цфлые полиномы отиоситель- 
а 


но одной и той же буквы у, то можеть случиться, что при н%которомъ „‚частномъ 
значени у’ этой буквы полиномы $ ни а обращаются въ нули; тогда 2 представится 


0 
подъ видомъ неопредленности 0: Но отеюда не сл#дуетъ заключать, что задача не- 


опредфленна въ этомъ частномъ случаф. Неопред®ленность эта, вакъ мы уже зиаемтъ, 
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тольво кажущаяся, н зависить отъ того, что въ уравненше ах — $ введенъ множитель, 
обращаюнийся въ ноль въ раземагриваемомъ частномъ случа, вслфдетве чего окон- 
чательное ур-н1е, взъ котораго выведенъ 1, не тождесивенно первоначальному урав- 
ненпо. Поэтому нужно вернуться къ нервоначальнымь вычислен1ямъ и уничтожить этотъ 
обращающиеся въ ноль множитель, прежде ч$мъ будеть сдфлано частное предполо- 
жеше. 

Впрочемъ, можно это сдфлать и въ самой формул х т. е. расврыть ея неопре- 
дфленность. Мы знаемъ, что если $ обращается въ 0 при у — 9', то оно дфлится 
на у — 9’, такъ-что можно его представить въ видЪ: (у —9).5', полагая, что © уже 
не обращается въ 0 при у — 9’; точно такимъь же образомъ а = (у — 9).а, гАЁ 
уже @ не содержить множителя у — 9’. Такимъ образомъ | 

д _Ь 
по—уа а’ 


Положивъ тенерь у — У’, мы н найдемъ истниное значен!е кажущейся неопре- 
дфленностп формулы #. 

Еевли бы оказалось, что ® и & содержать у — у въ стеневи высшей первой, то 
должны бы были выдфлить эту степень въ обонхъ членахъ дроби, сдфлать сокраще- 
ве и потомъ уже положить у — 9. 


ПримзрЪъ.-— Вычислить плошадь зпрапеши, которой основаня равны соотвьт- 
ственно @ и 0, а высота-=й, разсматривая ее какъ разность площадей двухь туе- 
УЗольниковь, составляемыхь основамями трапеши и продолженнымн 90 пересъчешя 
непараллельньми ея бокаму. 

Обозначивъ искомую площадь буквою $5, имфемт: 


С ахЕб ФхЕЕ 


п 


2 
Изъ подоб1я треугольниковъ ОЕС ин АЕВ находимъ 
а ЕЕ-А_ а [7 


Е, ИЛИ -- =ь, откуда ЕЕ —= ге. ъ; 


ОА Мом 


Такимъ образомъ: 


и иВик © 
Черт. 13. =. 


Пока а отлично отъ ф, эта формула даетъ для площади трапеции вполн% опредф- 
0 
ленную величину. Но если положить @ — 6, формула принимаеть видь $ — а: 


задача, повидимому, длается неопред$хженною. Но эта неопредфленность-только *а- 
жущаяся, и завиепть отъ того, что числитель и знаменатель З содержать общаго 


множителя а — 0, который въ частномъ прехположев!н @ — $ обращается въ ноль. 

а? — 
Сократпвъ предварительно дробь о 
живъ, зат$мъ, @ —, найдемъ 5 — 04 — величину вполнь опредъленную. И дфй- 
ствительно, при @а — $ трапещя превращается въ параллелограммъ, котораго площадь 


равна ай. 


на & — В, найдемъ 5 — г (& 5); поло- 


381. Закмючеве. Уравнеше первой степени съ однимь неизвъстнымь; 


ах — 
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имъеть единственное и конечное ръшенше, кода & отлично оть нуля; кода а = 0, 
эЪ = 0, уравнеще невозможно, в томь смысль, что оно не ‘имъеть конечныхь ръ- 
зиенёй; наконець, ко1да & —Ъ — 0, уравнее неопредъленно, причемь неопредтълен- 
ность можеть бъть или дъйствительная, или только кажущаяся. 

Укажемъ теперь методы изслВдован!я общихъ вопросовъ, со всфми деталями, и 
для этого выберемъ н%еколько типичныхь примфровъ. 


Первый примьр изсльдовияия. 


382. Отиу а, а сыну Ъ ллыть; черезь сколько льтоь отецщь будетъь вь п раз 
старше сына? 

Пусть это случитея черезь х лЪть отъ настоящаго времени; уравнене задачи, 
очевидно, будетъ: 


а 2—0 (6-2); 


откуда 


Изоль довАНГЕ.—® есть число большее 1; слфд. знаменатель всегда отличень 
оть нуля и положателенъь. Относительно числителя возможны три предположеля: 
а>5"; а—т5; а<иб. 


1. а> ^5.—При этомъ усдови и числитель, а слёд. и 2, положителенъ. 


Это положительное значене х даеть прямой отвфтъ на вопросъ, т. е. что вь бу- 
дущемь, по истечен!и числа л№ть, выражаемаго формулою 2, отець будетъ въ я разъ 
старше сына. И въ самомъ дфлф, отношене лфтъ отца къ лФтамь сына въ настоящее 


а р . 
время равно ъ (непр. дроби); требуется, чтобы это отношенйе уменьшилось, ибо 


: а . 
изъ условя а >> пб находимъ и $ } НО оть придашя поровну къ членам непра- 


ВИЛЬНОЙ дроби величина ея дфйствительно уменьшается. 
2. а—= 10. Въ этомъ случаВ числитель формулы х обращается въ ноль, & вм*- 
стБ съ этимь и 2 = 0. Это рёшене показываеть, что искомое событе имЪеть м%- 


. @ 
сто въ настоящее время, что очевидно, такъ-какъ изъ даннаго условя имФемъ =”, 


<. е, что уже теперь отношеше лфтъ отца и сына имЗемъ требуемую величину *. 
3. а< и. Числитель <, а слёд. и х въ этомъ случаВ отрицателенъ, 


Отрицательное рёшеве означаетъ, что вопроеъ въ прямомъ смысл% невозможенъ, 


Е а 
Въ самомъ дёлЪ, въ настоящее время отношен!е лфтъ отца и сына равно —;изъ ус- 


ь 
[1 . 
ловя же имфемъ, что и>-, т. е. требуется, чтобы это отношеве увеличилось: 


очевидно, что это невозможно яъ будущемъ, потому что отъ придан1я поровну къ чле- 
намъ непр. дроби ея величина не увеличивается, а уменьшаетсл. 

Абсолютная величина отрицательнаго рфшен\я удовлетворяеть уравнен!ю, полу2 
ченному изъ первоначальнаго перемфною х на—х, т, е. ур-ню: 

а —2=71(%—*), 
& потому служить прамымъ отвтомъ на задачу: „отлу а, а сыну $ дффь скольке 
атть тому назадь отець быль въ й разъ старше сына?“ 
25 
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ь а 
Въ этой форм при данномъ услов!и: "> задача возможна, потому ч10 отЪ 


вычитаня по-ровну изъ членовъь неправ. дроби величина ел дЪйствительно увеличи- 
вается. 


Заключеще. Изъ предыдущато елфдуетъ, что если дать предложенной задаяВ на- 
нболфе общую форму: „отношене лфть отца къ а%тамъ сына есть $ опред лить 
эпоху, въ которую это отношеше пмфеть величину 72“ то формула (1) дастъ для 
всфхъ случаевь ршен1е задачи, если найденное число яётъ считать: въ будущемъ, 
вотда оно яоложительно, и въ прошедщемь, когда, оно отрицательно. 


Второй примтьрь изсльдованя. 


383. Три точки А,В и С лежать на прямой, причемь точка В находится 
между двумя друзими; разстояще АВ — а, АС—Ъ. Найти на продолжени прямой 
АС такую точиу М, которой разстояще отъ точки В было бы среднимь пропор- 
ональнымь между ея разстоящями оть ‘точекь А в (С? (Черт. 14 ). 

Обозначимъ разстояне АМ буквою х, ин положимъ, что искомая точка лежить 
вправо отъ С; въ этомъ предположенш уравнен!е будеть 


(< — а) —=#(2—9..... (1). 
Преднолагая же, что точка М находится влЪво оть А, получимъ ур. 


(Ра) —=а--..... (0). 

Ур. (2) выводится изъ (1) перем$ною 5 въ — 2; сад. можно ограничиться р%- 
шенемъ ур-н!я (1), помня, что если оно имфеть отрицательный корень, то этотъ ко- 
рень, по перемфн$ у него знака, будетъ корнемъ ур-н!я (2), и сл$д. дастъ точку, 
лежащую влфво оть А; однимъ словомъ, корень ур-н1я перваго всегда представляеть 
разстояе искомой точки отъ А, причемъ это разстояще нужно брать вправо оть А, 
если корень положителень, и вл%в0 оть А, если онъ отрицелтелень. 

Слдфлавъ эти подготовительныя замфчан!я, рёшасмъ ур. (1) н находимъ 


2? 
5а—ъ° 
ИзсльдоваНнтге. Формула х даеть мфето слБдующимъ случаямъ: 
2а—6>0; 2а—8<0; 23а—%— 0. 
1. Если 83а —6`>0, корень ур-юя положителенъ, а потому искомая точка на- 
ходится вправо отъ А; но задача требуеть кромф того, чтобы эта точка была вправо 


и отъ С, т. е. чтобы величина х была больше 6. Итакъ, нужно разсмотрть, удов- 
летворяется-ли неравенство 


З 
и 
2а—ь 
такъ вакъ 2а-—6 положительно, то умножая об части неравенства на За— фи ие 
неремфняя знакъ неравенства, замфняемъ поелфднее ему тождественнымь 


@_> 246—8, или а — 26-- .>о, или (@а—6} > 0; 
послёднее неравенство всегда удовлетворено, потому-что квадратъ всегда положителенъ; 
слфд. справедливо н тождественное ему первое неравенство. Такимъ образомъ, при 


условш 2а—В> 0, ур-Ше имфеть положительный корень больший В, опреджляющй 
точку М вправо отъ С, кавъ того требуеть заданге. 


5; 
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2. Если 24—60, корень ур-н!я перваго отрицателень, и согласно вышеска- 

занному, опредфляеть точку, находящуюся на продолженн днни АС, влфво оть точ- 
р 
$— 94. 

3. Наконець, если 2а—6=—0, количество 2 обращается въ ОО. Это значить, 
что х неограннченно возрастаеть по м$рЪ того какъ $ приближается къ 2а; точка М 
удаллется отъ А, и когда 6 дфлается равнымъ За, точка М дфлаетея безконечно да- 
лека отъ А, п задача о нахождении такой точки невозможна. 

Постровнте. Пусть 24—60. Отложивъ отъ точки В лаиню ВО — а, най- 
демъ, что длина лиши СО —= 
2а—6. Проведя подъ произ- 
вольнымъ угломъ къ прямой АС 
линю АН, отложимь на ней 
АЕ = 2а—В и АН 9; 6©0- 
единивъ затфмъь точки Ки В, 
проводимь изъ точки Н пря- 
мую НМ || ЕВ; точка М будетъ 
требуемая. Въ самомь дфлЪ, 


кн Ди въ разстоян отф нел, равномъ 


полоб1е АА ДВЕ и АМН даеть: Черт. 14. 
АК : АН= АВ ; АМ, или (4—5) : аа: АМ, откуда 
м= | 
= 5—6“ 


Примъчане. Если 2а—® уменьшаль, приближая въ нулю, лия ВЕ прибаи- 
жается къ совпаденю съ ВА, & лия НМ — къ параллельности съ АВ; велфдетые 
этого, точка М удаляется отъ С, п когда 2а—6 обратится въ 0, НМ седфлается па- 
раллельна АВ, п точка М удалится въ безконечность. 


Трепёй примьрз изслюдованя. 


384. Задача о фонтанахъ. Дза фомпана наполняють бассейнь: первый, дъьй- 
ствуя одинь, можеть наполняить бассейнь в% 3 часовь; друюй, будучи открить один, 
наполнить бассейнь въ Ъ часовь. Кранъ, находящийся въ днъ, можеть опорожнить 
бассейнь в в часовь. Во сколюко часовь бассейнь, вначаль пустой, будеть наполненъ, 
если оба фонтана и крань будуть открыты одновременно? 

Пусть бассейнъ наполняется въ х часовъ. Первый фонтанъ, наполняя бассейнъ 


1 Ея 
ВЪ а часовъ, въ 1 часъ наполнить р часть бассейна, & въ х час. Ра частей его. 


Ея в 
Другой фонтанъ въ тоже самое время -наполнить ъ частей бассейна. Нако- 


д 
пець, кранъ выпустить въ д час. частей бассейна. — Такъ какъ разность меж- 


ду приходомъ воды и ея расходомъ въ х чаеовъ, по условшо, равна емкости бассей- 
на, то имемъ уравнене 


откуда х = 
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Изсл $ доОвВАНТГЕ. Зяфеь слфдуетъ о три случая: 


1 1 1 1 1. 
Е +<- тУ= 
1 


\ 


а 
Г. Котда — сз Величина 2 конечна и положительна. Это значить, что 


задача возможна, т. е. что бассейнъ черезъ нфсколько часовъ дЪйствительно будетх 
1 


1 
наполненъ. Въ самомъ дфлф, РУ есть часть басеейна, наполняемая въ 1 част 


1 
обоими фонтанамп, а = — Количество воды, уносимой въ | ч. краномъ; такъ-какъ 


первое количество, по условю, больше втораго, то очевядно, что по нстечени в%- 
сколькихъ часовъ бассейнъь наполнится. 


Сверхъ того, если увеличивать с, т. е. уменьшать отверсте крана, величина т 


также будетъ уменьшаться, стремясь къ предфлу ‚ котораго она достпгаетъ 


Е 


при с= ОО, т. е. когда вранъ будеть заврытъ. 


1 1 1 
П. Когда и у < -› величина д становится отрицательной. Это отрицатель- 
ное р$шен1е означаеть невозможность задачн, т. е. что бассейнъь не можеть напол- 
1 1.1 
виться. Въ самомъ дёлф, неравенство о Е означаетъ, что количество воды, 


доставляемое въ 1 часъ обоими фонтанами, меньше количества воды, которое отво- 
даний вранъ можеть унести въ чась. Очевидно, елФд., что бассейнъ не можетъ быть 
наполненъ: задача невозможна въ томъ смысл, въ какомъ она предложена. Для ис- 
толвован1я отрицательнаго р$шен!я, перем$няемъ х въ — х въ уравнев1и задачи, и 
получаемъ. 


—_ фол т. 1 я 1 
и —т, и #=5-(=+=) (1), откуда х— —— 


[1 АЕ 
а, 

Ур. (1) соотвфтетвуеть слБдующей задач: бассейнь наполняется краномь, кото- 
рый, дъйствуя отдъьльно, наполниль-бы бассейть въ с часовь; изъ двухъ крановъ, нало- 
длился въ дн бассейна, одинъ, будучи открыть, можеть опорожнить бассейнь въ 
& час0въ, а друюй, дъйствуя отдъльно, въ Ь часовь. Во сколько часовь наполнится 
бассейнь, вначамь пустой, если будуть открыты всъ три крана? Тавимъ образомъ, 
для исправленя задачи слфдуеть предположить, что питательные краны становятся 
опоражнивающимн, н наоборотъ. 


1 1 
ПЕ Если В - ъ = -., т0 = = со и задача невозможна. Въ самомъ дф- 


ый 
1%, равенство — + $ — с озвачаеть, что количество воды, приносимой въ часъ обо- 


ими мы равно а воды, уносимой въ тоже самое время враномъ, сл. 
бассейнъ никогда не можеть наполниться: задача абсолютно невозможна. 


Четвертый примпуг изсльдоваиия. 


385. Какое Число нужно прибавить къ четыремь даннымь чиеламь в, Ъ, с, 4, 
зипобы составить кратную пропорию? 
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Пусть искомое число будетъь 4; ур-в!е будетъ, очевидно: 
арх е-х ); 
Ета } 


рЁЕшая его, находимъ: 


—: % — ва 
ооо вех & (@). 


Члены искомой пропорши суть; 


(а—5) (а—с). __ (а—5) (@—6) $— —а). (а—с) (е—а) (е—а) (9—5) 
а-я — — 24 и, 
т ат а РЕ и анны 9 8 ОВ 
Изольдованте. Слфдуетъ различать два главные случая: знаменатель формулы 
% отличенъ отъ нуля, илн же этотъ знаменатель равенъ нулю; и въ вВаждомъЪ ИЗЪ 
этихъ главныхъ случаевъ дфлать возможныя предположен!я относительно числителя, 


Г. Если а-- 9 >-Рси при этомъ $6 > а4, изи жеа-- 9 <6-си при этомъ 


6 < а@, то для х найдемъ величину положительную, которою вопросъ р#шается въ 
прямом смыслф. 


П. Если а--а>ь- си в < аа, или же а- < -сибв > аа, то для х 
получается величина отрицательная, представляющая, очевидно, ОТВЪТЬ на вопросъ: 
какое число нужно вычесть изъ чисель @, 6, си 4, чтобы остатки образовали крат- 
ную пропорщю? 


Ш. Если а--9 26-е, но а4=0, то #=0. 
Но условю а4 = 66 то же, что пропорщя: р ==, откуда имфемъ теорему: ес- 


ли четыре числа составляють пропорщю, то н%тЪ такого числа, которое будучи при- 
дано къ каждому изъ нихъ, дало-бы пропоршю. 


т 

ТУ. Если а--а=в-+еси = а4, то & = 5 =°05 и задача, невозможна, 
т. е. не существуеть конечнаго числа, ршающаго вопросъ. Въ самомъ дфлф, дла того 
чтобы четыре числа @«--х, 6-х, е-- 1, а--х составляли пропорцю, необходимо, 


чтобы произведене крайнихь равнялось произведеню среднихъ, т. е. чтобы 
@-- а =6-)е-) 
или аа-- («ад —= ес. 


Но, но условшю, а отлично отъ 66, а а--4=0--с, сл$д. ни при какомь ко- 
нечномъ значен!и х равенство невозможно. 


У. Если, навонець, а-- 9—6 --с и а4=6е, то =, т. е. задача неопред$- 


ленна, Въ самомъ дфлЁ, для того чтобы четыре чисза аи, 6-х, снах 
составялли кралную пропорщю, необходимо, чтобы нроизведен!е крайнихъ равнялось 
произведен!ю среднихъ; т. е., какъ выше указано, чтобы 


аа-- («+ 4) =%е-- (©--с)х; 
но кавъ аа —% ина а=6-|-с, это уравнев!е есхь тождество, а потому удовле- 
творяетея при всякомъ значени д: неопредфленность полная. 
Неопред$ленность задачи при данныхъ условяхъ можно обнаружить еще сллую- 
щимъ образомъ. 
Изъ услоыя а--4а=В-Р с имфемь а=6--с—@; подставляя эту величину 4 
въ другое услове а4 = с или а4 — 6—0, имфемъ: а(6-|-е—@) — 66 =0, или 


а — ое =—0, пли (4—9) (@а—®=0. 
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Этому равенству можно удовлетворить двояЕо: или положивъ а=6, или @=6. 
При а—=8, ныфемъь @—с, п искомая пропорщя беретъ видъ 


ар: __а-&. 


ааа 
При @а=с имфемъ 4-6; и некомая пропоршя будетъ 
а _а--. 
4+2 ат 


И та, п другая пропорши — ничто иное какъ тождества, и стало быть удовле- 
творяются при всякомъ х. 


Пятый примьрз изельдовиия. 


386. Задача о курьерахъ. Два курьера выъхаль вь одно время изь мъсть А 
В, разстояще между которыми равно 4 верстамь, и вдутъ равномтрно вь направ- 
лени, АБ, при чемь первый дълаеть у верст, второй У версть въ чась. Вь какомь 
разеотояниь отъ точки А внъ встрътятся? 


Хх 
ини 


Черт. 15. 


_ Пусть точка встрфчи ваходится на разстояни х версть отъ А. Такъ какъ, по 
условно, курьеры выфзжають изъ точекъ А н В одновременно, то время, въ которое 
первый профзжаеть разстояне АС, равно времени, въ которое второй профзжаетъ ВС. 


: _х в 
Первый, дфлая © верстъ въ часть, профдетъь разстояеАС — 4 въ о 6085; второй, 


профзжая по ©’ веретъ въ часъ, на профздъ всего разстоян!я ВС ——-@, употребить 
Е 


—4 С р 
у Часовъ. Уравнен!е будетъ 


откуда 2—ах 


рее) 


Изсльдовлите, Замфтивъ, что 4, какъ разстояне между двумя точками, 
есть величина положительная, могущая въ частномъ случаф равняться нулю, заклю- 
чаемъ, что между данными величинами мотуть быть слфдующия соотношеня: 


1) 4>0, 9+, 2) 4>0, «<, 3) а=0, в 2 о; 4) 4>0, 9—9; 5) 9—0; о=у'. 


Ф—® 


положотельны, сл, и 4 есть ве- 


Г. Когда 4>0 п %>%, оба члена дроби Р: о р: 


личина яоложительная; кромЪ того, х>4, потому что 4 умножается на дробь мые 
большую 1, ибо 0>0— 4. Это положительное п бозьшее 4 значеше х означаеть, что 
встрфча курьеровъ произойдеть вправо отъ точки В, т. е. оно даеть прямой отв№ть 
на вопросъ. И въ самомъ дл, оба курьера выЪзжають изъ точекъ А и В одно- 
временно ц догоняющ Фдеть быстрфе передняго (5>>’), слВд. первый непремфнно 
догонить вторахо, | 
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П. Когда 9>0 н о<\, числитель 45>>0, а знаменатель $ — ’<0, слфд. вели- 
чина 2 отрицательна. Это отрицательное рфшев1е указывает на то, что при данныхь 
услов!яхъ задача невозможна въ томъ смыслВ, въ какомъ она предложена, т. е. что 
ветрфча не можеть пронзойти въ направлени АВ (вправо отъ В). ДЪйствительно, 
такъ какъ оба курьера выфзжають въ одно время и первый $деть медленнфе втораго, 
то онъ никогда не догонить послёднаго. 

Чтобы исправить задачу, подставимъ въ ур. (1)— х вмфето <; найдемъ: 

—#_—я— а х _# 


а 
== щ п Е-.... (3). 


РЬшен!е уравненя (3) по абсолютной величин таково-же кавъ и (1), но по зна- 
ку положительно, и потому даетъ прямой отвЪтъь на вопросъ, соотвЪтетвующий ур- 
ню (3). Но послФднее можеть служить алгебраическимь выраженемъ слёлующихъ 
двухь задачъ. 


1. д есть разстояв!е, профзжаемое курьеромъ А; д-|- 4 — курьеромъ В, такъ-что 
второй профзжаеть @ верстами больше перваго. Это возможно, еели предположить, 
что оба Фдуть не въ направлен!н АВ, а въ направлени ВА, тавъ-что курьеръ, вы- 
зжающИй изъ В, догоняетъ курьера, выфзжающаго изъ А. Обозначивь точку ветрЁчи 
буквою С’и положивъ АС’ — х, найдемъ ур. (3), котораго корень и будеть служить 
отвЪтомъ на новую задачу. 

ДФйствительно, такъ какъ > 0, то при движен!и въ направленш ВА, курьеръ 
В п догонить курьера А въ ифкоторой точк С’, лежащей влЪво оть А. Такимъ обра- 


зомъ, для истолковав1я отрицательнаго рёшен1я, мы измфнили направлене движев!л 
курьеровъ. 


2. Но легко видфть, что ур. (3) можно также разсматривать какъ выражене 
услов!Й задачи, отличающейся отъ данной не направленемъ движеня, а допущенемъ, 
что движен!е имфеть м$сто неопредфл. время, и что встрфча произойдеть не въ бу- 
дущемъ, & что она уже имфла м$сто ральше того момента, въ который курьеры про- 
Ъэжають —- одинъ черезь А, а другой чрезъ В, въ н$которой точвф С’, отстоящей 


% 
вхФво отъь А на #= ъ версть, Что задача и въ этомъ смысл возможна, пря» 


я— 
мо слфдуеть изъ того, что при У>9, курьеръ В, догнавъ А въ точЕФ С’, обгоняеть 
послЗднаго и Фдеть впереди ето. 
Ох 
ПИ. Когда а=0Оног,, то #= =0. 
д. =®, и 
Такъ какъ 4—0, то оба курьера выфзжають изъ одного мфета, притомъ одно- 


временно; но они Фдуть съ разными скоростями (2%), сл$д. одинъ постояино бу- 


деть впереди другаго, такъ-что никакая точка пути, кром$ м$ста выфзда, не можеть 
быть ихъ общимъ мфетомъ. Это н выражается рёшенемъ х — 0. 
а 
ТУ. Котда @>0, а =, то &=у=о0 
Безконечное р$шен!е служить въ данноиъ случаф, признакомъ полной невозмож- 
ности задачи, т, е, невозможности встрфчи курьеровъ. ДФйствительно, они выфзжа- 
ють одновременно изъ двухъ разныхъ точекъ и Здуть съ одинаковою скоростью: 
повятно, что разстоян!е между ними всегда будеть = @, и слФд. ветрфча пхъ не- 
возможна. 
У. При 9 —=0 но=и 
0.5 


а 
0—0 
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Это рЪшен1е означаеть полную неопредфленность задачн. ДЪйствительно, услов!я 
8 —=0О но=— 9 означають, что курьеры выфзжаютъ изъ одного м$ета (одновременно) 
и Фдуть съ одинаковою скоростью; очевидно, что они всегда будуть вм$стБ: каждая 
точка пути будеть служить мфстомъ ветр%чи. 

Примьчане. Если положить, что курьеры Фдуть не въ одну сторону, а наветр%- 
чу другь другу, то направлен1я скоростей будуть противоположны; сл д. если одву 
изъ нихь, напр. %, будемъ считать положительною, то другую слФдуеть принять 38 
отрицательную; обозначивъ ее черезъ — 4/, найдемъ 


ея 4 4 = 
е—(—-9) оу 

Не трудно было бы вывести эту формулу и непосредственно. Заключаемъ, что 
формула (2) прилагается и къ этому случаю, а потому она — внолнф общая. 


Е 


Шктой примьуз изслюдоващя. 


387. Провести общую касательную къ двумъ круамз. 
А. Проведене общей внъшней касательной, 


Черт. 16. 


Пусть разетояне ОТ точки встрфчи общей вн шней касательной съ лишей цент- 
ровъ оть центра О первато круга будеть 5; рамусъь ОА — В; оа= В; бо— а. Изъ 
подоб1я треутольниковъь ОАТ и оаТ находииъ пропорщю: ОТ : оТ—= ОА :0а или 
2:(2—@)=В:В,, откуда 


вв... @). 


ИзольдовантеЕ подраздВляется на три главные случая, смотря потому, будеть 
лн знаменатель В — В’ положителенъ, отрицателенъ или равенъ нулю. 
1. ВВ > 0, ин В.>В,. Величина 5х въ этомъ случа положительна, конечна, 


и > 4, потому-что >Ьа сл6д. точка Т находится на продолжени линйг Оо. 


вв 


Сверхъ того, необходимо, чтобы х = а-Е В, нля В У 4-- В. Такъ какъ 


В—В_>>0, то, умножая 06% части на эту разность, мы не измфнимъ знака не- 
равенства, сл$д. ЯВ > (@--В)(В — В’), откуда 
4>в— В. 

Неравенетво удовлетворяется, когда: 1) круги расположены одинъ ви другаго, 
не имя общихь точекь, пбо тогда >> даже В -|-В,; 2) круги имфютЕ` вн8шнее 
васал!е; 3) онн перес$каются. Равенство же удовлетворяется при внутреннемъ каса- 
(В _-В)В 


нш; въ послфднемъ случа х — в 


—В, ин точка Т совпадаеть съ точкою 


васантя круговъ. 
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Котда В’ = 0, т. е. малая окружность сводитея въ своему центру, услозе воз- 
можности приводится къ @ > В, а <— 4, — результаты, сами собою понятные. 


П. В —В< 0, вши В< В. Въ этомъ случа х отрицателенъ, слФфдовательно 
точка Т находится влЪво отъ 0. Въ этомъ случаф безполезно повторять изелдован!е, 
приведенное выше; ибо для опредфлен!я различныхь положен точки Т, очевидно, 
достаточно перевернуть предыдущ!й чертежъ, такъ-зтобы меньший кругъ помфщался 
элЁво оть большаго. 


Ш. В В/—0, или В — В,, т. е. оба круга равны. При этомъ возможны сд$- 
дующие случаи: 


а) Ели 8>0, #= Е = СО, т. е. точка Т удаляется въ безконечность. Въ 


самомъ дЪлЪ, въ этомъ случаЪ лини ОА и оа равны и параллельны, слфдоват. пря- 
мая Да || 00 и не встрёчаеть ее. Безконечное рфшев!е означаетъ, такимь образомъ, 
параллельность общей касательной лин!и центровъ. Разсматривая вопросъ съ другой 
точки зр$н!я, можно замтить, что еслибы радлусы, будучи сначала неравными, раз- 
нились бы незначительно, точка Т находилась бы на очень больномъ разстояни отъ 
точки О, и что если радусы будуть стремиться къ равенству, разстояне ОТ будетъ 
неограниченно возрастать; елФд. когда радлусы будуть строго равны, точка Т уда- 
длится въ безконечность и 5 — со. 
0 

ь) Если, при В —В/-0, и 9—0, тогда & = с; и задача становится дфй- 
ствительно неопредфленною. Въ самомъ дфлф, оба круга имфють въ этомъ случа$ об- 
п центрь и равные радусы, сх. они сливаются; нн лин!я Аа, ни 00, не имфють 
въ такомъ случа$ опредфленнаго положен!я, а потому и точка ихъ встрфчи абсолют- 
но неопред$ленна. 

= 0 

с) Наконець, если В = В! =—0, 4 также принимаетъ неопредфленный видъ 5 ` 
Неопред$ленность — опять дЪФйствительная, и легко обтясняется: оба круга приво- 
хатся къ своимъ цечтрамъ, лия Аа сливается съ 00, и точка Т можеть быть взя- 
та произвольно на лини 00. 

Постровнте. Формула (1) даеть пропорщю: (В — В): В = 4:5, изъ которой 
видно, что х есть четвертая пропорщюональная къ тремъ лиямъ В —В,, Вид: 
Проведя произвольный рад1уеъ ОМ въ круг центра О, откладываемъ на немъ лив1ю 
УМ = В,; получимъ ОМ — В — В.. Соединивъточку М еъ о, проводимъ лин МТ |] №: 
точка Т будетъ требуемая. Проведя изъ нея касалельную ТА къ кругу О, уб$дныся, 
что эта линйя коснется и круга о. 

В. Проведете общей внутренней касательной. 

Обозначивъ разстояне ОТ, буквою 2, изъ подобя треугольниковъ ОВТ, п 067, 


х & 
имфемъ: Е — —’ откуда 


В 
Изсльдованге, Такъ какъ пя < 1, то веетда <Я, т.е. точка Ту на- 
1 
ходится между центрами. Кром$ того, разстояне точки Г, оть О не должно быть < В, 
В 
т. е. должно имфть вю В, откуда @= В-Е В, т. е. окружности должны быть 


одна вн другой. Въ крайнемъ случа, т. е. при вифшнемъ касанш, 9 = В -- В, 
в 1— В, т. е. точка Т, совпадаетъ съ точкою касавя круговъ. 
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Когда В’—0, =, т. е. точка Т, совпадаеть съ центромъ 0’, къ которому, 
въ данномъ случа, приводится второй кругъ. 


0 
Наконецъ, если В— В, —0, т точка Т, неопред%ленна, п въ самомь 


дЪлЬ, въ этомъ случа прямая Ад совнадаеть съ лишей центровъ. 
Построеше аназогично предыдущему. 


(удьмой примтуз изслюдовашя. 


388. Вь почкь А, данной внутри крллало бильярда, помюшень упруйй ша- 
рикз. Вь какомь направлен нужно езо пустить, чтобы, отразившись три раза оть 
бортовь, онъ возвратиаея снова въ точку А? 

По закону отраженя, уголь паден!я ра- 
венъ углу отражен!я, при чемъ угломъ паде- 
н1я будетъ уголъ, составляемый направленемъ 
паден1я (напр. АВ) съ радусомъ, проведен- 
нымь въ точку В, а угломъ отраженя — 
уголъ, образуемый направлен1емъ отраженнаго 
движеня (ВС) съ тфмъ же радусомь. Зная 
( это, п замфчая, что фигура расположена спм- 
метрично относительно д1аметра’ ОС, прохо- 
даящаго черезъь точку А, усмалриваемъ, что 
задача приводится къ слфдующей: в5 каком 
направлении надо пустиить щарикь А, чтобы, 
отразившиеь отъ борта, онъ ударился въ ко- 

т | нечную точку С Яаметра ОС? 

Черт. 17. Пусть ОС —=В, ОА = @&, В — искомая 
точка; проведя хорду ВВ’ перпендикулярно 
&Ъ даметру ОС, замфчаемь, что кавъ скоро извфстно будеть разстояне ТО этой хор- 
ды оть центра, то будеть извфстно ин положен1е искомой точки В. Поэтому за не- 
извфетное принимаемь ОТ— 2. Углы: паден!я АВО, и отражен!я— ОВС, равны, сл%д. 
ОВ есть биссектрисса угла АВС треугольника АВС; по свойству ея, имфемъ пропорцю: 

АВ _А0. 

вс 05’ 

возвысивъ об частн въ ввадрать, находимъ: 


ет 


зазфыъ, на основанш теоремъ о квадрат® стороны треугольника, имфемъ: 
АВ? — АО? -|- ВО? — 240.01 —= а? -|- В? — 24.5; 
ВС? = 00? -- ОВ? -- 20С.01 = 282 -- 28.5; 
подетавивъ эти величины въ предыдущую пропоршю, находимъ: 
аа -- В — ах _ @* а 
282 -- 285 В3 
изъ этого ур-н!я, по сокращен!н сначала на В, а зал№мъ на В —@, имф6мъ; 
вв —@), 
2а 
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Изсльдовлнте, Такъ кавъ а < В (точка А находится внутри круга 0), то 
предыдущее выражен!е даетъ для х всегда величину положительную; но для возмож» 
ности задачи этого недостаточно: необходимо еще, чтобы было х < В, илн 

В(В —а 
Ев) < В, откуда а % 


Итавкъ, чтобы задача была возможна, нужно, чтобы а пмФло величины въ пре- 


В 
дфлахъ между В н 3 слёд. задача невозможна, когда шарикъ А находится внутри 


круга, концентричнаго биллдарду и описаннато рад!усомъ, раввымъ трети рад1уса бил- 
парда, 


В 
Когда а изм$няется непрерывно отъ В, до 5, 2 изцыфняется непрерывно оть 


О до В; въ частности: 
при @—= В, 2-0: шарикь опишеть половину контура квадрата; 


В В, 
при 9-5, #- 5 : шарикъ опишеть полупериметрь равно- 
* 
сторонняго треугольника: 
В : 
при а=5>» &=8В, шарикъ оцишеть дламетръ ОС. 
ПостроЕНТЕ. Формула х даетъ пропорщю: 


В 
@: 5. = (К — а): 12, 


тазъ-что нужно построить четвертую пропорщюональную къ тремъ лянамь: а, и 


ъ2| 23 


В — а. Взявъ на даметр$ ОЕ, перпендикуларномъ въ ОД, часть ОА’ — ОА = а, и 


В : 
оЕ—= 5” залфыъ на маметрв ОС часть О)’ —= АР —=В — а, соединимъ точки О’ и 


А’ и черезъ точку Е проводимъ зиню ЕТ параллельную А’П’: эта лин я п дасть ис- 
комую точку Г. Въ самомъ дл, изъ подоб1я треугольниковь А’ОО’ и ЕОТ имфемъ: 


ОА’:ОЕ = ОР’:ОТ, или а: = (В —а):0Т, откуда н видно, что ОТ = &. 


Обобщене за- а 
дачи. Когда шарикъ сане” ®. 


А находится внф кру- 
та, напр. въ А’ (черт. 
18) задача  будетъ- 
возможна, если уда- 
лить матеральную по- 
луокружность ЕО’, 
обращенную своею вы- 
пуклостью къ шарику. 
Въ самомъ дЪлЬ, ВЪ 
такомъ случа$ шарпкъ 
А’ можеть удариться 
въ такую точку В’ 
другой половины вру- 
та, что по отражен 
попадетъ въ точку С", 
а слфдовательно от- Черт. 18. 

сюда, по ‘симметри фигуры относительно лннши А’С’ возвратится въ А’. Для опре- 
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дфлен!я точки В’, положимь ОТ—; въ такомъ случаЪ, подобно предылущему, 
найдемъ ур. 
З 81: Г] 
анны 2 
283 — 285 Е3 
отличающееся отъ (1) только перемфною х на — #; а потому корень его отличается 
отъ корня ур-н1я (1) только знакомъ; итакъ 


В 
Чтобы 4 было положительно, необходимо, чтобы было == 1, ина > В; 
слЪд. а можно измфнять оть В до со. При этомъ д’ будеть измфнаться оть О до 
5, Т.е. шо ифрф того какъ точка А удаляется оть точки Г’, точка надев я В’ 


приближается въ точк® В”, отстоящей на 60° отъ точки С’. 

Итакъ, ур. (1) всегда даеть р&шен!е задачн, когда шарикъ находится вн круга 
а знакъ — ‚предшествующий корню, указываеть ту облаеть, которая заключаеть точ- 
ку изденя. 


Построеше авалогично предыдущему п указано на чертеж. 


Восьмой прильрь изелидоващя. 


389. Тюло, состоящее изъ двухь призмь, сложенныть равными основайями, по- 
зружено въ ванну, состоящую также чзъдвухь жидностей, натодяиииеся одна поверь 
друой. Спрашивается, въ какомъ разстоянйи надь поверхностью раздъла экидкостей 
натодитея плошадь соприкосновещя призмь? Плотности и высоты призмъ равны: въ 
верхней призмь Г м Н, вь нижней 0’ и Н’; плотность верхней жидкости равна @, 
нижней 4’. 

Пусть требуемая высота будетъь 1. По закону Архнмеда: „в%еъ плавающего тфла 
равенъ вфсу вытфененной жидкости“. Зная это н припоминая, что Р = 0104 (гд$ Р — 
вЪеь тёла, 0 — его объемъ, 0 — плотность и 4 — в$съ кубичесый единицы воды), 
мы, обозначивъ буквою 5 площадь основанйя каждой призмы, имфемъ уравнен!е 


5(НО -- НТ’) = 8(Н -{ #)а- $(Н'’ —2)4',.... (1) 
ыы на—р)- н(а—1). 
ый 4—4 
ИзсяьдоваНТе. Величнна 2 можеть быть или положительною, или отрицалель- 
вою; если она положнтельнал, то можеть быть ршен1емъ предложенпой задачи, если 


же отрицательна, то дастъь отвфтъ на слфдующ вопросъ: „въ какомъ разстоянш 70дь 
поверхностью, .... “? 


Съ другой стороны, никогда количество х, по абсолютной величин%, не можеть 
быть больше 


откуда 


Н', если х положительно, 
н Н, если х отрицательно: 
и 
иначе тфло не погружалось бы заразъ въ обф жидкости, и ур-ве (1) не было бы уже 
уравнешемъ задачи. 
Наконецъ, по законамъ равнов1я жидкостей, 4’не можеть быть меньше @, такъ- 


что относительно знаменателя можеть быть только два предположеня: @“—@>0и 
Я —9=0. Итакъ: 
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1. 4—4>0. Цри этомъь относятельно числителя возможны 3 предположеня: 


1) На—р)- На — 0’) > 0. Вь этомъ случа, для того чтобы величина 2 
дЪйствительно служнла рфшенемъ задачи, необходимо, чтобы она была < Н’ езфд. 
нужно чтобы 


На— о) НН“ — 1) = Н(4 —а), 
т. е. нон’ > (Н-- На. 
2) На— 1) ЕН“ —т')<0. Въ этомъ слузаФ х отрицателенъ, и для того 


чтобы онъ служиль рфшешемъ задачи, необходимо чтобы абсолютная величина его 
была <Н, т. е. чтобы 


_ На-На —1) 
- 4—8 
т. е. чтобы нр-- Но’ = (Н-- Не. 
3) На—р)--Н(4 — 1’) =0. Въ такомъ случа 2—0, и площадь соприкосно- 
вен1я призмъ совпадаеть съ поверхностью раздфла жидкостей. 


=Н, 


ИГ 
П. @ —4—0. Если при этомъ числитель не —0, то х — 9: 378 форма озна- 


чаеть дфйствительную невозможность: тфло не можеть быть въ равновфеи внутри 
жидкости. 


Если же НО-- Н/У! —= (НН), то = г Эта форма означаеть дфйствитель- 


вую неопред$ленность: такъ и должно быть, нбо въ данномъ случа тБло будегь въ 
равновфеи въ какомъ угодно положен!и. 


390. Задачи. 


^1, Сумма цифръ двузначнаго числа равна 14, если же къ нему прибавить 27, 
то получится число обращенное. Найти это число? 


2. Найти трехзначное число по слфдующимъ условямъ: сумма его цифръ равна 
18; цифра единиць вдвое больше цифры сотевъ; если же прибавить къ нему 390, то 
получится число обращенное. 
з 
#3. Въ двузначномъ числф цифра единицъ составляеть = цифры десятковъ, а 
разность этихъ двухъ цифръ равна 4. Найти это число? 


4. Училище состопть изъ трехь классовъ; въ нервомъ классЪ 18 учениками 
меньше чЪмъ во второмъ, & во второмъ 25 меньше ч$мъ въ третьемъ; еслн же утроить 
число учениковъ перваго класса, то получится число учениковъ третьяго. Опредфлить, 
сколько было учениковъ въ каждомъ класс? 


5. Найти стороны треугольника на освован1и сл$дующихь услоый: разность 
между наибольшею и наименьшею стороною равна 9 ф.; сумма большей и средней 
стороны равна 24 ф.; если же сложить удвоенную большую съ утроенною среднею и 
учетверенною менылею, получится 84 ф. 


6. НФкто наняль рабочато, которому платилъ за каждый лёты! день 2 рублями 
больше ч$мъ за зимн!Й день; зимою рабоч й находился у него 12 дней, а лфтомъ 15, 
и получиль за зимнюю работу 8 р. награды, за яЪтнюю же у него быль сдфланъ 
вычеть 13 р., причемъ оказалось, что въ оба раза онъ получиль по-ровну. Опред%- 
лить плату за 1 рабочй день лЪтомъ? 


7. Въ ванну, содержащую 342 грамма воды при температур® 11° С, опущенъ 
кусокь мВди вФсомъ въ 120 гр. Окончательная температура емфеи равнялась 100. 
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Опредфлить начальную температуру мфди, зная, что удфльная теплота этого металла 
равна 0,095. 


8. Требуется на протяженш метра помфстить радомь 40 монеть, частно ияти- 
франковыхъ, застою двуфранковыхь, зная, что д1аметръ первыхъ равенъ 0,037 метра, 
а вторыхъ 0,027 метра. 


9. Метръ пеньковой веревки, при 8 квадр. мнллим. поперечнаго разрЪфза, в$- 
сить 12 граммовъ; веревка намотана на вать ворота, а къ свободному концу ея при- 
вязанъ грузъ въ 50 килогр. На сколько метровъ нужно размотать веревку, чтобы она 
оборвалась подъ дйстыемъ собственнаго вЪса и привязаннаго груза? Извфстно, что 


[4 


при разрфз$ въ 5 вв. мы. веревка разрывается оть груза въ 5 килогр. 


10. Вычиелить основаше и высоту прямоугольника, зная, что сумма нхъ равна 
30 метрамъ, п что если увеличить основан{е на 5 метровъ, а высоту на 4 м., то ило- 
щадь прямоугольника увеличится на 160 квадр. метровъ. 


11. За провозъ нфкоторато товара желЪзная дорога береть 12 к. съ 1000 фун- 
товъ, и съ версты; кромф того, за нагрузку взымается 1 р. 85 к. съ 1000 фунтовъ. 
На какое разстолне можно перевезти 50000 фунт. за 80 руб? 


12. Найти чиезо, котораго половина, сложенная съ его третью, нревышала бы 
на 54 единицы упятеренный остатокъ? 
2 
3 


бы треть суммы, пронсходящей отъ сложеня 21 единицы съ упятереннымь искомымъ 
числомъ? 


13. Найтн число, которое, будучи увеличино своими н 7-ю единицами, давало 


1144 Однаъ работникъ дфлаеть въ день а арш. сукна, другой, въ такое же время, 
Ъ арш. Первый уже выткаль с аршинъ, а второй % аршинами больше. Спрашивается 
черезъ сколько дней отъ настоящаго времени количества аршинъ, вытканныхь тфыъ 
и другимъ рабочимъ, сравняются? 


15. Желфзная дорога взымаеть за, провозъ @ коп. съ пуда и 1000 верстъ; сверхъ 
того за нагрузку каждаго вагона вфсомъ р пуд. платится 6 руб. На вакое разстояве 
можно провезти с тыеячь пуд. за 2% рублей? 


16. Найти число, котораго половина, сложенная съ третьею, превышала бы на 
6 еднниць 2% разъ взатый избытокъ чегверти эгого числа надъ его двфнадцатою долею? 


а 
17. Какое число х надо прибавить въ числителю и знаменателю дроби ъ’ для 


т. 
того чтобы она была, равна дробн е 


18. Имфетея жж фунт. морской воды, въ которыхъ содержится р ф. соли; сколь. 
ко фунтовь чистой воды надо прибавить, чтобы т фунтовь смеси содержали только 
2’ фунтовъ соли? 


09) Два бассейна наполняются водою, каждый изъ особато крана. Первый кранъ 
можеть наполнить бассейнъ, вмЖстимость котораго равва а, въ т часовъ; второй 
краяъ наполняеть бассейнь вм%стимостью 6 въ и часовь. Цослф того какъ первый 
кранъ былъ открыть уже въ течени р часовъ, открывають и второй. Черезъ скольхо 
часовъ оба бассейна будутъ содержать одинаковое количество воды? 


20. Въ двухъ мфетахь А н В, находащихея одно оть другаго въ разстояне я 
вереть, продають каменный уголь по аи ® руб. за 100 пудовъ. Сирашивается, въ 
какомъ пункт разстолыял АВ уголь взятый изъ Аи изъ В будеть въ одинаковой 
цфн%, зная, что перевозка обходится въ с руб. со 100 пуд. на 100 версть? 
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21. Опредфлить: 1) на прямой АВ; 2) на ея продолжени такую точку С, что- 
АС _ т. 
бы я = —7 
ВС ® 
22. Продолживъ непараллельныя стороны траленн, составимъ треугольникъ, вы- 


соту которато требуется опред$лить. Даны: основанйя трапеци а и б п высота Й. 


28. Провести параллельно основав!ямъ трапецш прямую, которой отрзокт: 1) меж- 
ду непараллельвыми боками; 2) межлу дагоналяммы, имфль бы данную величину [. 
Извфетны: основан!я д и 6 трапещи и одна изъ непараллельныхь сторон с. 


24. Въ треугольник$ АСВ проводятъ биссектрису внфшняго угла при вершин% 
С; пусть эта линйя вотр%чаеть продолжене сторовы АВ въ точьф 0. Вычнелить АУ. 
Даны стороны треугольника: а, © п с. 


25. Параллельно сторон ВС треугольника АВС провести прямую, отрФзокъ ко- 
торой между сторонами АВ и АС пмфль бы давную длину [. 


26. Даны: кругь О радуса В, праяман ху н на ней точка А. Вычислить радусъ 
& круга, касательнаго къ кругу О и къ прямой ху въ точкф А. ИзвЪстны: 1) раз- 
стояе ОВ — 4 цевтра О отъ прямой ху; 2) разстояне АВ = а точка А отъ осно- 
ван1я В перпендикулара ОВ. 


27. Даны: прямая жу, кругь О радцуса В и точка А на немъ. Вычиелить рад1- 
усъ < круга, касательнато къ кругу О въ точк$ А и къ прямой 25. ИзвЪфетны: 1) раз- 
стояне ОВ = 4 центра О отъ прямой ху; 2) разстояе ВР = а точки В отъ точки 
встрёчи Г прямой ОА съ 2; кромЪ того, для краткости полагаемъ а2-! 43 = 62. 


28. Даны: кругь О, прямал ху касательная къ этому кругу въ точк® (С, п на 
&у двЪ точки А и В, которыхъ разстояне равно 95; кромф того, извфетно разстоя- 
не средины О прамой АВ оть точки С, равное 4. Вычислить рамуеъ 2 круга, ка- 
сательнато къ О и проходящаго черезъ точки А и В. 


29. Катеты прямоугольнаго треугольника суть Фи с, гипотенуза а. Найти на ней 
такую точку, чтобы сумма ея разстояй отъ катетовъ равнялась данной лини т. 


80. Дана точка А, находащаяел въ разетоянш а оть центра О окружности ра- 
Муса 7; точку А соединяють съ точкою В окружности. Зная длину $ прямой АВ, 
опредфлить длину хорды, отсфкаемой окружностью на этой прамой. 


81. Данъ прямой уголь ХОУ и точка Р внутри его; провести сЖ$кущую МРХ 
такъ, чтобы ом Рот тд К — данная прямая. 


82. На гипотенуз® ВС прямоугольнаго треугольника АВС найти такую точку М, 


——2 
чтобы АМ -- ВМ х СМ = К®, гдБ К-—данная прямая. 


33. Разс$чь шаръ плоскостью тавъ, чтобы разность поверхностей двухъ сегментовъ 
равнялась бы данному кругу. 


34. На полуокружности АМВ найти такую точку, что если провести изъ пея ка- 
сательную МР до вотрфчи съ продолженемъ д1яметра АВ, провести рамусь ОМ ип 
обернуть фигуру около АР, то чтобы объемы, описанные секторомь АОМ и треуголь- 
ннкомъ: 1) ОМВ, 2) ОМР пыЪфли данное отношене т. 


35. На вакой высотЪ слфдуеть помфетить глазъ надъ шаромъ, чтобы обозрЪть 
поверхность данной величины? 


36. Въ какомъ разетояни отъ цевтра нужно пересфчь шаръ, чтобы боковая по- 
верхность прямаго конуса, касающагося къ шару по окружности сфченя, находилась 


й х 
00 — 


въ данномъ отношени 9 съ поверхностью того или другаго сегмента, на Которыв 
раздфляется шаръ сФкущею плоскостью. 


37. Данъ кругъ и въ немъ даметрь АВ. На какомъ разстоян!и оть центра нуж- 
но провести хорду ОЕ, перпендикулярную въ даметру, чтобы боковая поверхность 


р у 1 
конуса, произведеннаго обращенемъ хорды АБ около маметра, составляла -, Поверх- 


ности, описываемой малымъ сегментомъь АО? 


38. На горизонтальной плоскости находятся: шаръ и конусъ, котораго основане 
совпадаеть съ этою плоскостью, а высота равна д1аметру шара. Разсфчь оба т$ла 
торизонтальною плоскостью такъ, чтобы площади сЪчен1й находились въ данномъ 
отношени. 


39. Даны: неограниченная прямая 2у и двф точки А и В, расположенныя по 
одну сторону ел. Требуется найти на прамой ху такую точку С, чтобы треугольникъ 
АВС имфль данную площадь #3. Даны: длины перпендикуляровь АР и В®, опущен- 
ныхь изъ точекь А и В на прямую 2у, именно АР — а, во = 6, и а Ро—а 
между основан1ями этнхъ перпендивуляровъ. 


40. Два бассейна, изъ которыхь одинъ содержитъь уже @ литровъ, а другой 6 
литровъ воды, нолучають соотвфтственно: первый с литровъ, а второй 4 литровъ въ 
часъ. Спрашивается, черезъ сколько часовъ первый бассейнъ будетъь содержать вдвое 
боле жидкости чфыъ второй? й 


41. Два курьера Флуть равномфрно по прямой со скоростями ф и 9’; первый 
профзжаеть черезъ точку А въ Т часовъ, второй черезь точку В въ Т’ часовъ (счи- 
тая оть общаго начала времени); спрашивается, въ какое время произойдеть ихъ встрф- 
ча, если извфстно, кром того, что разстояне АВ — 4? 

Разсмотр®ть два случая; когда скорости о п ®’ имфютъ одинаковый знакъ, и ког- 
да знаки ихъ противоположны. 


УГАВА ЖхХУГ. 


Изелфдован!е уравненй первой степени еф двумя ит 
ными. 


Изел$фдован1е двухъ уравненй съ 2 неизвфстными въ общемъ видф.—Примфры изсяф- 
дован!я буквенныхъь вопросовъ.—Задачи. 


891. Р№шая два уравнен1я первой степени съ двумя нензвфетными 


аз -|- у —с 
аз ву — 
мы вашли формулы: 
__ и— 26’ — са 
"> п ты ‘`` 


предполагая, что коэффищенты @ и о’, илнб и 6’ отличны оть нуля, н что приэтомъ: 
а’ — а’ отлично оть нуля. ДФль изсядованйя заключается въ томъ, чтобы показать 
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во всфхъ ли @лучаяхь эти формулы дадуть рёшен!я ур-вй, или же, напротивъ, веть 
таве случаи, когда они не примфнимы. 

Мы должны разсмотрфть два случая, смотря по тому, будетъ-ли знаменатель въ 
формулахь хи у: 1) отличенъ оть нуля, или: 2) равенъ нулю, причемь или одинъ 
изъ числителей, или оба — равны нулю. 

Это раздфлене основывается на слфлующихь свойствахь биномовь а’ — 6’, 
6 — 66’ и ас’ — са. 

Первое свойство. Если козффищенты при одномъ и томъ же неизвфетномъ, или 
свободные члены си с’оба не нули, и если два изъ биномовъ а6’— 65а’, сб’ — ен 
ас’ — са’, равны нулю, то и трет равень нулю. 

Пуеть 66’ — 06’ —0 н ас’ —са’=0; отсюда с’ = и ас’ — са’: перемноживъ 
этн равенства, найдемь 05’сс’—а/6сс’, или (а5’ — @'5)сс' — 0; но 66’ не равно нулю, 
слФд. должно быть а5’—а6=0. Если же с==0, въ такомъ случа, по’ услов!ю, 
0’ 50; а потому изъ равенствъ с’ $с’и ас’— са’ имфемъ: а=0, 6=0, и сл8д. 
а — а —0. 

Бторое свойство. Услов1я необходимых и достаточныя для того, чтобы два изъ 
этихь биномовъ были нулями, а третй быль бы отличенъ оть нуля, состоять въ том, 
чтобы буквенныл количества обилия этимъ двумъ биномамъ, были нулями. 

Очевидно, что этихъь условй достаточно; затФмъ, если имфемъ сб’ — 6’ —0, 
ас' — са’ —0, и а — 20, то равенства даютъ: сс’(а5’ — Фа’) —=0, а ел$д.сс' = 0. 
Пусть с=0, тотда 66' —0 и а6'==0, а потому и с'=0: ибо положивъ е5 0, 6—0 
па=—0, нашли бы аб’ — ва’ —0, что противно условию: аф’ — ба’ 5 0. 

392. |. Общ знаменатель а’ — ра’ отличенъ отъ нуля, 

Въ этомъ случа система ур-й имфеть конечное и опред®ленное рёшеше, пред- 
ставляемое формулами (1). 

Въ самомъ дфлЪ, эти рфшеня составляютъ систему тождественную съ данной, 
потому-что дфлитель а5’-—64 не есть ноль. 

Въ случаф, когда числитель ас’— са’ равенъ нулю, что возможно при одномъ изь 


: ас 
трехъь услоый: если я-= или если а—=0ис—0; или с--0 ис’ —0 (предпо- 


ложене а—0на’—=0 повело-бы въ: а6’ — 6а’ —0, что противно условю), замфчаемъ, 
что у обращается въ ноль; а ири третьей групи условй, именно при с=0 ис’==0, 
и < дфлается нулемъ, | 

Въ силу втораго свойства, условйн необходимыя и достаточныя ддя того, чтобы 
оба неизвфетныя были нулями: 2=0 и у—0, суть с—0 и 6’ —=0. 

Итавъ, когда общ знаменатель 20’ — ба’ отличенъ отъ нуля, система имфетъ 
конечно опред$ленное рёшен!е; при этомъ или оба неизв%стныя будут положичельны, 
или оба отрицательны, или одно положительно, а другое отрицательно: наконецъ, или 
одно, или оба могуть быть нулями. Посяфднее имфетъь м®сто только въ томъ исклю- 
чительномъ случаф, котда свободные члены-оба нули, 

Положительныя р$фшен!я въ больщинств$ случаевъ даютъ прямой отвЪтъ на воп- 
росъ; отрицательныя же или служатъь признакомъ невозможности задачи, или непра- 
зильной постановки ея. Истолкован!е отрицательныхь рёшенЙ основано на теорем%, 
аналогичной той, которая была доказана для ур-Н!я съ однимъ неизвфетнымъ. 


398. Теорвмл. Де системы двухь ур-н съ двумя нелзвьстними, отличало- 
чияся только знакомь при одномь или пру обоихжь неизвъотныхь, импють рюшеная: 
равныя по абсолютной величинъ, но разнящйяся знаками — для толь неизвьетныхь, 
знаки при которыть въ объихь системахь различны; и рощетя, одинаковыя по ве- 


- 26 


— 409 — 


личинь и по знаку — для неизвьстныхь, предществуемыхь общимь знакомь в5 объихъ 
системах». 


Въ самомЪ дфлЪ, сравнимъ системы: 


о @) ы ах —фу=с | () 

Г = вх — бус’ 

разнянйяся только знакомъ при 9; докажемъ, что эти системы имфють одинаковое 
рфшен!е для 2, н рёшеня, равныя по абсолютной велични, но противоположныя по 


знаку, для у. 

Въ самомъ дёл$, положивь —У— 2, система (2) обратится въ 

аз-- 62 = } (@’) 
авео . 

ЗамВчая, что система (2’) ничфмъ не отличается отъ (1), заключаемъ, что рф- 
шенйя системы (1): &’ и 9’ удовлетворяють п (2); такъ что система, (2’) имфетъ р%- 
шеня: #=# и #=9'; или, такъ вткъ #2—-- 9, то (2’), а потому п (2) пмфеть 
р$5шен1я: 

2—х,, у— — 9’. 

Примзръ. Куйлено нъбколько аршинь матери по опредъленной цльшь. Еслу 
бы было куплено 3 аршинами больше, а за аршинь было заплочено 1 руб. меньше, 
то на всю покупку ‘издержали-бы 11 рублями меньше. Есль же было бы куплено 8 
аршитнами меньше, а за арщшинь платили бы 9 руб. дороже, то ‘издержали бы 12 
$96. больше. Сколько арщинь куплено и сколько платили за ариинь? 


Пусть было куплено х арш. по у руб. за аршинъ. Получаемъ ур-ня: 
(#3) —ЮИ=жм— п 
(#— 8)(у--2) = 12; 
откуда, #—— 10; 9—— 6. 
Слфд. задача невозможна въ томъ смыслф, какъ она дана. 


Подетавивъ въ ур-н1я: — х вместо х, и — у вы$ето у, найдемъ: 


(#&— Зи) =м—и : ь 
(&--8)(у —2) =зу-- 12, 
которымъ, на осн. доказанной теоремы, удовлетворяють рёшешя: х=10, у=6. 
Они служатъ прямыми отвЗтами на слФфдующую задачу: 

„Куплено извфстное чнело аршинъ матери по опредфлевной цфн$. Если бы было 
куплено тремя аршинамн меньше, а за аршинъ было заплочево 1 рублемъ дороже, то 
на всю покупЕУ издержали бы 11 руб. меньше. Если же было-бы вуплено 8-ю арши- 
нами больше, а за аршинъ платили бы 2 рублями меныие, то издержали бы 12 рубля- 
ми больше. Сколько аршинъ куплено и сколько платилн за аршянъ?“ 


394. ИН. Общ знаменатель, а5’— Ба’ —0, а одинъ изъ числителей, напр. 
/ / 
6/— 55 =0. 
Равенство аб’ — фа’ —0 можеть имфть м%сто при слфдующихъ обстоятезьствахт: 
ь . 
ТЫ 
Предположене 6—0, /=0, обращающее также въ ноль биномъ а’ — фа’, слф- 


дуеть устранить, потому что при немъ обращаетея въ ноль и числитель с6’— 6', по 
условю, неравный нулю. 


1) =. 2) а—=0, 6—0; 3) а=—0, @=0. 
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ь . @ |, 
Первый случай: Го Оба нензвфетныя представляются въ этомъелуча% подъ 


т 
вИдомЪ ° или СО: 


&— оо, 9 =00. 


Докажемъ, что безконечныя ръшешя представляют»ь единственно возможное ръ- 
зиеше системы въ разсматриваемомь случеть. 


Тавнмъ образомъ нужно доказать, что въ данномъ случаф уравнев!я не допуска- 


ють конечныхь рёшен; а зат$мъ, что безконечныя рёшен!:я дЪфйствительно удовзе- 
творяютъ систем%. 
И а __ @Ъ. . 
зъ условя = имфемъ: а — у; Подставивъ въ первое ур., находим: 


/ 


7! 
та, или а--5у=°”. 
Но второе ур. есть аз —= с; 


И 
но условю же с — 5 20, откуда с. 


Отсюда видно, что система состоить изъ двухъ ур-нШ, которыхъ первыя частн 
одинаковы, между тфмъ какъ вторыя неравны; очевидно, слфдовательно, что всявя 
хонечныя значешя х и у, обращающия въ тождество одно изъ уравненй, не могутъ 
обратить въ тождество и другое. Тавыя ур-нвя, которыя не впмфютъь общихъ конеч- 
выхъ рфшев называють иесовмюстными (противор$чащими одно другому). 

Покажемь теперь, что безконечныя значевя 5 и у удовлетворають систем, и 
для этого раземотримъ два случая, смотря потому, пыфютъ-ли коэффищенты @ и 6 
одинаковые знаки, или противоположные. 


Пусть а и имфють одинаковые знаки; пусть, приэтомъ, с5'— 6’ 0, и а5'— ва’ 
стремится въ нулю, уменьтаясь; въ тавомъ случа» 


в 
Умноживъ обф части неравенства с6’>> 65’ на аа количество положительное, 


7’ 


Вс аб’ : 
>ае'; но -———9,, слфд. 0'с > аб’, или ас’ — 0960; поэтом 
5 5 7 


получимъ 


у —= — со. 
а _ а й 
ЗамЪтивъ, что У=ъ' „видимъ, что а’и 6’ также пмфютъ одинаковые знаки; 


елфд., подставивъ въ ур-вя выбето хи у ихь велячины найдемъ 
а.со — 8.00 = с 
@. со— В.о =, 
т, е. с9—бо—=е н бо—б=е, 


что возможно, потому-что разность двухъ безконечностей можеть быть каклыъ угодно 
Боличествомъ. 


Если а п В пыфютъ противоположные знаки, папр. а^0 нб- 0, ко оставивъ 
остальныя предположен1я безъь измфненя, найдемъ: 


а 
Умноживъ об части неравенства с6’>> $’ на —- $’ количество положительное, 
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— а’, сл. —-@е > —а6, или в —ае>0; а 


/ / 
аф'с 
получимь: —-—- > — 46; но — 
ь ь 
потому и 
Замфтивь, что а’и 6’ имфють противоположные знаки, подставивъь вмфето хи 
у ихъ значен1я, получимъ: 
а.со — (— 5).50 = с, 
а. со — (—В).с0 =, 
или со — бое ин со— со= 6, — тождества. 
Бторой случай. а—=0, 6—0. И въ этомъ случа$: х==о0 и у== 00; значен!я 
эти приличествують уравненйямъ. Въ самомъ дфлф, подставляя, имфемъ: 
0.со --- 0.59 = 
а’. со-- .со==6. 
Но произведев1е 0. со есть символь неопредфленности, сл. первое равенство 
можемъ разсматривать кавъ тождество. Что касается втораго, первая часть его есть 


разность двухъ безконечностей; ибо ^ 
__ 66" ха —са 
70 т 
1 1 
откуда ; у — @/5" (+5 
ткуд ах бума с 6 5), 


и равенство а/с (со — ©О) = с, есть тождество. 
Съ другой стороны, очевидно, что всякая иная система значенй х и у не мо- 
жеть соотвфтетвовать ур-мъ: 


0.2-- 0.у=с и ахуе. 
Третй случай. а—0, а —0. х и у принимають видъ: 
с — 6’ 0 


Итакъ, 2 безвонеченъ, а у неопредЪзененъ. И въ самомъ дл, очевидно, что ни- 

какая система конечныхь значенй х и у не можемъ удовлетворить уравнен!ямз. 
0.5 бус, 0.2 бус’, 
‚ев с’ 

ибо по условю г 5 > ` 

Съ другой стороны, если вмфето х подставимъ ос, то вакъ 0.со изображаеть 
количество неопред$ленное, усматриваемъ, что существуеть безчиеленное множество 
значен! у, удовлетворяющихь заразъ предыдущимь уравневямъ, въ которыхъ 0.5 
замфненъ количествами < и а’, лишь-бы произвольныя количества а н а’ удовлетво- 
с _б— а 

и 

Примючате. Т. Если вром$ @—0 п а’ —0 бьмо-бы п 6=0, у имфло бы опре- 


ряли соотношеню: 


- | у 
дфленную величину, т ибо тогда слВдовало бы положить х —= с на =0. 


Прымючаще П. Въ разсмотрфнныхь трехъ случаяхь, если уравненятвытекають 
изь условЙ задачи, нужно еще разсмотр$ть, можетъ-ли быть истолковано чисто алге- 
браическое рфшев1е уравнен1й; если да-— это будеть единственно возможное рЗшен1е 
задачи; если ифть—задазча невозможна; невозможность эта во всякомъ случаЪ, будеть 
зависить оть несовмфстности данныхь между собою и съ неизвфетными. Потому-то и 
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товорятъ, какъ и по отношен!ю къ ур-мъ съ 1 неизвЪстнымъ, что символь ОО есть 
признакъ невозможности задачи. 


395. Ш. Знаиенатель и оба числители — нули, 


аб’ — а6 —0, с’ — 6—0, ас’ — ав —=0. 
Эти равенства могуть нифть м%фсто при сл$дующихь обстоятельствахъ: 
а 6 [Я 
1) ЭЕ=-: 2) «=0, 6—0, в—=0; 3) а=0, “=0, еб’ — ве! —0. 


[7 : 
Первый случай. ЕН Значен1я х и у берутъ видь 


0. о 
20 У— о 
Неопредфленность эта— д®йствительная. Въ самомъ д%л%, назвавъ общую вели- 
ь а Г!) е 
чину равныхь отношенй буквою В, т. е. положивь —=—-,=—,-й, имфемъ от- 
а у’ [7 


сюда: а-—а%, В— О, с=—=с®; подетавивъ въ первое ур., получимъ 
# (а Бу) =’ или ах--бу- с. 

Такими образомъ, первое ур-ве ничфмъ не отличается отъ втораго, такъ-что въ 
сущности два неизвфстныя связаны однимъ уравненемъ, которое принимаеть безчис- 
ленное множество рфшен!й: неопредфленность дЪйствительная. Однако же, значеня х 
и 9 не вполнф произвольны, такъ какъ, въ силу того, что они связаны уравненемъ 


ах--6у=—е, произвольному значению одного неизвфстнато соотвфтствуеть вполн% 
опредФленное значене другаго. 


Примьчаще. Если бы было с—0, а потому и с’ —=0, хиу были бы неопред%- 


ленны, какъ и прежде, съ тфмъ отлищемъ, что отношене ихъ =. сохраняло-бы по- 


стоянную величину, равную — '-; что прямо видно изъ уравневя ах-|- 6—0, къ 
которому въ этомъ случаЪ приводятся оба ур-вя. 

Второй случай. а —=0, 6—0, с—0. Въ этомъ случа 

а Е 
0 0 

Но первое ур. обращается въ тождество 0—0, сл$д. система сводится ко одному 
ур-н!ю съ двумя неизвфстными: неопредфленность дЪйствительная. 

Третий случай. а—=0, в —0, с’ —0. Оба неизв®стныя опять принима- 


0 
ют неопредфленный видъ 5’ ® система 
0.5 Ну ев, 0.2 + Бу=с, 
6 
показываеть, что # въ самомъ дЪлВ неопредфлененъ, во у —-- —-., т. е. имфетъ 


вполн% ояредфленную величину. Но это противор$е между результатами, получаемыми 
изъ формуль для неизвфетныхъ, и результатами, непосредственно выводимыми изъ ура- 
вневй, только кажущееся; оно зависить отъ того, что дробь, дающая значеше у: 


__ а’ —в@ 
У=—ы’ 


въ данномъ случа содержить въ числителф и знаменател® общаго множителя, обра- 
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щающагося въ ноль при данныхъ предноложен!яхъ. Въ самомъ д6лф, вынося за, скоб- 
ки: вь чиеслител$ с, а въ знаменатель $, имфемъ: 


ас’ й 
с (——@а 
6 


Уи 
(5 —«) 
и _Ь 
но изъ условя с’ — 6—0 ныфемъ аъ} сл д. 
а’ , 
и) 
=——-—_—__щ=.. 
ь “---) ? 


Если бы 665’ — 66'—0 имфли всяфлетве предноложенй 6—0, —=0, то на- 
шлн-бы: д = т у==00; эти рфшен{я отвёчали бы ур-мъ, нбо, какь 0.00 есть енм- 
волъ неопредфленности, то равенства, 

0-- 0.59 —=6с и 0-0.00=6 
суть тождества. 

396. Примъчаше. Раскрыте неопредфленности дроби, принимающей видъ с 
ири частвыхь значеняхь нсколькихь буквъ, въ нее входящихь, можно дфлать еще 


: А 
сяфдующимь общимь пр!емомъ. Если дробь —, въ составъ которой входать коли- 


В 
"0 
чества 1, у, #,.... принимаеть видъ 9 2—6, У—6, 2—6, ..... 10, 
полОживъ 
д=а--1, уУ=Ьрй, а=е--а, .... 
подставляютъ этн величины въ числит. и знам., п сокративъ дробь, полагаютъ # = 0: 
: А 
тогда и пелучится истиниое значеще дроби в 2—6 9—6, 2—0, ... Оно 
можеть быть или опредфленно или неопредфленно, см. потому, будетъ-ли независимо 
отъ 7,4, .... или же, посл всевозможныхъь упрощен, будеть еще содержать 


одно или нисколько изъ этихь количеств, располагая которыми произвольно, можно 
дать дроби какую угодно величину. 


Тавъ, мы видимъ, что при а —0, а’ —=0н с6' —656'—0, дроби 


и — в а _— 46 — в 
абы “ Ур 


0 
принниаютъь видъ го Полагаемъ 


а—=й, @’—9р, е= ав; 


находимъ 


сл. х дЬйствительно неопредфленъ, потому-что выбирая взвфетнымъ образомъ р и 9, 
можно ему давать пронзвольныя значеня. 


Для у находимъ 


66’ 
в(---- 9% }-—сй 
. ( ъ а. ) Е. ', сокративъ на й, а потомъ положивъ й— 0: 


У —6рь 
$’ — В 
а т т — величину вполнф опред$ленную. 


397. Сдфланное изслдован!е можно резюмировать тавъ: система двухь уравне- 
9 первой степени съ двумя неизвестными имтеть одно ръшеве конечное или без- 
конечное, если ‘изь трель буномовь 


26’ — о’, с’ — Ве, ас’ — см 
обращается въ ноль не болье однозо; ръшеще неопредъленно, есль два ‘изъ чижь дъла- 


ются нулями, за исключещемь случая, кода: е—=0, с'—0. 
Приводимъ н%сколько задачь съ полнымъ изслФдованемъ. 


Первый приму изсельдованая. 


398. Дези курьера ъдуть равномърно в въ одну сторону, оть х къ у, по мря- 
мой ху, со скоростями у 4 У’; вь данный моментъь одинь находится вв А, друзой въ 
А’, в. разстоящяжь ОА — а и ОА’—4 оть точки 0. Опращшивается: въ каком 


разстоящи оть точки 0 и черезь сколько часовь отъ данною момента произойдеть 
встръча. 


/ р 

у А^+ 0 я м 9’ А. —. 
— ОИС ет Е аи мова А 
ь" ` у Ра 
Черт. 19. \ 


Пусть встрфча нроизойдеть въ будущемъ, т. е вправо оть А’ на разстояв и отъ 
0, равномь ОВ — 2х, и черезъ $ часовъ отъ даннато момента. Уравнен]я задачи будуть 
слфдующя: ОВ =ОА-- АВ, ОВ = 0ОА’-|- А’В пзи 
#—а- и @) 
= 
Если допустить, что ветрфча имфеть мФсто между О и А, вь нфкоторой точк% 
В’ т.е. вправо отъ О, но д0 того момента, когда курьеры профзжаютъ—одинъ черезъ 
А, другой черезъ А’, то уравнен1я, при сохранени прежнихъ обозначен, будуть: 
ОВ’ =0А —В/А, 08, =04'-—,В/А’, или 
—а—#я 
, (2). 
— а — 1 
Такъ какъ эта система отличается отъ первой знакомъ при $, то заключаемъ об- 
ратно, что если система (1) дасть положительное рфшев1е для 2 и отрицательное для 
$, это служить признакомъ того, что встрфча имфла м$ето вправо отъ О, но раньше 
ханнаго момента, и что время, протекшее отъ встрфчи до этого момента равно абео- 
лютной величин отрицательнаго р$шеня. 
Наконецъь положимъ, что встрфча имфла м$сто въ точкЪ В, влФво оть точки 
О: уравнейя, при сохранен прежнихь обозначемй, будуть: 8/0 —=В”А — ОА, 
ВО — В/А’— ОА’, или = — Я, 5—9 — 9, нли 
} —#—а—#я 
ай (3) 
—#—9— 9% 


— 408 — 


Эта, система выводится изъ (1) перем$ною хи Ё на — хи — &. Олфдовательно, 
обратно, если система (1) даеть отрицательныя значен1я для х и $ это будетъ при- 
знакомъ того, что встрфча имфла мфсто вяфво оть О, въ разстояви, равномъ абсо- 
лютной величин$ 2, и что время протевшее оть момента встрфчи равно абсолютной 
величин $. 


399. Посл этого предварительнаго изслёдован!я рфшаемъ систему (1): 
а’ — аи ‚_@—а 
9—9’ в 


Длаемъ всевозможныя предпохоженя относительно общато знаменателя; эти 
предположев1я суть: 
>, в — 1, 9. 
Прнэтомъ, такъ какъ числители могутъ получать кая угодно величины, разло- 
жлмъ каждый изъ предыдущихь случаевъ на три друге елучал: 


ра, а’ —а, @ <а. 

Отсюда уже вытекаютъ опредфленныя предположен1я относлтельно другаго чиели- 
теля: 24’ — 94. 

Вь самомъ дфлЬ, если: прин ®>> 9’ возьмемъ 4’ >а, то отсюда необходимо вы- 
текаетъ, что 94’> 94, но не можеть быть: ни с’ —%4, ни %4’ < 9%. Но если при 
> взать 4’ < 4, то другой чиелитель даетъь три возможныя предположеня 

4’ > 94, $4’ —='а, 4 < а. 

Постуная тавимъ образомъ, получаемъ слвдующую таблицу всевозможных комби- 

нац, въ числ тринадцати: 


| >а ха’ > ай 

> аа 4’ > 4%’ 

га’ > а’ 

{в <а 24’ — а’ 

оф < ах 

1а“>а ва’ > 4% 

9— {4—4 с, - оф’ — 4’ 

а<а оф < ах 

га’> ау 

[а> а ва’ — а’ 

и г < 4“ 

ыы ] 4’—=а га’ — а’ 
| 

[@< 4 г? < а 


Изелфдуемь поочередно каждый изъ этнхъ случаевъ. 
Первый случай. о>%, 4 а, та’ 4%. 


Формулы для неизвфетныхь дають конечныя, опредфленныя и положительныя 
значеня для т и $, означаюлия, что встрфча будеть имфть мфето въ будущемъ (счи- 
тая оть даннато момента) и, слфд., вправо отъ точки О и оть А’. 

Этоть результать можно было предвидфть: вь самомъ дфлф, такъ какъ оу, 
т, е. догоняющИ курьеръ Фдеть скорфе передняго, сл$д. долженъ необходимо ветр%- 
титься съ немъ вправо отъ А». 


— 409 — 


Второй слу. 9, Ч =- 4, ва’ ам. 
Формулы даютъ 
#—94; #— о. 
Это значить, что встр$ча имфеть мфето въ данный моменть, что совершенно 
очевидно. Въ самомъ дфлф, при 4 — 4’ оба вурьера въ разематриваемый моментъ 


находятся Вь одной точ (напр. А), а кавъ о>> 9, т. е. скорости ихъ неравны, то 


они только въ этоть моментъ и будуть вмфост%, а залфмъ одняъ будетъ постоянно вле- 
реди другато. 


Третий случай.—и > 9, < а, за’ ау. 
Формулы дають: х>0, #0. 


Положительное значен!е х повазываеть, что встр%ча имфеть мФсто вправо отъ 0; 
отрицательное $ означаетъ, что она произошла раньше того момента, когда одинъ 
куръеръ профзжаеть черезъ А, другой черезъ А’, въ нЪкоторой точк® В, (подставив 
въ систему (1) вмфето $... находимъ систему (2), относящуюся въ точк% В’). 


Это можно видЪть изъ условй, при помощи чертежа: 


Черт. 20. 


Такъ какъ 4’ 4, то вурьеръ, Фдупий со скоростью 9’, находится въ данный мо- 
ментъ ближе другаго къ точкВ 0; ®>%/, ел. курьеръ, $дущИ ео скоростью ©, дол- 
женъ быль встр$тить другаго раньше даннаго момента, т. е. вафво отъ точки А”; 
затЪмъ, нёравенство ©4’> 94 даетъ 

а’ > а 

9%’ 
а& это значить, что курьеръ (У) Фдетъь 4’ версть большее время, чфмъ курьеръ (5) 
профзжаеть @ ворсть; значить послёдьй профхаль черезъ точку О поелф перваго, и 


какъ въ данный моменть онъ обогналь перваго, то и долженъ быль встрФтить его 
вправо отъ ‘точки 0. 


Четверть случай. — >, 9 < а, = ау. 
Формулы даютъ; х=0, &<0. = 


Эти рфшен!я означаютъ, что встрча имфла ифето точкВ О раньше раземат- 


т, е. времена, употребленныя на прохожден!е разстоян ОА’ и ОА, равны (предыд. 
черт.), сл. оба вурьера прошли чрезъ точку О въ одинъ и тоть же моментъ. 

Патый случай. >99, “< а, 4 < 4. 

Формулы дають: х<о, #< 0. 

Р%$шеня эти означають, что встрфча имЪла мфето раньше даннаго момента и 
вяЪво оть точки 0 (см. систему (3) уравнений). 

Въ самомъ дфлф, такъ кавъ курьеръ, находащся впереди, въ А‚(4 > 4’) дви- 
тается съ большею скоростью (© > %'),—то встрфча уже имфла ыфсто. Залфмъ, изъ 
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а _ а . 
неравенства < 45 имфФемъ: г < -; › 8 910 значить, что вурьеръ, ЗдущйЙ ско- 


рёе, пропюль черезъ точку О раньше другато, ел$д. встр®ча, его съ другимъ уже бы- 
ла влЪво отъ точки 0. 

Шестой случай. 0—9’, а’ а, за’> ах. 

Формулы дають: #=00, #=00. 

Эти р%шенйя служать признакомъ дёйствительной невозможности. Въ самомъ д%- 
лЪ, въ данный моментъ курьеры находятся въ различныхь точкахъ, скоростя же ихъ 
движеня равны, слфд. разстоян!е между ними всегда будеть одинаково, и потому 
они не могутъ ветр%титься. 

Седьмой случай. —и—4, а'—4, за’ =. 

0 0 

Е фе 

0 0 

неопредфленность д®йствительная; вь чемъ нетрудно уб%диться и изъ самыхъ условй. 
Въ самомь дфлЁ, въ данный моменть курьеры находятся вмфстЪ (4== 4’), Фдуть они 
съ одинаовою скоростью (°=—%’), слЪд. постоянно они будуть находиться вмфстф. 


Восьмой случай.-0—%, @' <а, ча' < ау. 


Формулы даютъ: 5 = 


Формулы даютъ: х=00, #=00, что объясняется такимъ же точно образомъ, 
какъ и въ случа шестомъ. 


Девятый случай. 00, > а, ва’ > 4х. 
Формулы даютъ: < 0, &<о. 


РЪшен!я эти означають, что встрфча ужё имфла мфсто вафво оть 0 (Черт. 21 ). 


А. о И 9’ 
От И ес СНБ 
Черт. 21. 


Въ этомъ убфждаемся разсуждетами, аналогичными приведеннымъь въ пятомъ 
случа$. 


Десятый случай.—в< 0, > а, ва' = 4%. 
Формулы даютъ: х=0, $< 0. 


Это значить, что встрфча ныфла мфсто въ точкЪ 0; въ чемъ убфждаемся такимъ 
же образомъ, какъ и въ четвертомъ случа%. 


Одиннадцатый случай’, йа, "4 < 4%. 
Формулы дають: х>0, #< 0. 


Ветрфча имфла мфето вправо отъ точки О, но раньше настоящаго момента. Объ- 
яснене-тоже самое, что для третьяго случая. 


Деънадиатый случай. <’, 4 —а, ча’ < ах. 

Формулы дають: = 4 = 4’; Ё—0. 

Ветр\ча имфла имфеть ыЪето въ настоял! моментъ. КаЕъ и во второмь случа». 
Тринадиитыьй случай. г, @ 34а, 9 саг. 


Формулы даютъ величины конечныя, опредёленныя и положительный; слфд. 
встрфча пыфетъ мфето въ будущемъ. Какъь въ первомъ случа». А 
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400. Примъчаше, Уравненя 
д=а+я (А) 
д=4'-% 
были выведены въ томъ предиоложени, что оба курьера Фдутъ въ одну сторону, имен- 
но въ направлени отъ х къ у. Легко видфть, что эти же уравненя мотутъ служить 
и для другихь задачъ, аналогичныхь первой, если только условиться подъо и %' ра- 
зумЪть отрицательныя количества, если направлен!е движен1я будеть оть у къ, а 
подъ 4 и 4’ отрицательныя числа, осли лини ОА п ОА’ будутъ находиться вяфво оть 0. 
Тавъ, напр., если курьеры Фдутъ по направлешю отъ у въ 2; и прин составле- 


ы 0 А. Я . А у 


Черт. 22. 


ши уравнен!й мы допустимъ, что точка встрфчи В, лежитъ вараво отъ О, то уравие- 
н1я будуть 


=а—я# 
из р (В) 
х=4—%} 
Очевидно, что туже задачу можно выразить и уравнешями (А), если только подъ 
буквами © и $’ вь систем (А) разумфть отрицательныя числа. 


Если-бы курьерь, выфзжающй изъ А, Фхалъ въ направлени ху, а выфзжающй 
изъ А’—вь направлени ух, мы имфлн бы систему 


о 


д—4-— 1 


Вифсто нея мы могли бы взять также систему (А), разум я въ ней подь ® — 
количество отрицательное. 

Точки А и А’, въ которыхъ находились курьеры въ настояшй моментъ, ном ща- 
лись вправо оть точки О; задача будеть еще общфе, если дать этимъ точкамъ кая 
угодно положеня на лиши ху, считая Я и 4’ положительными, когда эти точки ра- 
сположены вправо отъ О, и отрицательными, если точки А и А’ находятся влФво отъ 0. 


Такимъ образомъ, разум я подъ Я н @' абсолютныя количества, для чертежа (28) 
найдемъ уравнен{я 


Я 0 М’. К 

——_——_ 1 + —щ——— 

Черт. 23. 
=—а-+и\ 
—@-и } (в) 
А для чертежа (24) уравнев!я 
4’ Л 0 А 

Ады А ———д—————Ю_— 

Черт. 24. 
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Очевидно, что система (А) можеть замфнить собою каждую изъ системь (0) и 
(Е), если только въ первомъ случаф будемъ разумфть въ систем$ (А) подь @& число 
отрицательное, а во второмъ-условимся подъ 4 и @ разумФть отрицательныя числа. 


Итакъ, уравнен1я 


#=а-фа 
#=а-- 95%, 
имфющя р%&ёшев!ями: 
__ о —9% Я 
99’ 9 


служатъ выраженемъ сялфдующей совершенно общей задачи: 

Два вурьера Фдутъь равномфрно по прамой со скоростями, равными, по величин 
и по знаку, колнчествамъ о и 9; въ настояпий моментъ они находятся отъ точки 0, 
лежащей на этой прямой, въ разстоян1яхъ, изображаемыхъ, по величин и по знаку, 
буквами 4 и 4’. Найти разстояве точки 0 до точки ветрфчи, и время встр%чи. 

Приэтомъ, разстоян1я считаются положительными— вправо отъ О, отрицалельны- 
ми—вяЪфво оть О; скорости—похожительными въ направлени ху, отрицательными въ 
направлен у; времена—положительными, когда они слфдуютъ за даннымъ момен- 
томъ, отрицательными— когда предшествуютъ этому моменту. 

Числовой примтръ.—Два курьера, фдуше равномфрно по прямой, находятся въ 
настоящ/Й моментъ: одинъ въ точкф А, отстоящей отъ О влфво на 20 веретъ, дру- 
гой въ А—въ разстояни равномъ 35 верстамъ вправо отъ 0. Они движутся на встр?- 
чу другь другу, первый со скоростью 4, а второй 6 версть въ часъ. Опредфлить раз- 
стояше точки встрфчи оть О и время вотр$чи. 

Для р»шен1я задачи нужно только въ формулы 

__ #4 — аи Ре 
и 9 Пи 
подставить: вифсто 4 число — 20, выфсто 4’ число |- 35; зат$мъ: -|-- 4 вифето © и 
— 6 вы$сто 9. Найдемъ: 


1—2 вер.; #—4 час. 30 мин. 


Слфд. точка встрЪчи находится вправо оть О на 2 версты, а время встр$чи че- 
резъ 4 ч. 30 м. отъ настоящаго момента, 


Второй примпрб изслюдоваия. 


401. Изь двуль сплавовь серебра, пробы которыль равны соотвътетвенно аи Ъ, 
составить р фунтовь новало сплава пзобы с. Сколько фунтовь нужно взять оть каж- 
дао сплава? 

Пусть оть перваго сплава нужно взять 2, оть втораго у фунтовь, По условю, 
нмфемъ уравнене 


д--Уу=р.... (1). 
Въ одномъ фунт перваго сплава находится азодотниковъ чистаго серебра, сл$д. 
въ 2 фунтахь его будеть ах зол.; въ у фунтахъ втораго сплава Фу зол.; елЪД. въ 


х-- у или въ р фунтахь новаго сплава содержится ал -|- бу зол., а въ одномъ фунт 


ах--Ь 
и зол. чистаго серебра, что равно с; поэтому, второе ур. будетъ 


ая Ру =... (2). 
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Рфнивъ уравненя (1) и (2), найдемъ: 


е—6 а—е 


т и И 


Изслвхованте. По свойству вопроса, д и у немогутъ быть ни безконечнымн, 
ни отрицательными, поэтому рфшен!я такого рода будуть служить признакомъ абсо- 
лютной невозможности задачи при т$хъ условяхъ,^воторыя ведутъ Еъ рфшешямъ 
этого рода. Въ этомь и заключается особенность разсматриваемой задачи; изъ всфхъ 
значенй хи у, какя допускаютъ найденныя формулы для этихъ количествъ, сл$ду- 
етъ удерживать только значен1я конечныя, опредФленныя и положительныя. 

Относительно общахо знаменателя возможны 3 предположен1я: 


а>в а=в а<6. 


Каждое изъ этихъ предположевй соединяемъ со всевозможными предноложен1ями 
касательно одного изъ числителей, напр, первато: 
е>ь се=в, с<6. 
Относительно втораго числителя нужно дфлать тавля предположон1я, которыя бы- 
ли бы совмфстны съ прежде взятыми. Тавъ, если возьмемъ предположеше & > В и 
с >В, то его можно сочетать съ каждымъ изъ трехъ возможныхь предположев!й от- 
носительно другато числителя: @>с, «=, ас. Но если взать комбинацю &—5 
ис>Ь, то ее можно соедннить только съ предположенемь «< с, тавъ-какъ с, бу- 
дучи больше $, не можеть быть ни равно, ни меньше количества @, равнаго 5. Та- 
кимъ путемъ мы получаемъ сллующую таблицу изел$дованя: 
ав 
е>в‹ а=е 
аль азе 
е=В асе 
| <$ аъе 
ев а<е 
але —ь а-е 


е<е азс 
[>68 а<е 
= а<е 
«<» а>с 
|. а — с 

а < ев. 


Первый случай. «> 5, >, а > с. 


Форыулы дають дня х и у ршен!я конечныя, опредфленныя и положительныя; 
сл д. задача возможна. Это сафдуеть и изъ условй: въ самомъ дфл№, проба с иско- 
маго сплава, но условю, больше нисшей пробы $, но меньше высшей пробы а; оче- 
видно, такой сплавъ всегда можно составить. 


Второй случай. «>90, >65, а=с. 
Формухы даютъ: хр, у—0. 


Это значить, что вс8 р фунтовь должны быть взаты оть сплава пробы а, и ни- 
чего не нужно брать отъ сплава пробы 6. Это очевидно & рог, ибо проба с соста- 
вллемаго сплава должна равняться, по условю, проб @. _ 


Третёй случай.—@а > 6, >65, а< с. 
Формулы дають: х>0, у<0, 
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Заключаемъ, что задача невозможна. Это видно ин & р!10г!: въ самомъ дл, 
проба требуематго сплава должна быть больше не только нисшей пробы 6, но и выс- 
шей & данныхь сплавовъ; очевидно, что сплавляя послфдв!е, нельзя получить пробы с. 


Четвертый случай. а>5 се=68, ас. 
Формулы даютъ: х—0, у= р. 


а. 
Это значить, что вс 2 фуйтовъ должны быть взяты отъ силава пробы 6, 
что очевидно, ибо искомый силавъ и долженъ имфть пробу © (услове с = 0). 


Пятый случай. а>6, с<ьв, азс. 
Формулы даютъ: д<0, у 0. 
Отрицательное значевн1е х указываетъь на невозможность задачи. И въ самомъ 


дЪлф, задача невозможна, потому-что проба искомаго сплава должна быть меньше ве 
только @, но и нисшей пробы 6 одного изъ данныхъ сплавовъ. 


Шестой случий. а&—6, с>ь, а<с. 

Формулы даютъ: х==00, у = оо. 

Задача невозможна; и въ самомъ дфлф, составляющие сплавы— одинаковой пробы 
а —6 оба же требуемаго сплава, с, должна быть больше пробы а—0, что не- 

, р , 

возможло. 

Седьмой случай. а=ьв = с. 

0 


Ф лы даютъ: ве, =— 
ормулы д - =5’ —=у 


Это значить, что задача веопред$ленна, въ томъ смыслЪ, что можно взять чис- 
ло фунтовъ, не превышающее р, оть одного изъ данпыхь сплавовт, а недостающую 
до р часть изъ другаго. Результать этотъь очевиденъ & рг1011, потому-что вс трн 
сплава-—одннаковой пробы. . 


Восьмой случай. а—05, св, ас. 
Формулы даютъь: х=—00, у= оо. 

Задача невозможна, какъ и въ шестомъ случа$. 
Девятый случай. а<ь, >60, ав, 


Формулы даютъ: < 0, у>>0; отрицательное значене < указываетъь на невоз- 
можность задачи, подобно пятому случаю. 


Десятый случай. а, с—6, а<е. 

Формулы дають: 1—0, у—-у, какъ въ четвертомъ случаф. 

Одиннадцатый случай. 5, с<ь азс. | 

Формулы дають: > 0, уз 0; задача невозможпа, какъ и въ третьемъ случа». 
Двънадцатый случай. а, св а=е. 

Формулы даютъз: х=—7, у=0, какъ и во второмт ‘случаф. 

Тринадцатый случай. а, 36; ве. 


Формулы даютъ: для & п У величины конечныя, опредфленныя и положительныя. 
Задача, слфл., возможна, какъ въ первомъ случа%. 
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в = 


Третёй примпрь изсльдовиая. 


409. Вь треулольникь АВС, которало основаще равно 6, а высота №, вписать 
прямоуюльникь даннало периметра 2 9. 


Прямоугольникь называется виисан- 
нымъ въ треугольник, когда двЪ его верши- 
ны паходятся на одной сторонф треуголь- 
ника, & дв» друйя вершины ва двухъ 
другихъ сторонахъ; таковъ прямоугольниеъ 
РЕЕС. Если же этн двЪ послФдн!я верши- 
ны находатея не на самыхъ сторонахъ, а 
на ихъ продолженяхъ, то прямоугольникъ 
называють вн%-виисаннымь; таковы прямо- 
угольники О’Е/Е’б’ и О”ЕМЕ”С”. 


Черт. 25. 


Внутреный вписанный прямоугольникъ. 


403. Пусть задача рфшена и РЕЕ@ есть требуемый прямоугольнивъ; означим 
сторону ОЕ буквою 2, сторону ЕЁ буквою у, основав1е АС буввою $, высоту ВН 
треугольника буквою й. Во-первыхъ имфемт ур-в1е 


ур. . . . (1). 


Въ подобныхъ треугольникахъь АВС и ВШОЕ основан1я относатся какъ высоты; 
слфдовательно 


РЕ _ В 1—4 

дс вн’ =... (2). 
Рф$шая ур-ня (1) и (2), находимъ 

‚—2®— 2) — — 5) 


Со обр 8 


Изследованте. — Во первыхь замфтимъ, что х п у не мотуть быть одно- 
временно отрицательными, потому-что сумма пхъ, въ силу ур-вя (1), равна положи“ 
тельному количеству 0; но одно изъ этихъ количествъ можеть быть отрицательнымъ; 
причемь отрицательныя значен1я х или у, въ данномъ случа, не могутъ быть отбра- 
сываемы, какъ невозможныя, но подлежаль истолкован1ю слфдующимъ образомъ. 

Еели дя у получается отрицательное рфшене, и слд. для х положительное, то 
для истолкованя этого отрицательнато р$шевя перемфннимъ въ уравнешяхь (1) н 
(2) у на — 9; вайдемъ: 

2 _В--У 


—у— р, =... . (@®). 


Первое изъ этихъ уравнен!Й означаетъ, что дается не сумма, сторонъ прямоуголь- 
ника, а разность между его основантемъ п высотой. Второе уравнене отвЗчаеть пря- 
моугольнику О’Е/Е’С/, которахо основане Г’Е’ находится подъ основанемъ АС тре- 
угольника; въ самомъ дфлф, назвавъ О’Е’ буквою хи Е’Е’ буквою у, изъ подоб]я 
треугольниковъ О’ВЕ’и АВС прямо находимъ ур-не (и). Впрочемъ, непосредетвен- 
но видно, что высота УН этого прямоугольника имфетъь противоположное положение, 
по отношев1ю къ АС, высот6 УН перваго прямоугольника. Итавъ, отрицательное зна- 
чен1е для у соотвЪтствуеть слфдующему видоизм$неню даннахо вопроса: построить 
вно-втисанный прямоуольниь, которою двь вершины находились бы на продолже- 
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шяхь сторонь ВА и ВС треуольника подъ ею основашемь, если извъстна разность 
между основашемъ и высотою прямоуюльника. 

Рфшен1е, соотв$тствующее этому новому условю, будемь вазывать рёшешемт 
вторало рода, называя рфшеше въ точномъ смысл даннаго вопроса рфшенемъ иер- 
60 рода. 

Если отрицательное рфшен!е получится для 1, то для истолковащя его перем?- 
нимъ въ уравненяхъ (1) и (2) 2 на — 2; найдемъ: 

—_#— и я _У—Ъ 


уфа, = м Е... . (@). 


Первое изъ этихь уравнен!Й означаетъ, что дается разность между высотою и осно- 
ван1емъ искомаго прямоугольника. Второе ур-н1е отв$чаетъ прямоугольнику О"Е/Е”С”, 
котораго основаше‘ ЕП" находится надъ вершиною В треугольнлка; въ самом“ 
дфяБ, сохранивъ прежн!я обозначеня, изъ подобия треугольниковь О”ВЕ” и АВС тот- 
чаеъ находимъ уравнене (7%). Впрочемь, къ такому истолкован!ю отрицательнаго зна- 
ченя х можно придти еще такамъ образомъ: проектируя сторону Е”О” на ливю 
основан1я тр-ва посредствомъ прамой Ее”, параллельной АВ, замфчаемъ, что отр?- 
зокъ Де’ имфть положен!е отрицательныхь 2-овъ (похожительные хд-сы ГЕ и О’, 
проектированные подобнымь же образомъ на АС, займуть положеюе вправо отъ точ- 
ви А.) Итакъ, веяый разъ, когда будетъ получаться для д отрицательное значенс, 
мы его будемъ пстолковывать кавъ рфшен1е сл$дующаго вопроса: яостроиль внь-вти- 
санный прямоуольнихь, которало высота превышала бы основаше на р, и деъ вер- 
шины которо лежали бы на продолокенвяжь сторонь АВ и СВ за вершину тре- 
польника. Назовемъ это рфшеше рфшенемъ третьязо рода. 

Посл$ этого подготовительнаго изслФдован1я, составляемъ таблицу всевозможныхЪ 
случаевъ, вкаке могутъ представить формулы х и у. Вопервыхъ, относительно общаго 
знаменателя этнхъ формуль можно сдфлаль три предположеня: #>6, #6 1—5. 
Каждое изъ этихь предположенй можно комбинировать съ каждымъ изъ трехъ пред- 
положенй относятельно числителя формулы 2: 


>в, #=р, №< 6. 

Такимъ образомъ составится 9 комбинащй. Относительно вторато числителя прп- 
дется дфлаль тая предположен!я, которыя не находились бы въ противорёчи съ 
вышеуказанными. Такъ, взавъ #>0нй_›>р, можемъ это предположене комбиниро- 
вать съ кавдымъ изъ слфдующихь трехъ: р> 5, р—=6, р<Ь; а взявъ комбинацю 
#—6, №— 9, можемъ относительно втораго чпелителя положить только р=Ь. По- 
ступая такимъ образомъ, имфемъ сл5дующую таблицу изелФдован1я: 


р? 
=: 
< 
18 = 2, р >6 
(вр, р>ь. 
[Вор, р<Ь 
1=р,о<ё 
7 
Ир! р=ЕЬ 
| < 6. 
[1 >, < 
—6 #1 =, р— 6 
р<р, р>Ь. 


й>Ь 


#й<65 
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Первый случай. №>5 >06. 
Въ этомъ случа: №—60>0, #й—р>0 и р—6>0; а едфд. 
#>0 ин 9>0. 


Но чтобы эти алгебранческя положительныя рёшен!я дали внутренв! вписан- 
ный прямоугольникъ, надо еще, чтобы было х<6, у< 1. Въ данномъ случа 


тавъ и есть, пбо каждая изъ дробей — И т =. меньше 1. 
Такимъ образомъ, при данныхъ условахь имфемъ ушене первало рода. 
Бторой случай. №>9, Ир, В. | 
ЗдЪеь имфемь: #—62>0, #—р>0, р— 6—0 сд. 
#— 9—0; 
т. е. прямоугольник сливается съ ливней АС, обращается въ прямую. 
Третай случай. В>Ь йЪрхЬ. 
Въ этомъ случа: #—6>0, #—10>0, р—6< 0; сд. 
#>0 (и), у<0; 
это рЪшен1е, какъ уже знаемъ, даеть прямоугольникь вторало рода. 
Четвертый случай. р=И>Ь. 
ЗдЪеь имфемь: #—6>0, #й—р—=0, р—6>0; слёк. 
д—0, У—1, 
и прамоугольникъ обращается въ прямую ВН. 
Пятый случай. >. 
Это услове даеть: #-—р<0, #й—Ь>0, р—->0; а потому 


#<0, 9>0 (и >, ибо дробь 2—1.) 


Получаемъ рфшеве третьяио рода, т. е. прямоугольникъь О’Е”Е”(”, въ кото- 
ромъ разность между ливями Е”Е” и Е”О" равна р. 
Шестой случай. <<. 
Въ такомъ схучаз: #—5< 0, й#—12>0, р—6< 0; а потому 
4<0, 9>0. (и больше 1). 
Имфемъ, какъ и въ пятомъ случа, рЪшене жтретьяло рода. 
Седьмой случай. РВ. 
Въ этомъ случа: №—6<0, д—р—=0, р—Ь< 0; сл. 
1—0, у—й: 
прамоугольнивъ сливается съ высотою треугольника. 
„Восьмой влучай. ро. 
Въ этомъ случа: #—6<0, #-—рФ0, р > 0. 
#>0 (и больше 6), у<0: 
получаемъ рЪшеше вторалю ода, вакъ въ третьемъ случа$. 
21 
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Девятый случай. В«Р=6. 
Здесь имфемъ: №—6<0, #—р<0, р—6—0; а потому 
1—6, Уу—=0: 

Прямоугольникъ сливается съ основашемъ треугольника. 

Десятый случай. В<«р<Ь. 

Въ этомъ случа: #—6<0 #—20<0, р < 0; а потому 

1>0 н У>0, причеыь #<В, а У<В 

имфемъ рёшене яервало рода, какъ въ первомъ случа$. 

Одиннадцатьй случай. р<ь— В. Находимъ: 

х—оо, 9=00. 

Эти ршеня означаютъ невозможность задачи. Въ самомъ дфлВ, похоживъ въ 

уравнен!и (2) $=—№, имфемъ: #—=}— у, откуда #--У==й, т. е. когда въ треуголь- 


никЪ основан!е равно высот®, полупериметръь вписан. прям-вка долженъ равнятьея 
высотв; слфд. какъ скоро р не равно #, задача невозможна. 
Деънадцатый случай. В=—6-р. Въ этомъ случаф: | 
—6—#—р—р—6—0, слвд. 
0 0 
&——, у — —. 


0 0 

Эта неопредфленность дФйствительная; въ самомъ дЪлф, тотчасъь мы видфли, что 
при $—й полупериметръ веякато виисанваго прямоугольника долженъ равняться #; 
слфд. если будеть дано, какъ н есть въ данномъ случаЪ, р=й, всаыйЙ вписанный 
прямоугольникъ будетъ требуемый, и задача имфеть безчисленное множество рёшен1й; 

Тринадцатый случай. р>й=. Въ этомъ случаЪ 

&—00, у=00: 
задача невозможна, какъ въ одиннадцатомъ случа. 

Примичаще Т. Изел®дхован!е показало намъ, что рющеше иервало рода получает- 
ся въ томъ случав, когда полупериметръ искомаго прямоугольника заключается между 
основанемъ и высотою треугольника, т. е. при #>>6 если имфемъ: #№>р>6 (пер- 
вый случай) ‚ а при # <, если дано, что #й < р < (десатый случай) „Эти условя 
можно найтн и геометрически. Проведя ОК параллельно ВС, найдемь КС—ОЕ, и 
сл%д. 

р—0Е--06=ск-- 06. 
Но вел дотве подоб1я треугольниковь АВС и АПК, необходимо имфемъ 
при #>Ь ин О@>АК, а потому р>СК--АК или р> 6; 
& при #<Ьи Пб<АК, а потому р<СК--АК или ох. 
Съ другой стороны 
э2—р@а+рЕ=Н-- ОЕ. 
Но изъ подоб1я треугольниковь ВОЕ и ВАС необходимо имфемъ 
при #>фи В! > ОЕ, а схёд. рх НИ-- ВТ или рФй; 
а при #6 и В! РЕ, а слёд. р> НЕЕ ВТ или р. 
И такъ, для того чтобы р$шеве перваго рода имфло мФето, необходимо и 


достаточно, чтобы полупериметрь прямоугольника завлючалея между основащемъ и 
высотою давнаго треугольника. 
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Примьчаще И. Когда р мало отличается“ оть #, получается прямоугольнийь 
весьма растянутый въ лаправленш высоты ВН; налротивь того, если р близко къ 
$, прямоугольникъь получается сплюснутый; а измФняя непрерывно р между этими 
предфлами, получимъь всф промежуточныя формы: слфд. можеть получиться, между 
прочим, и хвадрать; и для этого необходимо, чтобы было 

&=—9, или 6(® —7) =#Кр— 6), отвуда 
__ 2% 
о 
Въ такомъ случаЪ, имфя въ виду уравнеше #--у=1, нолучимъ 
Е [72 
Пе в-Ь 
Постровнте. — Легко построить найденныя величины для Хи У; построимъ, 


напр., У ВЪ случа; д <р<Ь. Изъ формулы у= т. } имфемъ пропоршю: 


— 


(%—№:(6—2р) =#:у; тавимъ образомъ, сл$- 
дуеть построить четвертую пропорцщональную въ 8 
тремъ линямъ: 6—й, 6—0 ий. Нанеся на 
АС отрфзки АМ —1, АГ —у, имфемь 


$—№—СМ, 6 —р— ог. 


> 


о еб НЕ | 


Изь точки С возставляемъ перпендикуляръ 
СМ къ АС, равный й, соединяемь М съ Ми 
ироводимъь Т.О параллельно ММ; легко вид$ть, 
что ОС—у. Проведя изъ О линю ОШ парал- д 
лельно АС, получимъ верхнее основане ПЕ Черт. 26. 
прямоугольника, а опустявъ перпендикуляры ОК 
и ЕС, и самый прямоугольниЕъ. 


Вн$-вписанный прямоугольникъ. 


404.. 1. Когда вершины О) и Е прямоугольника находятся подъ основанемъ 
треугольника, имфемъ прямоугольникъ ШО’Е/Е’С’. Пусть требуется построить такой 


прямоугольникъ по данному периметру 2р. Называя сторону О’ буквою хи ЕЁ 
буквою у, имфемъ уравнения: 


1 
#-Ру=р, АЯ, ое 


Ь 
откуда 
В —6 
ро ь . 2-й —й. вии . 
ь а ЕЬ 
Изсяьдовланге. — Такъ какъ знаменатель въ этихъ формулахъь не можетъ 


быть нулемъ, то фи У не могуть быть ни безконечными, ни неопредфленными; 
ром того, х всегда положителенъ, & у можеть быть или положительнымь, или 
отрицательнымъ, или нулемъ, что зависить отъ знака разности р — 6. Итакъ: 


1. >. Вь этомъ случа: >00 и у>0; и кром» того, такъ какъ дробь 
р-Ев 


БЕ > 1, 10 1>>6. И тавкъ, въ данномъ случа существуетъь вн%-впиезнный прямо- 


угольникъ съ даннымъ периметромъ 20, имфющ!й Такое положен!е кавкь П’Е/’Е’Се. 


2. р=6. Въ этомъ случа: д==6, у—0, и разсматриваемый прямоугольнныь 
вливается съ основан4емъ треугольника. 


21* 
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8. р< 8. Въ этомъ случа х>0, но «В; у<0. 
Ветавляя въ уравненя (4) —у выфето у, получаемъ 
д 1-9 
ЕР = - 
Легко видфть, что эти уравнен!я соотв$тствуютъь виисанному прямоугольнику 
ТЕРС@, въ которомъ разность между основанемъ и высотой равна р. 
Примьчаще. Чтобы въ разематриваемомъ случа прямоугольникъ быль квадра- 
томъ, надо, чтобы было х=у, пли 6(р-- 1) =#Жр— 5), отвуда 


__ 25 с ия [12 
В 


Тавъ какь р — величина положительная, то № не можеть быть <6; такимъ 
образомъ нельзя получить вв*ф-вписаннаго квадрата подъ основан1емъ треугольника, 
если 6. й. 

ПостроЕнтЕ. — Слфхаемъ построев!е дяя случая р. Изъ пропорщи 
6-2): #@-В=Ь:у 
видно, что построее у 
сводится къ нахожденю 
четвертой пропорщ1ональной 
къ тремъ даннымь лин1ямъ 
| #, р— Би; для чего 
беремь ВМ —=1, ВЬ=р, и 

сл$д. 
СМ —=Ь-- А и С. =р-— 6. 

Соединяемъ М съ Ми 

Черт. 97. изъ Г, проводимъ лин1ю Т.О, 

параллельную ММ: точка 

О опред$ляеть сторону О’Е’ искомато прямоугольника, а вмфст® съ тфмъ и самый 
прямоугольникъ. 


4.05. П. Когда вершины внф-вписаннаго прямоугольника находятся на про“ 
должешяхъ сторонь ВА и ВС за вершину В, имфемъ пряамоугольникъ О”Е”Е”С”, для 
опред$лен1я котораго послужатъ уравнен!я 

#-у= р, А, ен (5) 
въ которыхь х означаеть основаве, а у — высоту новаго прямоугольника. Изъ 
нихъ имфемъ: 


—й [7 
КТ а В 
$--А 
ИзсльдовлднтеЕ. 1. р>®; въ этомъ случа: > 0, у>0 и 1. Это р%ше- 
не даетъ прямоугольнивъ съ периметромъ 9р, имфюпий такое положене какъ 
О"ЕЕ“б". 
2. 2—й; въ этомъ случа 2—0, у—В, и разематриваемый прямоугольникъ 
сливается съ высотою треугольника. | 
3. р< В; въ этомъ случа: д<0, у>0, но <. Подетавивъ въ ур-в1я (5) 
— х выфсто 2, получимъ 
т *—у 
у—* —? } ъ — В : 
- легко видфть, что эти уравнен1я соотв тствуютьъ вписанному прямоугольнику РЕЕС, 
въ которомъ разность между высотою и основан1емъ равна данной лини 2. 
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Примьчаще. — Чтобы прямоугольникъ быль квадратомъ, надо, чтобы было 
ду, т. е. (р— 1) = - 2), отвуда 
__ 2% о Здаы № . 
с аи ие 99 


нельзя, слфд., получить внф-внисаннаго квадрата въ разсматриваемомь случаф, если 
будеть 6 < й. 

ПостроЕвнтеЕ. — Для Е г, 
построения у беремъ на про- ттт я 
должен основаня ВС лини 
АМ — 1, АГ — 5; тогда 

СМ —=в--й, СВ. 

Соединивъ М съ М, прово- 
димъ ОТ, параллельно ММ; за- 
чЖмъ изъ точки О--параллель № м ТА Р —6 
въ лиши АС, которая и дасть Черт. 28. 
вершины О” и Е” искомаго прямоугольника. 


4.06. Заключеще, — ОбозрЪвая изслфдоваше, не трудно усмотрфть, что никогда 
вс три рода прамоугольниковъ, имфющихъ данный периметръ Эр, не появляются 
совместно на одномъ и томъ же чертеж, т. е. въ одномъ и томъ же треугольниЕ, 
но авляются попарно; & именно: 

1) Если р меньше меньшаго нзъ количествъ 6 и №, задача не имфеть рфшеня. 

2) Если р заключается между 6 и №, то внутреныйй прамоугольникь является 
совм%стно съ однимъ изъ внфшнихъ, а именно: съ Г при 6 < 1, исо П при 6 >#. 

3) Если р больше большаго изъ количествь 0 и №, то внутреный про 
никъ невозможенъ, но являются совместно два внфшнихъ, 


Четвертый примьуз изсльдоваия. 


407. Даны два прямоуюльника: АВС и ЕЕбН, имююшие измърещя: первый 
Быв, примемь БВ, второй ш и п, причемь ш> в. Вписать в. первый изь нить 
прямоуюльникь РВВ по- 
добный второму. 

Вершины Р, ©, Ви 
$3 искомаго прямоуголь- 
вика могутъь лежать или 
на самыхъ  сторонахъ 
прямоугольника АВОСЬ, 
или на ихъ продолже- 
няхь; въ первомъ слу- 
ча получается внутурен- 
не-впиванный прамоуголь- 
никъ, во второмъ вн- 
вписанный. 


408. 1. Лля по- 
строен!я прямоугольника 
РОВЗ достаточно знать 
разетояня: АВ =, 
АЗ— у точекь РиЯ Черт. 29. 


— 422 — 


отъь вершины А. Такъ какъ уголь ЭРО прямой, то углы АРВ и ВРО дополнитель- 


ны и тр-ви АБР и ВРО подобны, & пото- 
му сходственныя ихъ стороны пропорц1о- 
НАльны: 


АР _ 4$ _ РЗ 
ВО `` ВР” РО ' 


Ц у Шт 
Ву 6-х т 

Приравнивая каждое изъ двухъ пер- 

выхъ отношенй третьему, находимъ два 


уравнев1я съ двумя неизвестными: 


щиту = ие. (1) 
пд ту = ...... . (2) 
откуда 
аа я (т — п) __ #(тф — ий). 
отт ' тю ' 
слфдовательно 
вы __ тт — ий) го __ т(итф — #6). 
а хи 2—1 Уи; 
т 
или, положивъ == В: 
__®-—Ь __ —№. Ш _ И) 
Е Аи — 
Изследовланте. — Если данные прямоугольники не квадраты, то достаточно 


ограничиться разсмотр$емъ предположен1й: 6 > нт›>>л, такъ что изслфдован1ю 


подлежатъь случаи: 


ь 

ть 

ъ 

> : &—= т 

[1 

[*<% 

ь 
<—, при 

р 

&—=1 ь 
ы =, при 6 =й. 

Первый случай. — В — > > ре Изъ этого неравенства находвмь, что АА>6. 


Затфиъ, замфчаемъ, что Ё, будучи больше — больше и дроби с (которая 


й , 


о а слфдовательно и #6`>й. Заключаемъ, что #20, у>0, 6—#>0, 


й—у_> 0; изъ послднихь двухь неравенствъ схФдуеть, что фи у<й. Такимъ 
образомъ вершины искомаго прямоугольника находятся на самыхъ сторовахъ прямо- 
угольника АВСО, т. е. РОВЗ представляеть дЪфйствительно внутренн!Йй вписанный 


прямоугольникъ. 
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т $ 
Уеслове > -; показываеть, что всё вписанные прямоугольники имфють 


форму боле удлиненную, нежели прямоугольнихь АВСЬ. 


Второй случай. — В = "=> . — Это услове даетъ: ## —, сд$д, 
&=—0, =; 


это значить, что вершины Ри В совпадають — первая съ А, вторвя съ С; а вер- 
шины Зи © — первая съ Ш, вторая съ В, а потому прямоугольникь РОВ съ 


АВОСЬ. 
Третий случай. — В = = < . — Изъ этого слёдуеть, что Ё® < Ь, а по- 


тому < 0нй-—у< 0 или у> №; тавкимъ образомъ: х отрицателенъ, а у положя- 
теленъ и больше №. Эти результаты означають, что вершина Р должна находиться 
влфво отъ точки А на продолжен1и стороны ВА, а вершина В — вираво отъ точки 
С на продолжен!и стороны 0С; вершина $ — вверхъ отъ О на продолжени АТ, & 
вершина @ — внизъ отъ В на продолжени ТВ; т. е, получается прямоугольникъ 
Р’0’В,5', обнимающй АВОР. 

Если составить уравнен1я для этой но- 
вой задачи, положивъ А’Р’—= и А’ = У, 
найдемъ: 

р ый 
УВ. = ъ— 

и эти уравневтя мы получаемъ прямо изъ 
ур-н!й предшествующихь перемфною х на 
— 2. Итакъ, первоначальныя уравнешя 
всегда даютъ отвфть на предложенную 
задачу: этимъ отвфтомь служить внутрен- 
не-вписанный прямоугольникь РОВ$, если 
ЕЕСН. болфе удлиненъ ч$мъ АВС, и вн$- 
вписанный прямоугольникъ Р’’В’8’ (черт. 
31), если ЕР@Н менфе удлиненъь нежехи Черт. 31. 


АВСР. 
Слфдуетъ замфтить, что взявъь ПР’= АР и 0$ =—АЗ (черт. 30), получимъ вто- 


рой прямоугольникъ Р’@’В/5', удовляетворяюний услов1ямъ вопроса, но какъ онъ равенъ 
РОВЗ, то мы и не будемъ считать его новымъ рёшенемъ. То-же замЗчане отно- 
сится къ вн%-вцисанному прямоугольнику Р”О”В"5", равному Р’9/В,5' (черт. 31). 

Четвертый случай. — Е—Т и >}. Находимъ: 

&=—=— со, &—со. 

Услове #—1 означаеть, что праямоугольникь ЕЕСН есть квадратъ; з полученное 
рфшен!е, въ которомъ х<.0, означаеть, что для даннаго прямоугольника никогда 
не можетъ быть полученъ внф-виисанный квадрать, но что вн%-виисанный прямо- 
угольникъ, кавкъ Р’@’В/5', тЪмъ боле приближается къ форм квадрата, чЁиъ больше 
становятся его разм$ры. 

Пятый случай. — Еелн =1 и —Й, т. е. данные прямоугольники АВСО и 
ЕЕСН — квадраты, формулы даютъ: 


не” Е 
= 0." О? 


эти рёшен!я означаютъ дЪфйствительную неопредфлепность, потому-что въ квадратъ 


“У 
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можно вписать безчисленное иножество квадратовъ; въ самомъ д®л$, легко доказать, 
что если нанести на каждой сторонф квадрата, начиная оть каждой вершины, одну 
и ту же произвольную длину, получимъ вершины новаго квадрата. 

Примьчане. — Здфеь умФстно сдфлать слфдующее замфчане. Когда, вакъ въ 
данномъ случаф, неопредфлевность получается оть нфсколькихъ предположенй отно- 
сительно частныхъ значен!й буквъ, вужно всЪ этя предположеня вводить заразъ: 
иначе могла бы ускользнуть изъ виду д®йствительная неопредфленность. Тавъ, поло- 
живъ въ формулахь х нп у заразъь &—Т и 6=й, тотчасъ обнаружимьъ неопреджлен- 
ность; и если бы мы захотфли найти истинное значене хи у, положивъ 


Ах я Ех, 
то, упростивь формулы и положивъ затёмъ «—0, нашли бы 


—р Вр 
&— Иа : 9 = р) з 

выражен!я, вслфдетве присутствя въ нихъ произвольнаго количества р, дфйствительно 
неопред$ленныя. 


Но еслибы оба предположен!я мы ввели не совлиьстно, а положивъ сперва 9 = 1, 
что позволяеть удалить общато множителя #—1, а затьмь Е-1 въ упрощенныхь 
уже формулахъ 

5 _ 
в!’ Ут’ 
нашли бы опредфленныя величины 


я — 


ь 
слфдовательно, мы удалили бы неопредЪленность, на дфлЪ существующую. 

Прим чаве это весьма важно, и его всегда слёдуеть имфть въ виду при изсл$- 
довани вопросовъ, когда приходится дфлать не одно частное предположение. 

Если будемъ # неограниченно увеличивать, приближая его къ ОО, х и у будуть 
стремиться къ нулю. Въ самомъ дл, при #—ОО имфемъ: "=> , = ; 
для расврытя этихъ неопредфленностей раздфлимъ числителя и знаменателя формуль 
я ну на #2, что даст 


9 № 
ов м ый Аа. 
в. = т} 
—в На 


а положивъь # — Оо, находимь 1=0 н у—0: прамоугольникь РОВЗ обращается 
въ дагональ АС, что совершенно поватно. 


ПостроЕвнтЕ. — Величины х к №—9 можно представить въ вид% 
% т 7% 
х— ( -# — 5) , 
тнт —п т — п 
т т 2 
В—у= ( =: ь), 
т--я\т— п т—п 


и построить при помощи четвертыхь пропорщональныхь. Во-первых, чтобы полу- 
ЗИТЬ ЛИН 


ИП 
т—п _ 


достаточно взять (черт. 29) на продолвени НЕ линю ЕК— А, затмъ на лини 


” 


— 425 — 


ЕЕ нанести Кб’— Е@ — и; соедивнвъ точки С’ и К и проведя черезь точку Е 
линНо ЕГ, параллельно (К, найдемъ 


В а ТЫ, 
С О о т тво 
Такимъ же образомъ: чтобы построить отрёзокъ 
т 
тб * 


беремь ЕО 6, ЕН’ =ЕН=и; соединивъ точви Н’н 0, проводимъ изъ точви ©’ 
параллель СТ, и получаемъ 


ет, т. е. о отвуда ЕТ а. = и. 
Нанеся ЕТ оть Г до У, получимъ 
ЕХ = ЕЁ, — ТУ=а-ы, 
и выраженя дн р РИ примуть видъ 


ий 
в — - Хх У й — у— 
ий г в Е 
И тавъ, для опредфленя х нужно взять Кб“ = Е@ =, провести прамую "У 
и черезь точку Н’ ей параллельную Н’”Х; для получешя №— 9 проводимъ черезь 
точку Е ливю КУ параллельно УС”; найдемъ: ЕХ 2 н ЕУ—=й—У. 
Нанеся на стороны прямоугольника АВСО 
АР--ЕХ, 08=УЕ 
получимъ и ирямоугольникь РОВЗ. 


Фигура Р/В, строится такимъ же образомъ, ибо въ этомъ случа 


х КУ. 


Й) 
= Е —2), у— НЕ инея —2). 


409. П. Вершины Ри 8 могуть находиться въ Р” и 5” на продолжевяхь 
сторонъ ВА и СА; внф-вписанный прамоугольникь приметъь положен! Р”о’В”5" 
(черт, 32). Положивъ 

АР" —, Аб’= у, 
изъ подобя треугольниковь Р”АЗ” и 
Р"ВО"” найдемъ: 


у Ш. 
ВУ бот’ 
откуда 
7х — пу— рп 
ту-- ид — т; 
РёшивЪ ихъ, находимъ: 
"а — (ти я) __ и@яф-рий) 
ий’ У ящя 
или 
ВА-Ь ел 
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Изсльдовлнте. — Задача всегда возможна, какова бы ни была величина 
въ предфлахъ отъ со до 1; тоже самое замфчан!е, что и прежде прилагается и къ 
случаю —1. 


Что касается выражешй х н л--у, ихъ строныъ такимъ же образомъ какъ и 
въ первомъ случа, приведя къ виду 


7% 


= ие, уе, 


тд 2 и и имфють вышеуказанныя значен!я; сверхъ того, ностроенйя, уже исиолнен- 
ныя при нахождении хи й— у наи хи у—й, позволяють быстрфе опредфлить 5 
ий- у, опредфляющия новое рфшене Р”О”В/5". 


Заключеще. — И такъ, задача, взятая въ самомъ общемъ сиыелв, всегда имфетъ 
два рфшен1я: 1) прямоугольникь вн®-виисанный, какъ Р"©"В”5"; 2) прямоугольникъ 


такой вкавъ РОЕЗ, или какъ Р’О’В,5' (черт. 30) смотря потому, будеть-ли > боль- 


Г, 
ше, или меньше > 


410. Задачи. 


1. Рабоч1Й въ течен1и 7 дней работы, въ которой 3 дня помогаль ему его уче- 
ниЕъ, получиль 29 руб. Въ слфдующе затЪмъ 11 дней, изъ которыхъ 4 дня помо- 
галъ ему ученикъ, онъ заработаль 47 руб. Сколько получаль въ день рабоч й и 
сколько ему давала въ день работа его ученика? 


2. НФЕто, купивши 3 аршина одной матери и 5 аршинъ другой, издержаль на 
это 50 р. Въ другой разъ, купивши 7 аршинъ первой и 10 аршинъ другой, издер- 
жаль на это 75 р. Сколько стоиль аршинъ той и другой матери? 


3. Вычислить стороны прямоугольника, зная, что если одну изъ нихь увеличить 
на 6 ф., а другую на 15, то площадь увеличится на 128 квадр. футовъ; если же 
первую сторону уменьшить на 2 ф., а вторую на 5 ф., то площадь уменьшится на 
25 кв. футовъ. 


4. Р+шить и изслфдовать систему 
ад 9-е =0 
6%--ау-- в =0. 

5. Бассейнъ можеть быть наполненъ водою изъ двухъ крановъ такимъ образомъ: 
если первый кранъ будеть открыть & часовъ, и зат$ыъ закрыть, то второй, будучи 
открыть послЪ этого, дополнить недостающее количество воды въ 9 чаеовъ; если к 
первый будеть открыть # часовъ, и затфмъ заврыть, то вторымь краномъ, отвры- 


тымъ по закрыти перваго, бассейнъ наполнится въ 9’ часовъ. — Во сколько часовъ 
каждый вранъ, будучи открыть одинъ, наполнихъ бассейнъ? 


6. Сосудъ, наполняемый послфдовательно двумя жидкостями, которых илотно- 
сти соотвфтетвенно равны 4 и 4’, весить рир’, ввлючая сюда и вфсъ етфнокъ 
сосуда. Найти вфсъ сосуда н его выфстнмость? 


7. Данъ треугольникъ АВС, котораго основаве ВС — а, высота АХ —#. Тре- 
буется провести дв параллели ММ и М’М’ къ основав1ю, тавъ чтобы ихъ разность 
равнялась @, а площадь трапеши МММ” была бы равновелика данному квадрату 
т?. За неизвфетныя можно принять разстояня пскомыхъ параллелей оть вершины 
треугольника. 
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8. Найти стороны х и у прямоугольника, зная, что они относятся между собою 
какъ тя, и что если измёнить ихъ на @ и, то площадь измфнится на 9%, гд% 
р- данная ливня. 


9. Вписать въ данный треугольникъ — прямоугольниеъ, въ воторомъ извфетна 
разность двухъ смежныхъ его сторонъ, р 

10. Въ данный треугольникъ, котораго основан1е — ®, а высота = й, вписать 
прямоугольннеь, подобный данному прямоугольнику, имфющему измфрен1я т и %. 

11. ДвЪ прямыя ХХ’ и УХ’ пересфкаются въ точЕЖ О подъ прямымъ угломъ; 
двз друмя данныя прямыя АВ и А’В’ встр чаютъ первыя двЪ въ данныхъ точкахь, 
именно: прямую ХХ’ въ точкахъ Ви В’, прямую УУ’ вь точкахъ А и А’, причемъ: 

ОА —=а, 04’'—а, ОВ—Ь, ОВ’—Ы. 

Найти разстоян!я точки пересфчешя М прамыхь АВ и А’В’ оть лийй ХХ’ и УУ’. 

12. Даны два треугольника АВС и А’В’С’, которыхъ основан1я АС —8, А’С—Ы 
находятся на одной и той же прямой ХУ, а высоты равны й и #. Въ Еакомъ раз- 
стояни у отъ прямой ХУ нужно провести параллельную ей прямую МММ”№\’ для 
того чтобы отрфзки ея ММ и М’М№, заключающиеся внутри треугольниковъ, были 
равны. Вычиелить также ‘общую длину х этихъ равныхъ отр$зковъ. 

13. На прямой АВ беруть точку С, лежащую между А и Ви на отр$#звахъ 
АВ =В, АС— 28’, ВС—2В”, вавъ на д1аметрахъ, описывають три полукруга О, 
0’и 0". Вписать кругъ 1 въ криволинейный треугольникъ, заключаюцийся между 0, 
О’и 0"; вычислить также раздусь этого круга. 


За неизв$стныя принать перпендикуларъь 1Р = изъ центра искомаго круга на 
АВ, и ОР— У. 


14. Данъ прямоугольникь АВСО, въ которомь АВ—а и АР, причемъ 
&>6. Требуется на сторонахъ АВ и АР найти тавыя точки Н н Т, чтобы прямыя 
НН’и П,, проведенныя черезь нихъ параллельно сторонамъ прямоугольника и пере- 
сФкающяся въ точкф О, образовали съ сторонами два новыхъ прамоугольника АНОГ 


и НОГС, въ которыхъ стороны были бы въ данномъ отношени г т. е. чтобы 


ор, ОН в 


ТУГАА ХМ. 
Неопредзленный анализъ первой степени. 
Ръшеше одного уравнен1я съ 2 неизвфстными, въ цфлыхь числахъ.- Рфшев1е систе- 


мы уравнев!, въ которой число нензвстныхь однимъ больше числа уравненй.— 
РУшеве одного ур-в!я съ 8 неизвЪстными.— Задачи. 


1. РЕшен!е въ цфлыхъ чиеслахъ олного ур-н1я съ 2 неизвфет- 
НЫМИ. 


411. Вогда число неизвЪетныхъ больше числа уравнешй, послёдня им- 
ють безчисленное множество рёшенй и назчваются ноэтому неопредъленными. 
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Простёйпций случай предотавляеть одно ур. съ двумя неизвФетными, напр. 
д — Зу—5. Опредёляя изъ него х, находимъ 


д—=3Зу- 5. 
Это ур. показываетъ, что х зависить ОотЪ у, самый яё у остается совер - 


шенно произвольнымъ; поэтому мы можемъ давать ему кая угодно значеня. 
Такъ, полагая 


у=—— 2, находимъ: х—— 1, 
у— 0, « т — 5, 
у=— 4, « 211; ит. д. 


Иногда вопросъ, приводящий къ неопредфленному уравнен!ю, требуетъ, что- 
бы неизвфетныя были числа уюлыя; а нерёдко къ этому присоединяется еще 
требоваше, чтобы они были и холожительныя (напр., если х и у означають 
числа лицъ въ извфетномъ обществ, или циеры искомаго числа и т. п.); та- 
кимъ образомъ является задача: изъ безчисленнаго множества ршенй цфлыхъ 
и кробныхъ, положительныхь в отрицательныхъ, выдФхиТЬ ТОЛЬКО цъьлыя и #0- 
ложительныя: таков ограничен!е значительно умёньшаеть число рёшешй. | 

Всякое неопредфленное ур. съ двумя неизвъетными, по освобождении отъ 
дробей, по перенесени неизвфетныхь въ одну часть, а извфетныхъ въ другую 
и по приведени можеть быть представлено въ видё: 

ах бу=с, 
ГВ а, 6 и с числа цёлыя. Прежде всего мы должны рёшить вопросъ 0 томъ, 
всегда-ли подобное ур. можеть быть рышено\въ пфлыхь числахь? Отв®томъ на 
это служать сафдующя двЪ теоремы. 

412. Теорема. Т. Если въ уравнени ах -- фу == с коэффищенты 
аи Ъ при неизвьстныхь имъютз общало множителя, не содержаща- 
06я 65 известном члень с, то уравнеще не имъеть уълыхь ръшенй. 

Пусть а и 6 имбють общаго дфлителя т, который не дьълить числа с; въ 
такомъ случаф, по раздфлени аиф на т, получимъ нфкоторыя цфлыя числа 
“иы. 

а:т=а, $:т=Ы; откуда  а=а и 9=тУ. 
Подетановка въ уравнене дастъ 


ат -- ту = с, 
откуда 


(Я 
1. ЗЕ 
ах--ь Е, 


6 Е р 
48 3, но условю, дробь. Допустввъ что 2 иу могуть быть цфлыми числами, 


шы получили бы въ первой части послФняго уравнен1я 91640 цВое, тогда какъ 
вторая часть его — дробь: равенство было бы невозможно. Итакъ, ур. не можеть 
быть рёшено въ цфлыхъ чиелахъ. 

Прим%рожь можеть служить ур. 155--21у=29, въ котором коэвзищен- 
ты 15 и 21 ныють общаго множителя 3, на который 29 не дёлится. 

Если веЪ три коэооищента а, В и с имфютъ общаго множителя, то по с0- 
кращени на него уравненя можеть оказаться: или, что козоФищенты а и $ 


Х^ 
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пифють общаго множителя, или что а и $ — чнела первыя между еобою. Въ 
первомъ случаф, по предыдущей теорем, ур. ие имфетъц®лыхъ рёшенй. Что 
же касается втораго случая, то можно доказать, что ур. необходимо имфетъ 
цфлыя рёшеня. 


413. ТЕорвмл П. Кода коэффилиенты а и Ъ суть числа первыя 
между собою, то ур. хр, имет. уълыя радяеня, 


Решивъ ур. относительно х, напр., полузимъ 
—6—Ш 
— а * 

Докажемь прежде всего, что если въ эту Формулу выфето у будемъ под- 
ставлять всф послфдовательныя цфлыя числа менышя @, т.е. 0, 1, 2,-3, 
а—1, и каждый разъ совершать дЪлеше, то вс а обтатковъ будуть фазличны. 
Въ’ самомъ дВлЪ, подставимъ выфсто у кавя нибудь два числа у’ и у” меньшя 
а (изъ ряда 0, 1, 2,.... а—1); получимъ два выраженя ` 

е— в ь с— №. 
а а 


Выполнивъ каждое длен!е и означивъ частныя буквами д’ и 4", а остат- 
КИ 7’ иг”, найдемъ: 


р еб у" 
не =. 


Допустивъ, что остатки “и ”“ "могут быть равны: найдем по вычита- 
ни втораго равенства изъ перваго: 


се—№Ш ев". Г ” 


ИЛИ У ’—@4". 

Такъ какъ 9’—0”, какъ разнбсйь пфлыхъ чиселъ, есть число цфлое, тон 
первая часть должна быть цфлымъ числомъ, а потому 6(/” — 9’) должно на-цло 
длиться на а. Ноби а— числа первыя между собою, слёд. уУ’— у’ должно 
длиться на а, т. е. разность двухъ чисель, изъ которыхъ каждое меньше а, 
должно бы длиться на @, что невозможно. Невозможно, поэтому, и допущение, 
что могуть быть равные остатки. 


Итакъ, мы доказали, что если вмФето у подставлять ве послфдовательныя 
цфлыя числа оть 0 до а—1 включительно, и каждый разъ совершать дЪлене 
с —6у на а, то мы получимъ а остатковъ, которые всь различны и каждый 
меньше а, (какъ дЪлителя). Но вс цфлыя числа меньшия а, различныя между 
собою, число которыхъ а, суть, очевидно, числа ` 


0, 1, 2,3,....@—1. 
Сл. въ числ оетатковъ будеть неиремюьнно один и только одинь, рав- 


| : . с— ву 
ный нулю. Значен!е у, подстановка котораго въ выражеше 


№ въ цфлое число: цфлому у соотвётетвуеть излый 


* . 


` “ 


даетъ оста- 


” | 
токъ 0, обращаеть 5 = 
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х. Итакъ, когда аи 6 первыя между собою, уравнене дЪйствительно допус- 
каеть цзлыя рфшеня, что и требовалось доказать. 


414. Первый способъ рёшеня ур-ня 25 -|- бу = с въ цёлыхъ числахъ. Выше- 
приведенное доказательство даетъ также средство находить одну пару цфлыхь 
рёшенй. Пусть, напр., дано уравнене 

Ч -- 5у—= 232. 

Такъ-какъ коэФоищенты при хи у суть числа первыя между собою, то 
ур-ше допускаеть цфлыя рщен!я. Для опредфлен!я одной пары ихъ рЪшаемъ 
Ур. отноеительно, напр., у; находимъ 
__ 232 —7% 
=— ОИ ЗИ. 

Подставяяемь сюда вместо х посл довательно цёлыя числа, меньшия 5, 
т. е. 0, 1, 2, 3, 4; находимъ;: 


при 2 —=0, у= 9 = 46 -- =: 
ой 3—1 4, 


Итакъ, подетановка 1 выфсто 2, даетъ для у ное число 45; сл. ==1 
и у=45 предотавляютъ одну пару цёлыхъ ршев!й, что не трудно провфрить. 

Замфтимъ, что въ видахъ ограничен!я числа возможныхь подстановокъ 
слФдуетъ всегда рёшать уравнен!е относительно неизвфетнаго, имфющаго мень- 
Ш хоэоФищентъ. . 


Какъ скоро найдена одна пара цфлыхъ ршенй, то легко найти сколько 
угедно такихъ рьшенй при помощи Формульъ, къ выводу которыхъ теперь и 
переходимъ. 

415. Текорвмд Ш. Если какимз нибудь способомз найдена одна 
пара уълыхь рпшенй: х=а, у=В уравненя ах-|-Бу=е, то всъ 
уълыя ръшеня заключаются в5 формулахь 

а=а& М, У=В — а, 
тдф $ — произвольное цёзое число. 

Такъ-какъ 2 =“ и у=В, по условю, еуть рёшеня даннаго уравнения, 
то подетановка ихъ въ это уравнене дастъ тождество 

аа -|- 68 = с.. 
Вычтя это тождество изъ даннаго уравнешя, имЖемъ: 
(= — а) -|- Му— В) =0, 
откуда 


а сад. = 8—9). 


; . ;, 8—9) 
‚Выражене х состоять изъ: цфлаго числа х и дробнаго выражешя а 


Поэтому х только тозда можеть быть цфлымъ числомъ, когка (8 — у) длится 


— 4 — 


на а; 16% и а— числа первыя между собою, слЪд:` чтобы &В— у) ДФЛилось 
нацёно на а, необходимо, чтобы В —у иБлилось на а; поэтому пля у можно 


брать только таыя цфлыя числа, при которыхъ В и обращается въ произ- 


вольное цфлов число #, т. е. усломе того, чтобы х было цёлымъ, есть 
7 — 9 
Е ==$,. ИЛИ 
В — у—аё, или 
У=В — аё; а въ такомь олучаф 
&—=(-Ы. 
Выраженя: х=а-|- № и у=В — аё даютъ сколько угодно цёлыхъ рёше- 
НЙ; отоить только выфето # подотавлять какя угодно цфяыя числа. 
Такъ какъ # подчинено только одному условю, что оно должно быть цф- 


лымъ, то въ Формулы хи у можно вм®ето # подставить —#, и тогда они при- 
муть видъ: 


&=а—Ы, у= В -- а. 
Возьмемъ-ли группу Формулъ: 
&=а--Ы, у= В — а, 
ИЛИ д=«а—Ы, у=В-- а, 


замфчаемъ, что вторые члены ихъ суть произведеня неопредфленнаго цълаго #: 
на коэооищентъ при у въ Формул® 2, и на козоФащенть при 2— въ Формуль 
у, причемъ одинъ изъ этихъ коэфоищентовъ берется съ тёмъ знакомъ, какой 
онъ имфетъ въ уравнеши, а другой— со знакомъ противоположнымъ тому, какой 
онъ имфеть въ уравненши. Зная это правило, можно тотчасъ опредфлить всф 
цфлыя рёшен!я уравнен!я, какъ скоро найдена одна пара такихъ ршенй. 


ПримЪРъ 1. Выше мы нашли, что одна пара цёлыхъ рёшенй уравнен!я 


7% --5у=232 есть: х=1, у=45; слёд. вс цфлыя рёшешя заключаются 
въ Формулахъ: 


д=1--5, у=45 — 75; 
или въ Формулахъ: | 
#—1— 5, у=45-Н 14. 


Взявъ, напр., первую группу Формульъ, и давая въ ней & кашя угокно 
цфлыя значеня, положительныя и отрицательныя, найдемъ сколько угодно паръ 
цфлыхь рышенй; такъ 


при #= 0 имфемь х— 1, у=45; 

< # 1 ‹ &—=— 4, у=52; 

И -— ‹ 1—=— 9, 94—59; ит. К. 

« #1 ‹ д— 6,. у—=38; } 


< 1—2 « д— 11, у=31, ит. и. 
Примъръ П. Рашить въ цфлыхъ числахъ уравнен!е 
8% — 13, = 159. 
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Опредфляя 2, инфемъ: 


5—8 ой 
8 
7 1 | 
при у=0, имфемъ: х= 195; при у—=1, #= 5; пря у—2, #— 235} 


при у=3, 2=42; при у—4, х—26 з. при у=5, х=28. 
Общия Формулы цфлыхъ рёшен!й суть: 
х—=28-- 13%, у—=8-- 8 
или-же д—28 — 134, у=—5 — 8#. 


Примъчане. Изъ самаго доказательства теоремы ПГ слфдуетъ что въ ©0р- 
мулахъ: х—=а--М, у=3 — а# содержатся всь цёлыя ршешя уравненя 
ах | Фу—=е; непосредственною же повфркою можно доказать, что эти выражения 
АВйствительно удовлетворяютъ данному уравненю. Въ самомъ дфлЪ, подетанов- 
ка даетъ: 


а(х -- Ш) 4 В — @=е, или аа-- В =; 
а это есть тождество, потому-что, по положеню, х и В удовлетворяютъ данно- 
му уравнен!ю. 

Указанный способъ ршеня неопредфленныхь уравненйй въ пёлыхъ чис- 
лахь очень простъ, и его слфдуетъь употреблять веяй разъ, когда коэофищен- 
ты при неязвъетныхьъ, или, по крайней мфрф, одинъ изъ нихъ-— числа неболь- 
ия. Въ противномъ случа, могло-бы потребоваться большое число подстановокъ 
для нахожденя одной пары пфлыхъ ршешй, и способъ этотъ отнималъ-бы 
много времени. По этому дяя рёшеня ур-вй съ большими коэофицэвтами пред- 
почтительне употреблять 

416. Второй способъ р6шеня уравнешя ах--5у=—=с въ цфлыхъ числахъ. 

Сперва разсмотримъ два частныхъ случая: 


1. Пусть одинъ изъ коэооищеятовъ заключается множителемь въ извёет- 
номъ членф, напр. пусть с= та; уравнене будетъ 
ах-- фу— та, 
та—ь | 


Чтобы х было цфлымъ числомъ, необходимо (т. к. т— цёлое число), что- 
бы бу иБмилось на а; но $ и а—числа первыя между собою, сад. необходимо 
у должно быть кратнымъ а, т. е. должно быть. 

у— ав, 
тдВ #—какое угодно цфлое число: тогда х выразится цфлою Формулою 
| &— т — 6. 

Формулы: —т— М, у—ар тд г— произвольное цв лов число, и даютъ 

всЪ цфлыя рёшена предложеннаго уравненя. 


2. „Ееля одинъ изъ коэофищентовь равенъ 1, напр. а==1, то ур. 
= с . 
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даеть х=с— у; давая у кавя угодно цфлыя значеня, будемъ и для х полу- 
чать каждый разъ цфлыя же величины. Рё шен]е такого уравненя, слФд., весьма 
просто. 


На этомъ замчани и основанъ обийй способъ рёшешя неопредёленнаго 
уравненйя въ цфлыхъ числахъ. Въ самомъ дфлв, еслибы намъ удалось привести 
рёшеше уравнешя ах--Фу==с къ такому уравненшю, въ которомъ одинъ изъ 
коэвФищентовь равенъ 1, то задача была бы рёшена. Но когда а и 6 числа 
первыя между собою, —такое приведен!е всегда возможно. Пусть напр., дано ур-не 


82 13,=159.... (4) 


Коэфоищенты 8 и 13 числа первыя между собою, слфд. уравнене можетъ 
быть рёшено въ цфлыхъ числахъ. ОпредЪливъ то неизвЪстное, у котораго коэе- 
Фищенть меньше, находимъ: 


159 — 139 
== = — ; 
159 13 
исключая цфлыя числа изъ —— и — и соединяя пробные члены въ одну пробь, 


8 8 
получим: 


1= 19 —у-- ее . 
Выражен!е 2 состоитъ изъ двухъ частей: 19—, которая будеть цжлою 
при всякомъ цфломъ у, и т, имфющей дробный видъ; для того чтобы х 
было цфлымъ чиеломъ, необходимо межку вофми значенями у выбрать такя, 


1—5 
при которыхь — равнялась бы нЪкоторому цфлому числу $. Итакъ, нахож- 


дене цфлыхъ значенй для х приводится къ рЬшентю въ цфлыхъ числахь 
уравнен{я 

7—5 __ 

= 


$ или 71—5у=%.... (2) 


Въ такомъ случаф будетъ 


&—19 у... (а). 


Замфтимъ, что въ уравнени (2), или все равно, 5у-|-8#=7, меньший 
коэофищенть есть остатокъ отъ раздфлев!я большаго коэоФищента въ данномъ 
ур-ви на меньший; а большй коэфеищентъ равенъ меньшему коэфоиц:енту 
даннаго ур-н1я; вел детв!е этого ур-е (2) проще даннаго. Ёром$ того, коэе- 
Фищенты его 5 и 8 числа первыя между собою: это необходимо вытекаетъь изъ. 
того, что если длимое (13) и д®латель (8) первые между собою, то остатокъ 
(5) будеть первый съ дЪлителемъ; такимъ образомъ ур. (2) имфетъ необходимо 
цълыя рышеня. Опредфляя изъ него неизвфетное, имфющее меньший‘ коэфои- 
щенть, получимъ: 


*— 


и. 
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Чтобы пфлому & соотвФтетвоваль цлый у, необходимо, чтобы выражен!е 
2—3 
а было числомъ цфлымъ; обозначивъ это цфлое число буквою #, находимъ 
У—=1— 8, .... (4) 
причемъ 


Такимъ образомъ нахождене цфлыхъ значешй у приводится къ рёшено 


Е 
въ цвлыхь числахъ уравнешя ——— —#, или 


ЗЕ, .. (3). 
Выводя изъ него неизв\Ъстное съ меньшимъ коэфищетомъ, имЪемъ 
2—5# , 2—9 
= ы 
Разсуждая по предыдущему, убЪдимея, что нахождене цфлыхъ значенй для 
$ приводить къ рёшен!ю въ цёлыхъ числахъ ур-Ня `. 
9—9 | 
—8—= г, или 27-4137 —2.... (4), 


причемъ 


НИЕ... (4). 
Рьшая ур. (4) относительно #, имфемъ 
а р 
=—5 =—#-1 р 
/ 
Чтобы # было цёлымъ, необходимо, чтобы было цфлымъ ый ПолОЖиИВЪ 


#! 
=. —#”, гдЪ #”— неопредфленное цфлое, имфемъ 


ЕО ыы 
причемъ 
# —1 ри 5 (@&”), 
Итакъ, мы пришли къ ур-ню (5), въ которомъ коэооищенть при #’ веть 
1; давая #” кая угодно цфлыя значеня, будемъ каждый разъ получать и для 
#{’ цфлыя значения. 
Такимъ образомъ мы нашли рядъ соотношенйй 


1) = 19у-ь 


2) у= 1—ШЕ- 
Зе И 

4 = 1 
ет 


Цавая произвольное цфлое значен!е количеству #”, мы изъ ур. 5) получимъ 
цфлое же значене и для #”. Цфлыя значеня #’иф#”, подставленныя въ ур. 
4), дадуть цфлое значене для 7. Дфлыя значешя #’ и, подставленныя въ 


= Вы 


3), дадутъ цфлое значене для #. Эти цфлыя значешя фи #, подставленныя 
въ 2), дадуть пфлое значене для у. Наконецъ ц®лыя значеня $ и у, подетав- 
ленныя въ 1), дадутъ соотвфтетвующее пцфлое значен1е 2х. Но во избфжан!е не- 
удобетва, представяяемаго такими поелфдовательными подстановками, выражаютъ 
2 пу непостредетвенно чрезъ произвольное количество #”. Подотавляя въ 4) 
вмфето #’ его величину 2#”, найдемъ 
Ш = 1—3" 
подставляя это выражене # и вмфсто #’ его величину въ 3), получимъ 
А-З = — 1-5; 
подстановка значенй фи # во 2) дастъ 
У—=1--1— 51—38 = 3—8"; 
` 
наконецъ, подстановка найденныхъ выражен! для уи & въ 1) дастъ: 


=19 —3-- 8#" — 1-5" =15 13". } 
Итакъ обнйя Формулы цфлыхь рёшен“нашего ур. суть: 
&=15--13#”, у=3— 8". -. 


Они имфють совершенно тотъь же составъ, какой указанъ въ $ 415. 

417. Докажемъ, что указанный въ предыдущемъ $ премъ рёшеня ур-ня 
всегда приводить къ получен пфлыхъ рьшенй. Въ самомъ дфлЪ, мы полу- 
чили рядъ уравнений: 

1) 82-4 13у=159, 

2) БУ-- $%#= 1, 

3) з- = 2, 

4) - 3#— 53, 

5) Е 0, 
причемъ во 2) меньший козоФищенть 5 есть остатокъ отъ разд®леня большаго 
коэФфищента даннаго ур. 13 на меньшй 8. Въ ур-ни 3) меньший коэоФищенть 
3 есть остатокъ отъ дБленя 8 на 5, т. е. дЪлителя на первый остатокъ. Въ 
ур-ви 4) меныш И коэофищентъ 2 есть остатокъ отъ дленя 5 на 3, т. е. 
перваго остатка на второй; и т. д. Изъ этого видно, что процесеь рфшеня 
приводить въ данномъ елучаЪ къ такому же ряду дЬйствЙ, какой имЪлъ бы 
иЪето при нахождени общаго наиб. дфлителя между коэфищентами даннаго 
уравненшя. Но какъ эти козоищенты-—числа первыя между собою, то въ ука- 
занномъ рядф дВлешй непремфнно дойдемъ до остатка фравнаго 1, который и 
явится коэфоищентомъ при одномъ изъ неизвфетныхь въ одномъ изъ уравне- 
вый (въ нашемъ прим рф — коэФоищентомь при #” въ ур. 5) ). Такимъ обра- 
зомъ, цёль будеть достигнута. 

Для полученя цёлыхь рёшенй въ опредёленныхъ чиелахь стоить только 
произвольному цфлому #” давать кашя угодно цёлыя значеня— положительныя 


или отрицательныя: 0, 1,2, 3,....,-—1, — 9; 3... 
Пря $ = изд — 1— 3 41 =: 


в=15- 13" = в 28 41 54| 67 80... 2 и ИВ 
у= 3— = 3 5-13 — —21 29—37 м 19 35 = 
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418. Упрощеня общаго споба.—При рёшени неопредфленнаго уравненя 
слфдуеть пользоватеся вефми обстоятельствами, которыя ведутъ къ упрощен!ю 
вычисленй и елфд. къ скорзйшему достиженю цфля. Укажемъ эти упрощеня. 


1. Рёшая уравнене 19%--15у—23, находимъ 
23 — 195 + -". 


4 


15 


Приравнявъ & дробный членъ, получили-бы уравнене съ коэхоищентами 

4 и 15; но можно получать ур. еъ меньшими коэоФищентами, замфтивъ, ч10 
8 —42__ 4(2— 2) 
15 18 


{= — ый 


у=1—ж-- 


о что у будемъ цблымъ при такомъ не х, который обращаеть 
2— 


—15- = въ цёлое число #; поэтому полагаемъ 


откуда, 2 ——15, И —=2— 151; затфмъ 
у—=1—-|-4=1—2--15-- 4=——1-- 19. 
Указанный премъ быстро привелъ къ цфлымъ Формуламъ для д иу. 


2. Упрощене рёшен!я всегда возможно въ томъ случаЪ, когда одинъ изъ 
коэФоищентовъ при неизвЪстныхь и извфстный членъ имфютъ общаго множи- 
теля. Пусть дано ур-н!е. 


6% — Бу—= 21; 
раздёливъ 0бф части на общаго множителя 3 чисель 6 и 21, получимъ: 
59 __ 
2х Е з = 7. 
Такъ какъ 2х и 7—числа цфлыя, то Бу должно длиться на 3; но 5 не 
ДЪлитея на-цфло на 3, сафдовательно з должно быть цфлымъ. (бозначивъ 


это цфлое буквою у’, имжемъ: 5 =, откуда у=3Зу, и данное ур. прини- 
маеть простфйпий видъ 

2% — Бу’ = 1. 
рёшая его, послфдовательно находимъ: 


т ЗЕЕ, Иа —=& У1-=8 У=-— 14% 


ау --З--:—=— 2+ ме 58 и наконець 
у — 3’ = 3{—1-Н 28= — 3-6. 
3. Однимъ изъ полезныйшихъ упрощенй служить введеме отрицитель- 
ныть остатков. Такъ рёшая ур-не, 


7х -- 26у = 1411, 
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имфемъ 
111 — 26у 6 БУ 
= =—Зу—-. 
7 а Е 
ЗАФеь каждый изъ остатковъ: 6 и 5 отъ дёлешя 111 и 26 на 7 больше 
половины дфлителя; но ихъ можно уменьшить, если каждое изъ частныхъ уве- 
личить на 1. Взявъ при дёлени 111 на 7 въ частномъ 16, получимъ отри- 
цательный остатокъ — 1, численная величина котораго меньше 6; точно та- 
кимъ же образомъ взявъ при дфлеши 26 на 7 въ частномъ 4, найдемъ отри- 
цательный остатокъ — 2, численно меньш прежняго остатка. Формула х при- 
метъ видъ 


Е 1 2) _ 29 —1. 
2=16— т — (49—71) ==16 —щч%--— 
2—1 . 
полагая -я-=& имфемъ: 
14—16 —49-:. р 
Затфмъ: ду—1-Р 7%, ИННЫ, полагая Е, 
пыфемъ: у—=3#-Р#, #—=— 1-27. Наконець: 


у=р—3--1#, 2=21— 267. 

419. Рёшене въ цфлыхъ положительныхъ числахъ.- Иногда вопросъ, при- 
водяпий къ неопредленному уравнению, требуеть не только цфлыхъ, но вмЪс- 
тЪ съ этимъ и положительныхъ рьшенй. Са$дующая теорема позволяетъ, при 
одномъ взгляд» на уравнене, опредфлить, имфетъ ли уравнене ограниченное 
число ифлыхь положительныхь ршен, или неограниченное, или совефиъ не 
иметь такихъ ршенйй. 


420. Творвма. Уравненме аз-|- Ъу—е имтетз озраниченное чис- 
10 ръшенй вз цълыжь положительныхь числахь, или совсъмз не им- 
етз такить ръшенй, кода коэффищенты а и Ъ имъютз одинаковый 
знак; натротивз, оно имтетз неолраниченное число сказанныхь ръше- 
и, кода & и Ъ импють противоположные знаки. 

Мы видфли, что цфлыя рёшен!я уравненя ах -- у = с выражаются Фор- 
мулами 

2=4--М у=В— м, 
т «и В представляють одну пару цфлыхъ рёшенй, а# произвольное цЪлое 
число, положительное или отрицательное. 

Условившись коэФоищенть & считать всегда положительнымъ (еслибъ было 
&а<0, то умноживъ все уравнене ва —1, мы сдЪлали бы коэф. при 2 поло- 
жительнымь), и обозначая абсолютныя велачины количествь а, Би с буквами 
а, У ис’, убфдимея, что въ отношени знаковъ ур. ах -|-бу=с можетъ пред- 
ставлять только слфдующе случаи: 


ат-- в у—=-Ре.....(1). 
а Фу=фе..... (2). 
ее О 9 
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Г. Цвлыя ршеня ур-н!я (1) изображаются хормулами: 
х—=а-Р 9 у=В—@8 
чтобы хи у были положительны, пфлое $ должно удовлетворять неравенствамъ; 
а&--51>0, В—а#> 0; 
рёшая эти неравенства, находимъ: 


т. е. ограничивающе предфлы для #. Если между этими предфлами находатся 
итлыя числа, то уравнеше имфетъ столько паръ цфлыхъ положительныхь р%- 
шевй, сколько существуеть такихъ иблыхь значенй #; если же между пред*- 


[23 : 
ами — _ и 8 НФть цёлыхь чиселъ, то ур-н1е совсфмъ не имфеть цфлыхъ 


положительныхь рёшев!й. Воть примфры: 


1. Решая ур. 8=-- 13у =159, мы нашли 
х—15- 13% у=3— 86 
р8шая неравенства 15-- 13#>0 и 3—8#> 0, находимь: 


. 15 2. Е 
#> — 15» ии {> —1 и #5 


Между предфлами —15 и : заключаются только два цфлыя числа: 


—1 и 0; полагая #—=—-1, находимъ: 2=2, у=11; положивъ #—0, полу- 


чимЪ: 2=15, у-=3. Данное ур. допускаетъ, такимъ образомъ, только двЪ 
пары цфлыхъ положительныхь рёшенй. 


2. Рёшая ур. 22-- Зу=1, находимъ 
—=— 1-3 у=1—4 


откуда находимъ предфлы для #: #> >> <. Но какъ между 5 "= 
нфтъ цёлыхь чиселъ, то заключаемъ. что данное уравнен!е не имфетъ цлыхъ 
положательныхь рёшенй. Это видно изъ самаго уравненя; въ самомъ дЬлЬ, 
сумма коэоФищентовъ при 2 и у больше извфетнаго члена, а потому даже при 
самыхъ малыхъ цфлыхъ положительныхъ значеняхьъ неизвфстныхъ, при х=1 
и уУ—1, первая часть уравнения больше второй. Вообще, если въ уравнеши 


ат--Ву=е имфемь а-РЬ>се,, оно не имфетъ цфлыхъ положительныхъ 
ршений. 


П. Уравнеше ах -- Ку — — с’, въ которомь коэоФищенты при неизв%- 
стныхъ положительны, а извфетный членъ отрицателенъ, не имфетъ положи- 
тельныхъ ршенй, не цфлыхъ, ни дробныхъ, ибо сумма положительныхъ чи- 
сель не можеть равнятьея отрицательному чиелу. 


Ш. Цфлыя р5шеншя уравненя @'2 —Ку=е, 148 с2 0, выражаются Фор- 
мулами: 


х =а--Ьь у=8-ав 
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чтобы выбрать изъ нихъ только положительныя, надо рёшить неравенства 
&--61> 0, В--а#>0, 
откуда и о 


отсюда очевидно, что всякое цфлое значен!е #, большее большей изъ дробей — 


Е В : : 
-уй —^„” Касть цфлыя положительныя рёшешя; а такъ какъ такихъ значен!й 


$ безконечно много, то ур. допускавть безчисленное множество цфлыхъ положи- 
тельныхь рфшенй. 


ПрРимфрЪ. — Выше мы нашли, что цфлыя рёшешя. уравненя 
6% — 59—21 выражаются хормулами: 
х=1- 5, у=— 3-68 
а предфлы для # опредфляются неравенствами 
1--55>0, —3-6#> 0, 


откуда: :>-2 > >. 


а р 
Заключаемъ, что ве цфлыя числа, большя 5) Т. 6. и а 


до -- со даютъ ифлыя положительныя значеня 5 и у. 
421. Примъчаще. Когда число цфлыхъ положительныхь рёшен!й ограни- 
ченное, его можно опредёлить, съ точностью до 1, не рЬшая уравневя. 
Этотъ случай представляется тогда, когда @ и 6 имфютъ одинаковые зна- 
ки, и для $ получается два предвла—нисшй и выспий, именно 
“ 8 
2 —- < 
и = Ъ и # < а? 
откуда видно, что уравнеше ах-|-бу==е имфетъ столько цфлыхъ положитель- 
ныхЪ рёшенй, сколько есть цфлыхь, положительныхъ или отрицательныхъь 


чиселъ, между — т; и Е, 


5 & 
Т случай. — Числа + 


и Е — дробныя. 
Пусть будуть — $—/ и ЕЕ цфлыя числа, изъ которыхъ первое 


& 


меньше 
Г 


В “ 
›. второе больше о Между двумя цфлыми числами — -- — и 


ии содержится столько послФдовательныхь цфлыхьъ чисель, сколько еди- 
& 


ниць безъ одной заключается въ ихъ разности. СлЬд. число ® цфлыхъ поо- 
жительныхь рёшешй уравненя будетъ 


ВИ ([- И) Е рр 1. 


Но какъ хи В суть рёшеня даннаго ур в!я, то число а&-- В равно с, 
и потому 


и ав НИИ-1. 
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, 
Пусть цфяая часть частнаго 5 Равна 4, а дополнительная дробь |»; тогда 


и—е-НЕЕЕ-Ь-1.... . (1). 
- & в 
Такъ какъ, по положен!ю, И: цфлыя числа, то Гир суть 
числа положительныя, отличныя отъ нуля, и меньшя 1, а потому число 
т-ЕА--Ь—1, будучи цфлымъ, можеть равнаться только 0 или 1, такъ что 


п равно 9 или 9-1. ох 
П случай. — Одно изъ чиссль: —т и р. или оба — цьлия. 
[3 | г: 
Еели — $; чи6ло 1ф10е, то можно взять # равнымъ — ия будетъ 


равенъ нулю, между тёмъ какъ у будеть имфть величину положительную и 
цфлую, равную частному отъ раздфлен!я с на 5. Въ такомъ случа при дока- 


& 
зательетв$ беремъ цфлое число, предшествующее —-› Т. в. полагаеть ре: 


Подобное же замфчан!е относится и къ случаю когда + будеть цфлое число; 
а 
и тогда, при этихъ новыхъ условяхъ, Формула (1) веегда примфнима. 


ях 
Полагая, что только одно изъ чиселъ ее. & — цфлое, цЪфлое число 


Г-- и -- Ь —1 приводится къ- еужи6 двухъ чиселъ, отличныхь оть нуля и 


меньшихъ, каждое, ИИ. оно А слёд., 1, а потому число рёшен! бу- 
детъ 9-4. а 


Пусть, затфмъ, оба числа: — и 2. цЕлыя. Числа Г и Ё будуть 
оба равны 1, и легко подавать, что. ь, И 0. Въ самомъ Два, какъ ска- 
зано выше, —т есть Двое число, слЁД. с дфлитея на 6; й есть цлое чис- 


10, сл. с дБлитея на а, а потому и на аб. Такимъ обра 0, 
АУ, сл. ГЕК —1 равно 1) и в=9--1. Итакъ, число цф- 
тыхъ положительныхъ рёшен!й уравнешя ах --Фу=с равно 9 или 9--1, на- 
зывая буквою 49 цфлую часть частнаго отъ раздЪлен1я с на 25. (Приэтомъ 0 
принимается числомъ положительнымъ). 

Напр. для ур-нй 52-- Зу=2 и 72-4 5у=39 число рёшенй —9; ия 
уравненй 4%-|- Зу = 11 и 7% Зу =61 оно равно 9-1. 

422. Для примфнен!я изложенной твори рЪшимъ слёдующя три задачи. 

Т ЗАДАЧА. — Выделить 78 рублей одними 5-ти и З-хъ рублевыми биле- 
ами, не имъя никакить друнить. 

Положимь, что для этого нужно выдать пятирублевыхь билетовъ х, а 
трехрублевыхь у; уравнене, очевидно. будетъ: 

52-Е ЗУ=18. 
Задача требуеть цёлыхъ положительныхь ршенй; и по коэофищентамъ 


при хиу видно, что ур-не иметь цфлыя рёшеня. Разд®ливъ все ур. на 3, 
находимъ 


у; 
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"п 
полагая = гд® +— цЪфлое число, тотчась имфемъ: 
х=3, у=26 — 54. 
Чтобы х иу были положительными, необходимо, чтобы 
$1 >0 (если 0 включить въ число положит. 0: 


т 
Е 


26—5>0, откуда 2 <> или 5 


Итакъ, полагая : 

0, 1, 2, 3, 4, 6, ны дам, 
0, 3, 6, 9. 12, 15, 
у=26, 21, 16, 11, 6, 1. 


Отсюда видно, что выдать 78 руб. требуемымъ образомъ можно шестью 
различными способами, именно: 


1) Давая 26 билетовь въ 3 рубля и ни одного въ 5 рублей; или 


2) › 21 › » › 3 билета > у ИИ 
3) › 16 > › » 6 › > ; ИЛИ 
4) › 11 › » › 9 › › ; ИЛИ 
5) > 6 > > > 12 > > $ ИЛИ 
6) > 1 › » › 15 › » 


ПШ зАаДАЧА, Извюстно, что пщемами элементарной леометри (т. е. по- 
средствомь циркуля и линейки) можно раздъмить окружность какъ на 6, 
такъ и на 5 равныль частей. Какь и сколькими способами можно съ помо- 


| ы а 1 
илю этихь частей найти 15 часть окружности? 


Очевидно, что нужно найти тая дв дроби съ знаменателями 5 и 6, ко- 
1 
торыхъ разность равнялась-бы 715} Назвавъ числители этихъ дробей буквами 


ди у, имфемъ: 
#9 _ о 
в 5 1} ео 


Решаемъ ур. (1}; по освобожденш етъ знаменателей имфемъ: 


5% — бу—=2; 
раздёливъ об части на 2 и положивъ 5 — 2’, получимъ ур-ше 
5% — Зу—=1, 
откуда 2’ = —1-- 3%, а слЪд. 
д=— 2-6; 
затфмъ у=— 2 -- 5. 
Чтобы х и у были > 0, нужно чтобы было: #> г $> 5. Полагая 


#—1, 2, За РОВ ЗИК 
находимъ: 2—4, 10, 16;...... 
| а Е С 
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Птакъ, наименьшя значешя хи у, дающя простфйшее рфшен!е задачи, 


. 4 2 .3 
вуть: х=4 и у=3, т. е.: оТЪ < или 5; окружности нужно отнять > ея, 


и остатожъ дасть —— окружности. 


1 
15 
Рашая ур-н1е (2), или, но освобождени отъ дробей, уравнеше: бу — 55=2, 
находимъ: 
1—2 — 6%, 


= — 5 
предёлы для # суть: #< я < г . Полагая. 


$—0 —1 — 2, —3...... 
имфемъ; 2—4, 8, 14, бы 
у—2, т, 12, ИА . 

Итакъ, при этомъ снособф, простёйшее рёшен!е задачи буть 2=2 и 


у=2, т. в. вычтя изъ дуги, равной 5 окр. ди окр., получимъь въ 


остаткЪ т окружности. 


Ш ЗАДАЧА. Зубчатое колесо съ 17-ю зубцами захватываеть зубцы дру- 
1а10 колеса съ 18-ю зубцами. Сколько оборотовь должно сдълоить каждде изъ 
нить, чтобы каждый зубець первало побываль вь каждомь промежуткь 
вторало? 

Пусть первое колесо колжно сдфлать х оборотовъ, а второе у. Вогда пер- 
вое обернется одинъ разъ, его 17 зубцовъ зацфиять послфдовательно столько 
же промежутковъ втораго; сл$д. пря х оборотахъ 17 зубщовъ зацёпять 13у 
промежутковъ между зубцами втораго. Но при х оборотахъ каждый зубець дол- 
женъ зацфпить каждый промежутокъ, сл. 

175—139, 
откуда: х=13, у—17 

Чтобы д и у были положительны, нужно # давать во цфлыя значеня, 
начиная съ 1. Такамъ образомъ, требуемое будетъ имфть мФето черезъ 13 060- 
ротовъ (вообще 13#) перваго, или 17 (вообще 17) оборотовъ втораго. 


8. Ршеше сиетемы уравнений, въ которой чиело нензв$- 
етныхъ однимъ больше числа уравневй. 


423. Возьмемъ 2 ур-нНя съ 3 неизвфетными: 
ах-- ву се=а..... (1) 
ве у--е2=@. 3 
Хелин въ каждомъ изъ нихъ или въ одномъ вс четыре коэофищента имЪ- 


ютъ общаго множитехя, то предварительно на него сокращаютъ уравнен!е; И 
это сдЪлано, и оба уравненя приведены въ простьйший ВИДЪ. 
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Чтобы каждое ур-не въ отдёльности принимало пфлыя ршен1я, необхо- 
димо, чтобы въ каждомъ вс® три коэооищента: при хуи 2 были первые меж- 
ДУ 60б0ю, т.е. а, Би с— первые между собою, и а’, К ис’— между собою. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть напр. а, 6 и с имфютъ общаго множителя и, на ко- 
торый @ не длится; въ такомъ случаЪ чаетныя 


а Г!) 
—=а = и — = 
т 


будуть цфлыя; отсюда 
ам—=а’т, В=т, 6в=6т. 
Подставляя въ ур. (1) и сокращая на т, найдемъ 
а 
и (2 ро 
вяз -- уе" =. 
При целых 1, у и 2 первая часть предотавляетъ число цфлое, тогда какъ 


вторая есть дробь; слёк. ур-н1е не имфеть цфлыхъ ршенй. 


Рьшая одно ур-не съ 2 неизвестными: а2-- 6бу==е мы видфли, что когда 
аи $ — числа первыя между собою, ур-н!е необходимо иметь ифлыя рёшен/я; 
слёд. услоше, что дня ифлыхъ решен! коэофищенты а и © должны быть пер- 
выми между собою, было въ этомъ случаз условемъ необходимымь и доста- 
точным. 

Что же касается взятой системы 2-хъ ур-ый съ 3 неизвфетными, 10 въ 
каждомъ ур-ш коэооищенты могуть быть числами первыми между собою, а 
Ур-ня могуть и не имьть цфлыхъ рёшенй; слфд. услове это для данной си- 


стемы, будучи необходимымъ, можеть быть еще недостаточнымъ (см. кале слу- 
чай П). 


424. Пренъ рёшешя состоить въ исключени одного изъ неизвжетныхъ; 
поключивъ, напр., 2, найдемъ: | 


(ав’ — ве)х- (56 — Буа —4е.... (3). 
При этомъ могуть представиться саблующие 3 случая: 


425. Первый случай. — Если коэхоищенты при хиу въ ур-нши (3) — 
числа первыя между собою, то, какъ извфетно, ур-н1е это необходимо имфетъ 
цфлыя рышеня. Если одна пара этихъ рьшен будеть х и В, то вс цфлыя 
р8ёшеня выразятея Формулами: 


Я=—-- (16—56) 4, 
у=В — (а6’ — а'с).4. 
Подставивъ ихъ въ ур. (1), найдемъ 
сё — с(®' —аЪъ + =а— аа — 3. 


Первая часть длится на с; если раздёяится и вторая часть, то ур. бу- 
деть имфть цфлыя рёшешя, въ противномь случа —нфтъ. Пусть дёлене @ — 
ах —6В на с совершается безъ остатка и пусть 


- Рек 00 
тогда в — (а — ш)ё—=, 
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откуда #—у-[ (а5’ — 6). 


[Изъ (4) имвемъ: ах-Р В -|- су =а, т. в. в, В и у обращають 1-0е ур- 
не въ тождество, а потому составляютъ систему ЦВЛЫХЬ рёшен!й этого ур-н1я]. 


Итакъ, имфемъ синметричныя Формулы 
д=а-| (%6' —656).1, 
У=В- (са — ав), 
8—=- (а — 8 
цфлыя $ дадутъ цёяыя же значешя и для х, у и2. 
Положивъ для краткости: 


фе —Ве=у, са —а6=9, @ — а =, 
найдемъ 
х—а-Нрь у=В-РаЬ г=у и. 
Еели бы по смыслу задачи требовалось найти для 2, У, 2 цёлыя положи- 
тельныя числа, то пришлось бы рёшить совмфетныя неравенства 


«--ё>о, В+-@>0, УИ, 
которыя дадуть три предфла для #. 

Если вс эти предфлы одного смысла, то: 1) когда вов они ниспе, то 
нужно давать # вс цфлыя значен!я, большия большаго изъ нихъ; 2) если всЪ 
три предфла высш е, то надо давать # вс цфлыя значеня, меньшия меньшаго 
изъ нихъ; въ томъ и другомъ случаЪ ур-н1е имфетъ безчисленное множество 
ЦВлыхъ положительныхь рфшенй. Если предфлы не воф одного емысла, то 
нужно давать $ веф цфлыя значен!я, содержащияся между этими предфлами: чи- 
сло цфлыхъ положительныхь рёшен!й будетъ, слФдовательно, ограниченное На- 
конецъ, если предфлы получатся противорёчаше, то ур-вя не имфютъ цлыхъ 
положительныхь рфшенй. 

Примъръ. — Рёшить ур-н!я 

152 | 35у-{ 352 = 385, 
65-|- Зу-{ 82 =104. 

Ве коэфеищенты перваго ур-н1я имфють общаго множителя 5, на кото- 
рый и сокращаемъ это ур-н!е, посл чего получимъ систему 

32 -Е Чу -- 72=17, 
65 | Эу-|- 8# =104. 

Въ каждомъ изъ этихъ ур-в! въ отдфльности коэооищенты яри неизвю- 
стныхь числа первыя между собою; стало быть, возможно, что ур-вя имфютъ 
цфлыя рёшеня. Предварительно сдфлаемъ н®которыя упрощеня. Въ первомъ 
ур-Ши коэФоищенты 7, 7 и 77 длятся на 7; раздёливъ 06% части на это чи- 
сло, найдемъ ур-н!е 


у #=11; 


х # , 
замфчая, что = должно быть цфлымъ, полагаемъ т=4,, откуда 


%=15, 
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а уравнене принимаетъ видъ 


39 Ку 2=11.... (1) 
Во второмъ уравнени коэвфищенты 6, 8 и 104 длятся На 2; по сокра- 
щенш на это число, получимъ 


За 4250; 


4 
такъ какъ 5 должно быть цёлымъ, то положивъ = у’, откуда у—2у’, имфемъ 


За 9 42=52.... (2) ь 
Внося въ ур. (1”) 2у’выфето у, а во (2’) 7х’ выфето х, найдемъ: 
Зи 2—1, 
21 9 - 42—52. 
Умноживъ первое изъ этихъ ур-в!Й на 4 и вычтя второе, мы исключимъ 
# и получимъ (по умножени на — 1): 
9 --у’=8, 
откуда У=8— 9. 
Отсюда видно, что всякому цфлому х’ соотвЪтетвуетъь цфлый у’. ‚Внося эту 
величину у’ въ ур-не 32’ -- 3у'-|-2=11, находимъ 
—15" Рг=—5, 
откуда #—=—5- 15:5, 
лёд. пфлому я соотибтотвуеть и цфлый 2. Такимъ образомъ, у’иг выражены 


черезъ 2, самый же 57 произволенъ. Находимъ теперь Формулы для х, у, 2 
они бтдуть 


иные. 
у—16 — 18=', 
#—=— 65-16, 


тД& х’— произвольное цфлое число. 
Если надо имфть цфлыя положительныя величины неизветныхь, то р#- 
шаемъ неравннетва 


71% >0, 16—187/>0 и —5- 15 >0, 


откуда х> 0, “< 3, =>. 


1 1 
Предфлы одного свойства (0 И $) приводятся къ одному: --, след. кол- 
Ено быть: 
1 ‚ - 8 
—_ Ня —_® 
5 << 9} | 
а какъ между этими предфлами нётъ цфлыхъ чиселъ, то заключаемъ, что урав- 
нен!я не допускаютъ цфлыхъ положительныхь рёшенй. 
426. Второй случай. — Если коэоФищенты ас’— са’ и 6 — с’ имфють 


общаго множителя №, который не дВлитъ 4е’— са’, ур. (3) не будеть имфть 
цёлыхъь ршеншй, а слФд. и данныя уравненя не будуть ихъ имфть. 
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ПрРимфРъ. Такъ, уравнен1я 
5% 4у — 32 =11, ы 
4; | Ту-- 92=26 
имфютъ, каждое, коэофищенты при х, у, = первые между собою, но не допус- 


каютъ цфлыхъ рёшевшй. Въ самомъ дфл%, умноживъ первое на 3 и сложивъ 
со вторымъ, найдемъ 


195 - 19у=59, 


въ которомъ коэооищенты при хи у имфютъ общаго множителя 19, на кото- 
рый 59 не дфлится. 


Точно также не имфють цфлыхъ рёшенй и ур-я, выводиныя изъ дан- 
ныхъ исключенемъ х или у. Первое было бы 
86 
194% 572 =86, или у-Р 32 = т 
а второе 


27 


19% —572—=—27, или х—3е=—=— те} 


оба неразрёшимы въ цжлыхъ числахъ. 


_ 427. Третай случай. Ели вс три количества ас’— са’, 6’ — с’ и 
45’ — с@' имфютъ общаго иножателя №, то раздфливъ все ур-н!е на # и назвавъ 
чаетныя отъ раздёленя этихъ количествъ на № буквами 7, я ир, получимъ ур. 

тр-- пу= р. 


Если т и ®— числа первыя между собою, то найдемъ цфлыя ршеня 
для и у вида: 


д=и— т, у=8-- т. 
Подставляя въ одно изъ данныхъ уравненй, напр. въ 1-08, получимъ 
ур-н1е въ ги; если оно попускаеть цфлыя рфшен!я, он® будуть вида: 
2=--9г, И #—0-. 


Подетавляя выражене для $ въ Формулы х и у, выразимъ вс три не- 
извфетныя черезъ #; итакъ 


#=(а— иб) — ий; 
у—= (3-28) тт; 
2=1- 4. 
Цфлыя значення # дадуть таковыя же и для х, уп 2. 
ПримзрРЪъ. Пусть даны ур-ня 
6 — Ту--22=21.... (1) 
8% |- 5у-- 62—=49.... (2). 
ИсключивЪ 2, находимъ 
105 — 26у—=14, 
или, по сокращен на 2: 
5% — 139=7, 
откуда: 1—4—13. у—1— 5. 
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Подстановка въ (1) дастъ: 


— 431 22=4, ы 
ИЛИ — = =. 
Положивъ : —#, откуда #=217, получимъ 
| — 487 2=8; 
след. #=2--43#, #=2#. 
Окончательно: | 


=4—267, у—1—107, 2=2-437.. 


Легко видфть, что данная система не допускаетъь цфлыхъ положительныхъ 
решений. 


428, ЗАДАЧА. Найти число, которое при раздълени на 11, на 11 и на 
23, давало-бы посльдовательно. остатки 4, 9 и. 10. 


Обозначивь частныя соотвфтетвенно буквами х, у из, а искомое число 
буквою М, имЪемъ: 
х 4 Е ее. ри 
и=®Р м=УРи ав Рз» ИИ: 
=11=--4, М= Му-+9, №=232 +10, 
откуда получаемъ два уравненя: 


115--4 =179--9 и 11=2--4=232-- 10, 
которыя можно представить въ вид: 


11< —179=5.... (1) 
115 —232=6. ; @). 
Изъ (1) имфемъ: 


полагая 


9 — откуда у=1 —- 11#. 


Подставляя вмфето у его величину въ выражене 2, получимъ 


полагая 


. (3). 


| у=—1 — 114. 
Подставляя выражене 2 въ ур. (2), находимъ 
11(2 —17) —232=6, или 187--232=16. 
16 — 187 16—83 
Отсюда 2= == 8 -- ее 
16— _, 
полагая —;. ——#, ИЛИ 3#-|- 23—16, откуда 
ИБ ЕР ИИ, 


в 
а 
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Изъ послднято ур-Шя имфемъ: # =—1--3#”. Обратная подстановка да- 
етъ послвдовательно: > 
—5 —8(— 1-3) =13— 237; 
#—= —8(13 —23#') — 1-3 = —105 + 1877. 
Остается хи у выразить въ зависимости отъ #”; получимъ: 
д— — 219-|- 391#", 
у— — 142 -- 2537’, ь 
#—=— 105 1877. 

Взявъ для М одну изъ трехъ ®ормулъ этого числа, напр. №=112-- 4 

и подставивъ вифето х найденное выражен!е, имфемъ: : 
№М—=11(— 219-3917) {4 =— 2405 -- 43011”. 

Это и есть общая Формула вобхъ чисель, ичбющихь то свойство, что при 
ДВлеши на 11, 17 и 23, они даютъ остатки, соотвётетвенно ровные 4, 9 и 10. 
Полагая #—0, 1, 2,....,—1, —2,.... находимъ цёлый рядъ чи- 
сеть этого свойства. Такъ: 2 

+—0 даеть М — — 2405; 
$—1 даеть №= 1896; ит. ц. 

сли бы требовалось найти наименьшее положительное число даннаго свой- 
. етва, то оно соотвфтетвовало бы наименьшему цЪфлому #”, дающему для № — 
положительное значене. Такое #" опредфляется изъ условя: — 2405---4301#”>0, 
и есть #’=—1; соотвфтствующая величина № равна 1896. 

429. Подобнымъ же образомъ рёшается всякая система ур-й, въ кото- 
рой число неизвфетныхъ однимъ больше числа уравнен!й, потому-что послЪдо- 
вательныя исключеня неизв®отвыхъ всегда приведутъ къ одному ур-ю съ 2 
неизвфстными. Пусть для примфра дана 

ЗАДАЧА. Найти число, которое при раздълени на 5, 6, Ти 8 давало-бы 
послъдовательные остатки 3, 1, 0иб5. . 

Обозначивъ искомое число буквою № а частныя по порядку буквами 2, у, 
#8 и и, находимъ: 

№—52--3, №М=6у-1, №=72, №М=8и-- 5; откуда 3 ур-ая 

1. 5%-— бу—=— 2, 
2. 5%— 712=— 8, 
$. 5х — 8и— 4. 

Въ данномъ случа® нфтъ даже надобности въ исключеши неизвфетныхъ, 
ибо и безъ того каждое ур-ве содержитъ только два неизвЪетныя. 

Рашая ур-е 5х — бу=—= — 2, находимъ: 

У=а--5Ь 2=2-- 6. 

Вставляя х —2-|- 6 въ уравнени (2), получаемъ ур-н!е 

72 — 30#=13, 
изъ котораго находимъ 
#——11--30#, = — 3-51. 
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Выразивъ х и у черезъ #, имфемъ 
2=—16--4%, у=— 18-357 
Вставляя вм. д его выражене черезъ # въ ур. 3., имвемъ 
2107 — 8и —=82, 
откуда: {—1--4”, и=16 105. 
Выражая и остальныя неизвжетныя черезъ &”, получаемъ 
х—=26 + 168+, 
у= 22-140”, 
г =19 + 1201’, 
и—=16-- 1057’. 
Вычисляя №, проще всего по 20рмудё М=72, находимъ: 
№ — 133 - 840. 


Итакъ, искомыя числа имбютъ видъ 133-|- 8404, изъ нихъ наименьшее 
положительное —= 133. ыы 


3. Рьшен1е въ пфлыхь чиелахъ уравненя, содержащато бо- 
л%е двухъ неизвфетныхъ. 


430. Ограничимея раземотрьшемъ случая одного уравневя съ 3 неизв- 
ОТНЫЕИ, 

Пусть будеть ад-РФу-Р с2==9 такое ур., въ которомъ &, 6, с и 9—чис- 
ла цфлыя. Прежде веего необходимо, чтобы коэФоищенты а, 6 и с не имфли 
такого общаго множителя, который не заключается въ 4; иначе ур. не могло 
бы быть рёшено въ пфлыхъ числахъ. Если же эти коэфоищенты имфють об- 
щаго множителя, содержащагося въ 4, то его удаляютъ сокращен1емь; затФмъ 
могутъ представиться два случая: 1) изъ трехъ коэооищентовь а Ви с, 10 
крайней мфр®, два—первые между собою (или а и В, или а и с: или В и с), 
какъ напр. въ ур-нш 125-- 119-152 =141, гдё 12 и 11 — числа первыя 
между собою; 2) или каждые два коэеоищента имфютъ общаго множителя, такъ- 
что изть ни одной пары коэфхищентовъ первыхъ между собою; таково ур-не 


12% --15у- 202 = 181, 
вЪ которомъ 19 и 15 рдфлятся на 3; 12 и 20 — на 4, а 15 и 20 — на 5. 


431. Первый случай. Пусть а и 6—числа первыя между собою; перене- 

вемъ с2 во вторую часть и приложимъ къ ур-нио 
ах | фу=а — се 
нремъ $ 416, принимая на-время 2 за извфетное; такимь образомь мы най- 
денъ формулы 
д=а—М, у=В-Га, 
въ которыхь а и В—цфлые относительно 2 полиномы первой степени. Давая 
2 и & произвольныя цзлыя значеня, найдемъ цфаыя значеня и для м и у. 
29 
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м . 
Если неизвфотныя должны быть, еверхъ того, положительными, то даем 
2 произвольное, но цф10е и положительное, значене, и полагаемъ 
«—м>0 п 31 0#>0, 
откуда получимъ для & два предфла; смотря по тому, будутъ-ли эти предёлы 
одного смысла или разнаго, согласные между собою или противор%чаще, полу- 
чится неограниченное число цфлыхъ положительныхь ршевй для хи у, или 
же ограниченное, или же такихъ рёшен! совефыъ не будетъ. Такимъ образомъ 
поступаютъ по отношен!ю ко всякому цфлому положительному значению 2. 
ПримзрЪъ. Пусть дано ур-н!е 
52 + Зу — 122—=41. 
Такъ какъ 5 и 8 числа первыя между собою, то указанный премъ при-, 
мфнимъ къ этому уравненю. Итакъ 
5д-- 8у — 41 -|- 192, 


отнуда п ду ЕиЬЫ, 


Или х—=8- 22—12 Ь 


полагая ти В = или 2у— 5— —1—22. Отсюда 


И Ни, 


полагая ей иди #—1-- 94. 


Это значеше, подставленное въ у, даетъ 
у=—е-2 + 44-Е паи у рфе--а-5Г. 
Подетавляя найденныя для у и # величины въ Формулу 2, получимъ 
х—8-- 22--22—4 — 10 --1-Н #—=5-- 42—87. ` 
Еели ищемъ для т, у и 2 только положительныя цфлыя значеня, то 
‹опредфляя предфлы для #, получимъ 


== м и 


42-5 _ 2—2 
8 ы 5 


положительныя значеня, то, включая сюда и 0, имфемъ: 
#=0, 112... .ю оо. 


41 
Отсюда: ‚ (1. 2> — 15? а какъ для 2 беремъ только 


При 2—0 находимъ # > — = и# < 5, слфд. можно положить только 
7 — 0, что дастъ: 2=5 и 9—2. | 
При #2—1 ицфемъ > и’ < 17, сл. можно взять # —0н #—1, 


что дастъ;: 
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При 2 =2 находим > бий< 15; слфд. можно взять 7—0 (ибо 
услове {> 0 не исключаеть равенства) и # —1. 

При #—0 имфемъ: у=0, = 13; 
при #—1 > у=5, = б. 


При 2 = 3 получаемъь # > |. и#< И слёд. можно взять: #—1 и 
5 8 


! — 2, что дастъ: | 

Г—1.... у=4, д=9; #=%.... у=9,`2=1. 

Продолжая такимъ образомъ, получимъ сколько угодно системь ифззыхь 
положительныхъ рёшенй. 

432. Бторой случай. Положимъ теперь, что между тремя коэофищентами 
нЪть ни одной пары взаимно-первыхъ. Назовемъ буквою # общато наиб. дВли- 


теля, напр., для < и 6; и пусть а’ и 6’ будеть частныя отъ раздфлея диф 
на №. Ур. будетъ | 


рад Ву -- с2 = а, 


, ь;‚ __@— сё 
откуда аз-- Фу = — 


Полагая, что первая часть есть число цфлое, необходимо, чтобы и вторая 
равнялась ифлому числу, напр. # въ такомъ случав 


ав 9у=#.....(1) 
| ть иши се М=Я..... (2). 


Но а’и’ первыя между собою, какъ частныя отъ раздёленя аи 6 на 
ихъ общ. наиб. дёл. №; а потому ур. (1) имфеть цфлыя рёшеня вида: 
х—=а— Е и у—=В-а!... (3) 
вЪ которомъ © и В суть цёлые полиномы первой стелени относительно г. 
ЗатБмъ, замфчая, что си #— первыя между собою числа, потому — что 
множитель #, будучи общимъ для аиф, не дфлитъ с; ур. (2) имфетъ, слЪд., 
цёлыя ршеншя вида | 
#=у— М” и (=8-... (4) 
подставляя эту величину { въ Формулы хи у, мы представимъ эти неизвф- 


стныя пфлыми полиномами первой степени въ {и {: между тЪыъ какъ 2 за- 
виситъ только отъ #”. 


Если вопросъ требуеть еще, чтобы 2, у и г были положительными, то дол- 
Жно выразить, что величины ихъ больше нуля; въ полученныхъ неравенствахъ 
нужно отдфлить {и {” и такимъ образомъ получить предфлы для этихъ не- 
опредёленныхь; изъ теорш неравенствъ мы знаемъ, что это не веегда возможно. 


ПримфрРЪ. — Пусть дано ур-ве 
6% — 10%-{ 152 =31. 
Замфчая, что 6 и 10 имфютъ общаго дёлителя 2, даемъ ур-нию видъ: 


3% — Бу = м, 
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и полагаемъ, что 


32 — Буги м, или 152-- %—37. 


Изъ перваго находинъ 
У—=1— 3 и 1=2/—5Г. 
Изъ втораго имфемъ 
—2=1—№ и #=141 15. 
Ветавляя эту величину { въ выражен!я у и 2, получимъ 
у —= 11-15” — 3 и х=22 30” — 5. 
Достаточно дать # и #’ кавя угодно цзлыя величины и такимъ образомъ по- 
тучатся пфлыя значеня 2, у и 2. , 
Чтобы выдЪлить только положительныя, полагаемъ 
1—2>0; 11-157’ —3#>0; 2230—5750. 
Первое даетъ #” <>. Два друпя можно написать такъ: 
31—15 <11 и Ш— 3022, 
или, умноживъ первое на 2: 
6# — 30#' < 22 и 55—30 < 22. 
Изъ услойя 2#’< 1 имфемъ 30#’< 15. Складывая это неравенетво съ каж- 
дымъ изъ двухъ предыдущихъ, находимъ условя 


67 <37 и ШЗЗ1, 
изъ которыхъ второе заключеется въ первомъ. Итакъ, количеству # можно да- 
вать только значеня 


6, 5, -4,....... . . Ю— © 
Изъ неравенств въ # и #’ находимъ 
6 — 22 5 — 92 
/ Е я > ` 
> 50 и > 30 


При положительныхь # первый предЪльъ больше втораго, поэтому нужно 
удержать первый предёль. При отрицательныхъ # — наоборотъ, причемъ пля #” 
слфдуетъ брать только величины между 0 и этамъ вторымъ предфломъ. 

Такимъ образомъ находимъ: 

Для —6; 5; 4 — нёть соотв®тотвующихь значен!й для #”. 

При: 


{— 3 ищфемь: #—0; откуда = 7; у= 2; 2=1. 
— 8 ‹ и —0; ‹ : 12; 5; 1. 
Е т Е 
‹ —1; ‹ 2; 2; 3 
#=—3 ‹ 0; ‹ 37; 20; 1 
‹ —1; ‹ 7; 5; 3 
#8 ‹ Ио; < &=62; у—35; 2—1 
‹ —1; 32; 20; з 
$ — 2; < 2. 5; Ь. 
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433. Задачи. 
Рфшить въ цфлыхъ положительныхь чиелахъ уравнен!я: 
1. 5в--7у--4=56. 3. 55 8у— 29. 
2. у=18-- 56 —4). 4. 112-589 — 128 —441 — 192 4 159. 
5. 175 — Пу-+- 86. 6. 115 — 139 — 369 — 3% — 133. 
з. 735 -- 17 _ 589 —56 
7. 89% — 1449 —1. 8. то — т 
9. 16%-- 49 — 1830. 10. 2873 —=13%-[ 949. 
11. 1285 -- 567у — 5028. 12. 7&7|- Зу = 1000. 


13. 3875х -- 29739 — 122362. 
* 14. д-- 39-2 52—44: За 5-Е 72=68. 
15. я 2у-- 32—50; 45— Бу — 6 = — 66. 
16. 22-|-5у—72—=22; За--4у— 8—0. 
17. 3#--5у--72=560; 9х--25у-- 49 = 2920. 
18. 6 7у-- 442—122, Иа--8у— 6ё — 145. 
19. 2%--14у— 172—341; 102 -4у-- 9 = 4713. 
20. #-- 2у--32=14; 22--3у--44—=24; 32--42-- 54—35. 
21. 72-2 4у*|- 92 = 89. 22. 8% -|- 13у-{ 172 = 89. 
23. 32 — 189 5 =-— 47. 24. 10% 13 82 = 143. 


2 
25. Дробь с представить въ видф суммы двухъ положительныхь дробей съ зна- 
менателями 9 п 18. 


96. Найти дв$ положительныя дроби съ знаменателами 11 и 13, разность кото- 


82 у 


рыхъ была бы 


27. Какъ раздфхить окружность круга на такля двф дуги, чтобы число градусовъ 
одной длилось на 7, а второй, при разд$ленйн на 12, давало бы остатокъ 11. 


> 1 
28. Въ трехзначномъ числ крайняя лфвая цифра составляеть > числа, обра- 


зуемаго двумя другими цифрами, & крайняя правая цифра = числа, образуемаго 


остальными двумя цифрами. ОпредФлить это трехзначное число? 


29. Садовникъ долженъ разсадить деревья, число которыхъ меньше 1000. Если 
онъ посадвть ихъ рядамн по 37 штукъ въ каждомъ ряду, то у него останется 8 
штукъ; если же онъ разсадитъ нхъ по 43 дерева въ каждомъ ряду, то у него оста- 
нется 11 штукъ. Сколько у него деревьевъ? 


30. Н%кто уложилъ въ ящикъ 100 нить, вЪсившихь 9 5 пуда. Каждый фол1- 


антъ вфсилъ 4 фунта, каждая книга %—46 по 2ф., а каждая 4—8 вЪеила > фун- 
та. Сколько книгь каждато рода положено было въ ящикъ? 


31. Н\Ъкто купиль на биржф 48 тоннъ хлфба за 10000 марокъ, причемъ тонна, 
ишеннды обошлась ему въ 260 марокъ, тонна ржи въ 190, & тонна овса въ 170 
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марокъ; при этомъ оказалось, что число тониъ ржн дФлилось на 10. Сколько зерна 
каждато рода онъ купить? .- 


674 
32. Дробь 35; представить въ вил$ суммы трехъ положительныхь дробей, такъ 


чтобы сумма числителей раввязась суммы цифръ, изъ которыхь составлены знаме- 
натели. . ы 


33. Владфлець фабрики, жехая наградить рабочихъ, расчиталь, что если каждому 
мужчин дать по 5 р., каждой женщинЪ по 4 р., а каждому изъ несовершеннолт- 
нихъ рабочихь по 2 р., то потребуется на все 156 р. Если же каждому изъ рабочихь 
дать однимъ рублемъ меньше, то потребуется только 118 р. Сколько работаеть на 
фэбрик% мужчинъ, сколько женщинъ и сколько дфтей? 

34, У однато хозяпна работали на ‘четырехъ фермахт: 12 рабочихъ на ВОВ, 
9 на второй, 8 на третьей и 6 на четвертой. Плата вефмъ равнялась 1350 руб. 
Плата рабочимъ на второй н третьей фермахъ равнялась въ сложности плат рабо- 
чимь первой, а каждый рабоч этой посл5дней получалъ вдвое больше рабочаго чет- 
вертой фермы. Какова могла быть плата каждому рабочему на каждой ферм, если 
извфетно, что эти платы составляли цфлыя числа рублей? 

35. Углы остроугольнаго А-ка длятся: одинъ на 7, другой на 9, трей на 11. 
Сколько градусовъ можеть содержать каждый уголъ? 


36. Для починки водопровода на протяжен!н 131 метра имФются въ запас трубы 


2 1 
трехъ сортовъ: въ 1 5, ВЪ 2 -- и въ 3 метра длиною. Сколькими способами можно 


сдфлаль поправку трубами всфхъ трехъ родовъ? 


37. Дробь 21291 разложить на е ехъ положительныхъ дробей 
‚яр 400 Разложить умму тр ь дробей съ знамена- 


телями 11, 16 п 25? 


+ 


= 


ЗАМВЧЕННЫЯ ПОГРЬШНОСТИ. 


Страница. Строка. Напечитано. Должно быть: 
53 . 19 сверху (а 5)? (а-- 5 
78 1 енизу АЗ — Вз АЗ -|- ВЗ 
106 3 снизу остатокъ х остатокъ В. 
176 Первая строка 8 164 должна быть замфчена 


словомъ: Опредъленя. 


189 На черт. 9: вт пересфченш окружности съ д!а- 
гональю должна быть буква М. 
206 10 сверху —2а/а —2ауъ 
‚ 215 2 снизу 38/2/27 -Н 32 (/2— 1) 
о Е ПИЯ 
217 Зал. 102 д. 6: Мау ИБ == \/ ау У \/ Е У Уз 
223 2 сверху давно бы дало бы 
ту тг 
В + 
228 8 сверху к Е 
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